FFI 265: Exercicios (Lista 4)

Esta lista contém: um resumo de Mecanica Quantica, incluindo alguns problemas (op-
cionais) gerais; uma sequéncia de problemas sobre spin; uma lista de exercicios do livro do

Griffiths (Cap. 4).

Resumo de Mecanica Quantica

Postulados:

1. O estado fisico de uma particula é descrito pela fun¢ao de onda (complexa) ¥(z,t),
que corresponde a uma amplitude de probabilidade, de forma que a (densidade de)
probabilidade de encontrar a particula no ponto x no tempo ¢ seja dada por |¥(x, t)[*.

As funcgoes de onda pertencem ao espaco de Hilbert, que é um espaco vetorial com-

pleto com produto interno (produto escalar), dado para as fungoes ®(z) e W(x) por

[ ®(z)*¥(x)dz. Além disso, impoe-se que estados fisicos sejam fungoes “de quadrado

integravel”, para as quais pode-se tomar [ |¥(x,t)|*dz =1 (i.e. norma igual a 1).

2. Medidas de grandezas observaveis estao associadas a operadores lineares hermitia-
nan] atuando no espaco de funcgoes acima. Exemplos de operadores sao: o momento
P e a posicao X, definidos por: PWV(x) = (h/i)0¥V/0x e X ¥(z) = xV(z). Os
unicos resultados possiveis para uma medida do operador A sao seus autovalores a,,.
A probabilidade de uma medida de A fornecer o valor a, é dada pelo mdédulo qua-
drado da proje¢ao ¢, do estado ¥ no autoestado u,(x) correspondente ao autovalor
a,, dada pelo produto escalar de u,(x) e ¥(z).

3. Ap6s ser medido um autovalor a,,, ocorre o colapso da funcao de onda no estado wu,,,
ou no sub-espago correspondente a a, se esse autovalor for degenerado.

4. A evolugao de V é dada pela equagao de Schrodinger
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e, [
zha U(z,t) = —%V U(x,t) + V(x)¥(x,t),

equivalente a igualar a definigdo do operador hamiltoniano H = ih d/0t a defini¢ao
usual H = P%/2m + V(X), sendo P e X os operadores definidos acima.

!Para um operador A hermitiano vale (AT)* = AT = A. As autofungdes (ou autoestados) de tais
operadores definem uma base no espaco de fungoes. Os autovalores sao reais, e autofungoes correspondentes
a autovalores diferentes sao ortogonais.



Notacao de Dirac

Associamos o espago de fungoes descrito acima ao espaco (vetorial) de kets. O ket |¥)
é o vetor cujas componentes na representagao das coordenadas sdo ¥ (z). Analogamente,
definimos os bras, no espaco de funcionais agindo nos kets. A acao do funcional definido
pelo bra (®| sobre o ket |¥), a qual denotamos como (®|W¥), serd o produto escalar entre

as fungoes ®(x) e ¥(z), i.e
(D) /q)

[Para o estado fisico temos (U|¥) = [ |¥(x)|*dr = 1.] Portanto, identificamos o bra (®|
como o transposto conjugado do vetor definido pelo ket |®). (Para cada ket hd um bra.)
Desta forma, as funcoes de onda tém uma interpretacao geométrica natural. Em particular,
as componentes V(z) sao as projecoes do ket |¥) na base de autoestados (autokets) |z) do
operador X, dados por funcoes delta. De fato

- / U(a') (2 — 2)dr’ = (z|)

se tomarmos (z|xg) = d(z—1zy). Analogamente, a autofuncao do operador P correspondente
a autovalor p, i.e. a expressao do ket |p) na representacao das coordenadas, serd dada pela
onda plana de momento p, que normalizamos e.g. como |p) = exp(ipx/h)/v/2wh. Temos
assim

0lY) = = [P V@) = ).

Em geral, a funcao de onda W(x) pode ser expandida na base de um operador A como
U(z) = X, chun(x), sendo ¢, = [u,(z)" VU(zr)dr. (Segue diretamente supondo que as
autofungoes u,(z) formam uma base ortonormal.) Em notagao bra-ket temos

= > cnlun), Cn = (uy|¥).

Note que fica clara acima a completeza da base de A: >, |u,)(u,| = 1, sendo |uy)(u,| o
projetor no ket |u,). Em particular podemos escrever a decomposi¢do espectral de A como

= Zan |tn) (tn| -

Exercicios

1. Demonstre que um operador hermitiano s6 tem autovalores reais, e que seus autova-
lores diversos correspondem a autoestados ortogonais.

2. Verifique que as bases dos operadores X e P sao completas, i.e. que

[1a)aldz = [Ip)ipldp =



(dica: verifique a agao dos operadores acima sobre um ket genérico |¥)) e que seus
autokets sdo ortonormalizados no sentido de Dirac, i.e. que (z|z') = d(x — 2’) e
(plp’) = 0(p —p'). Esses autokets sdo normalizaveis?

. Qual a expressao do operador X na base dos momentos? e quais as expressoes de P
e de suas autofuncoes nessa base?

. Obtenha a relacao de comutagao entre os operadores X e P a partir de suas definigoes
e de sua acgao sobre o estado ¥. Demonstre agora o “principio da incerteza”, i.e.
mostre que o produto das flutuagoes desses operadores calculadas no ket ) (que
representa o estado fisico do sistema) satisfaz AXAP > h/2. Dica: Defina o ket
|¢) = (X 4+ iAP)|¢) (A real) e imponha norma nao-negativa para ele.

. Calcule as relagoes de comutagao entre as componentes do operador momento angular
orbital L = R x P, sendo R e P as versoes tridimensionais de X e P acima. Calcule
agora as relagoes de comutagiao das componentes de L com o operador L? = L2 +
L2 + L2, associado ao médulo do momento angular.

. Em mecanica quantica, o operador momento angular generalizado J, definido pelas
relagoes de comutacao vistas acima para L, possui as seguintes propriedades:

e O operador J? possui autovalores h%j(j + 1) dados por j = 0,1/2,1,3/2,2,....

e O operador J, possui autovalores im, com m dado (para cada j) por m =
_.77_]+17aj_17j

Discuta as propriedades dos operadores levantamento e abaixamento .Ji, definidos
por
Jr = £y,

Dica: note que os operadores J? e J, podem ser diagonalizados na mesma base (por
qué?) e indique os estados dessa base como |jm). Considere agora as relagoes de
comutacao de Jy e J_ com J, e determine assim a acao de tais operadores sobre os
autokets |7 m).

. Demonstre que as ag¢oes dos operadores Jy nos autokets |jm) acima podem ser es-
critas como

Jeljm) = h/5(+1) —m(m £ 1) [jm £ 1)

Dica: considere as expressoes para os produtos de J, e J_ e veja como elas se redu-
zem a combinacoes dos operadores J? e J., que siao diagonais na base |jm).



Spin

As matrizes de Pauli

01 0 — 1 0
Or = s Oy = . ) 0, =
10 1 0 0 -1

sao utilizadas na descrigdo do spin (= 1/2) do elétron. Na base escolhida, apenas a matriz
o, ¢ diagonal, e seus autovalores/autovetores correspondem a proje¢ao do spin no eixo z
respectivamente para cima e para baixo.

a) As matrizes de Pauli sdo hermitianas? é possivel encontrar uma base comum a todas
elas (i.e. uma base que diagonalize todas ao mesmo tempo)? e uma base comum a
duas delas?

b) Qual o efeito de o, sobre os autoestados de 0,7

c) Diagonalize o, (i.e. encontre seus autovalores e autovetores). Os autovalores estao
de acordo com o esperado? (compare com os autovalores de o)

d) Calcule os valores esperados do operador o, nos autoestados de o, obtidos acima.
Qual a interpretacao fisica de seu resultado?

Simetrias

Faca os problemas 9-36 do quarto capitulo do livro do Griffiths.



