SFI5704 — Mecanica Estatistica A
Projeto Computacional 2: Modelo de Ising

Instrucoes

Elabore o presente projeto na forma de um artigo (com 8 péginas no méximo), uti-
lizando preferencialmente o programa latex. Os cddigos podem ser escritos na lin-
guagem computacional de sua preferéncia. Seu artigo deve conter graficos e tabelas,

resumo, introducao e conclusao, como descrito abaixo. Data de entrega: 02/12/2011.

O Método de Monte Carlo

Em mecanica estatistica, a probabilidade de uma configuracao ¢ para um sistema
fisico em equilibrio a temperatura 7' é dada (no ensemble canonico) em termos da

hamiltoniana do sistema H(v) pela distribuicao de Boltzmann
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Médias termodinamicas, e.g. £ = < H(1)) >, sdo dadas por
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Note que esta é uma integral em muitas dimensoes, extremamente dificil de calcular!

Um dos métodos para célculo numérico de integrais consiste (como vimos no pri-
meiro projeto) em estimar a integral por uma soma de varidveis aleatdrias indepen-
dentes (igualmente distribuidas) com distribui¢ao uniforme no intervalo de integragao.
Por exemplo, para a integral de uma fungao f(x) em [0,1] temos

Iz<f>:/01f(x)dx - T= = (3)

com z; distribuida uniformemente em [0,1]. Na verdade, para N finito, a estimativa I
também ¢é uma variavel aleatoria, que converge para o seu valor médio I com um erro
(i.e. largura da distribuigao) proporcional a 1/v/ N, pelo teorema central do limite.

De fato, pode-se demonstrar que
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Resumindo, para um nimero grande de “sorteios” N, a soma I calculada tende para
a integral desejada, a medida que a largura da distribuicao o7 tende a zero. Essa é a
essencia do método de Monte Carlo. Mas, serd que o método é eficiente na pratica?

O comportamento do erro com 1/ V/N significa que para obter um resultado com
precisao 10 vezes maior (ou seja, para ganhar um digito de precisao) é preciso realizar
um célculo com custo computacional 100 vezes maior. Podemos argumentar que os
métodos de integracao deterministicos para calculo de integrais tém erros tipicamente
muito menores em fungao do niimero de operacgoes N, como O(N~2) para a regra do
trapezoéide e O(N~?) para a regra de Simpson. Isto quer dizer apenas que o método
de Monte Carlo nao é vantajoso no calculo de integrais unidimensionais. A situagao
é claramente diversa, porém, para integrais em muitas dimensoes como na Eq. (2)
acima.

’

De fato, para uma integral em d dimensoes, o erro no caso da regra trapezoidal é

4/d

de N=%/¢_ para a regra de Simpson é de N~%¢, enquanto que o erro de Monte Carlo é

1/2 O método torna-se atraente, portanto, a partir de d = 8.

sempre proporcional a N~
Qual a dimensao tipica do espago de integragao para sistemas de mecanica estatistica?
tomando o caso muito simples de um modelo de Ising em 3 dimensoes espaciais com
10 sitios por direcao, temos a soma de 103 varidveis, que neste caso tomam apenas
2 valores. (Isto equivale a uma discretizagdo grosseira da “integral” unidimensional,
para comparacao com os métodos deterministicos.) Pode ser frustrante calcular o
tempo necessario para integracao deterministica desta soma: em um computador
com capacidade de 1 Teraflops (i.e., 10*? operacoes de ponto flutuante por segundo,

centenas de vezes mais rdpido do que um PC) a conta, que envolve 2109

0288 0270

operagcoes,

levaria um tempo t ~ 10*°°s, correspondente a aproximandamente 1 vezes a idade
do universo! Vemos portanto que o calculo por método de Monte Carlo nao é a melhor
escolha, é a wnica escolha...

Mesmo assim, calcular

| /lf(x)w(a:) d — i f(wi) w(z;) (5)
0 N
[onde [, w(z)dz = 1] com z; uniformemente distribuida em [0,1] [ou seja, considerar
a média de f(z)w(x) na distribuigdo uniforme| é muito ineficiente se w(z) estiver
concentrada em uma pequena regiao do espago de integracao. Nesse caso, é essencial
poder calcular Y, f(x;)/N com x; distribuida de acordo com w(z;), o que é conhecido
como amostragem por importancia.

H& diversos métodos para a amostragem de variaveis aleatorias com distribuicao
nao-uniforme a partir da distribui¢do uniforme em [0,1], que é fornecida por gerado-
res de nimeros aleatorios para calculo computacional. Infelizmente, porém, nao ha
esperanca de calcular a integral da Eq. (2) por amostragem direta de (grupos de)

variaveis independentes para a distribuicao de Boltzmann, ja que isto envolveria a



amostragem de uma distribuicao conjunta de um nimero grande demais de graus de
liberdade. Para o calculo da integral

<A>= /A(x)w(x) dr,  w(x) = — (6)

devemos, portanto, encontrar uma maneira de amostrar as variaveis = segundo w(z)
que seja viavel no caso da distribuicao de Boltzmann. A solucao para este problema,
como descrevemos a seguir, é o chamado método de Monte Carlo dinamico, baseado
na evolucao temporal de cadeias de Markov.

Ja que nao é possivel amostrar a distribuicao de Boltzmann diretamente, “inventa-
se” um processo estocastico com uma evolucao temporal tal que as configuracoes de
variaveis aleatérias geradas para simulagdo do processo obedegam a distribuigao w(x)
apds um tempo longo. Isto pode ser feito tomando-se uma cadeia de Markov, i.e. um
processo estocastico Xy, Xi, ..., X; com histéria determinada pela distribuicao de
probabilidade inicial P(Xy) e por probabilidades de transicao P(X;i1|zg...x;) =
P(Xi1|xt) , de forma que s6 é preciso conhecer as probabilidades de ir de um estado
(e.g. x) para outro (e.g. y) em um passo temporal, o que é dado pelos elementos p,,
da matriz de transicao p. [Note que devemos ter -, p,, = 1 para todo x e que (p")qy
dé a probabilidade de ir de x para y em n passos temporais.]| Em outras palavras,
para cada tempo t s6 importa o estado atual do sistema, nao a sua histéria para
chegar até ele. Nessas condigoes, pode-se demonstrar que: se existe uma distribuicao
w(x) tal que >, w(x)py, = w(y) para todo y, entdo o processo converge para a
distribuicdo estaciondria w(z), independentemente de P(Xj). Em relagdo ao estudo
usual de processos estocasticos markovianos temos, portanto, um problema inverso:
dada uma distribuigao de probabilidades w(x), encontrar p,, que tenha w(x) como
sua distribuicao estacionaria.

Lembremos [1] as condigdes sobre a dinamica p,, para que a cadeia de Markov

convirja para a distribui¢ao w(x) a tempos longos:

(A) irreducibilidade (ergodicidade): para quaisquer z, y ha n tal que (p"),, #
0.

(B) que w(x) seja estaciondria, i.e. que p,, satisfaca >, w(z) pyy = w(y).
Note que ao invés da condi¢ao (B) acima podemos impor a condi¢ao suficiente
(B’) balanco detalhado: w(x) pyy = w(y) pya-
Exercicio: mostre que (B’) = (B).

Em geral, a evolugao temporal das configuragoes do sistema (as varidveis x ou 1)

nas equacgoes acima) é feita utilizando-se um método local, que consiste em manter



as variaveis fixas em todos os pontos do sistema exceto em um dado ponto escolhido,
que é atualizado com a distribuigao de probabilidade (condicional) resultante. Uma
iteracao do método, i.e. um passo da cadeia de Markov, é obtida percorrendo-se todos
os pontos do sistema desta forma. Esta é claramente uma maneira valida de amostrar
a distribuicao conjunta das variaveis em todos os pontos. Ha duas formas principais

de atualizacao da distribuicao condicional para o ponto escolhido:

e método de banho térmico: amostragem exata da distribuicao de probabili-
dade local, na qual os pontos vizinhos fazem o papel de um “campo” externo

(banho térmico);

e método de Metropolis, detalhado abaixo.

Embora a amostragem local exata pelo método de banho térmico possa apresentar
dificuldades dependendo da complexidade da distribuicao a ser amostrada, o método
de Metropolis pode ser aplicado sempre, de maneira muito simples. Desta forma,
apesar de ser menos eficiente do que uma amostragem local exata, este é o principal
algoritmo usado em simulagoes de Monte Carlo, ha mais de 50 anos! [2]. A amostra-
gem pelo método de Metropolis baseia-se em propor a mudanca da variavel atual z

para uma nova variavel y, que é aceita ou nao de acordo com a seguinte regra:

e aceita se w(y)/w(zx) > 1;

e do contrario, aceita com probabilidade w(y)/w(z).

A probabilidade de aceitacao resultante é A,, = min{l, w(y)/w(xz}. A matriz de

transigao ¢ entao tomada como: pgy, = T, Ay, onde T, = T, é a probabilidade de

Y
propor y como o novo valor da variavel a ser atualizada.

Exercicio: mostre que a escolha acima satisfaz o balanco detalhado.

Para a distribuicao de Boltzmann, temos

o—BE(x)
wiz) = (7

o que implica

Zéi; — ¢ PAFL AE = E(y) - E(x). (8)

Portanto, o valor proposto y é aceito se AE < 0; do contrério, ele sera aceito com
probabilidade e #*F. Nota: se o passo proposto for rejeitado, mantém-se o valor
antigo e passa-se a um novo ponto do sistema. Quando possivel, é conveniente escolher
T,, tal que a taxa de aceitacdo das mudancas propostas seja de 50%.

De acordo com o procedimento descrito até aqui, nosso objetivo serd seguir a
dindmica X (t) = z; e calcular as médias

_ ZzA(fUz) — ZiAi

A
N N

- <A>= /A(x)w(x)da:, (9)
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que serao valores esperados da distribuicao desejada, i.e. a distribuig¢ao de Boltzmann.
Note que o transiente inicial deve ser descartado. As médias (e respectivos erros)
resultantes sao os resultados da simulagao de Monte Carlo.

Ainda ha, porém, um problema: as amostras obtidas nao serao independentes.
Isto significa que nao podemos garantir que A vai convergir para < A > com largura
~ 1/+/N, como tinhamos demonstrado na Eq. (4). O procedimento acima esta sujeito
a erros sistematicos. Devemos portanto levar em conta a correlacao entre diferentes

amostras (diferentes passos da cadeia de Markov), dada por

<A A > — < Ay >2

Clk) = <A > — < A >?

, (10)

de forma que as amostras serao independentes apds passado um tempo k tal que
C(k) ~ 0. Pode-se concluir que a simulacdo deve ser feita tomando-se a média
apenas sobre valores A; efetivamente independentes (ou seja, mantendo apenas uma
em cada k medidas).

Alternativamente, podemos considerar todas as medidas A; e calcular o efeito
disso para a variancia de A. Temos

2 o4 = o4
o5 = — |1+ 2 Ck)| = =(21), 11
2= e ow| - Ghen 11
com a correlagao temporal C(k) dada acima. Neste caso, consideramos N amostras,
mas é como se contdssemos apenas N/(27) delas. (Correspondendo ao nimero de
amostras efetivamente independentes.) Pode-se demonstrar que 7 é o tempo efetivo de
auto-correlacdo para o observavel A. De fato, supondo um decaimento C'(k) = e /7

para 7 grande (mas 7 << V) obtemos

N-1 oo
1+2Y Ckk) = 2) e -1
k=1 k=0
~ 27'/ e tdu — 1 =~ 27, (12)
0
o que justifica a definicio 7 = 1/2 + >375,' C(k) para o tempo de auto-correlagao

7. (Vemos que o tempo k para obter C(k) ~ 0 deve ser da ordem de 7.)

De qualquer forma, o “preco” a pagar por considerar amostras dependentes en-
tre si é o fator 27 a mais no nimero de amostras necessario para obter uma certa
precisdo nos resultados. (Ou seja, o custo computacional é proporcional a 7.) Isto
representa um problema para a simulacao da regiao critica do sistema pois, da mesma
forma que ha divergéncia da correlacao espacial (o comprimento de correlagao £ tende
a infinito quando a temperatura T tende a seu valor critico T.), ha divergéncia da

correlagao temporal 7 quando 7" — T,. Este fendmeno é conhecido como critical



slowing-down. Na pratica, como os sistemas simulados sao finitos, nao ha uma verda-
deira divergéncia, mas um comportamento crescente com o tamanho linear do sistema
(e.g. lado da rede) L, da forma 7 ~ L? com z ~ 2 para os métodos de Monte Carlo
usuais. (Note que o valor 2 para o expoente z pode ser entendido em termos de um

fenomeno de difusao.)

Em resumo, vimos que no calculo de médias termodinamicas pelo método de

Monte Carlo a integral pode ser estimada por uma soma de varidaveis aleatérias

N
[r@ s dp = e = LY )

onde z; tem distribuicao estatistica p. A amostragem direta (método de Monte Carlo
estatico) corresponderia a um erro ~ 1/4/N, mas nio é viavel. A alternativa é a
simulacao de uma cadeia de Markov com distribuicao de equilibrio p (erro ~ /7/N),
onde o tempo de auto-correlacao 7 estd relacionado ao fenomeno de critical slowing-
down.

Note que a simulacdo do modelo estudado, seguindo a sequéncia de configuragoes
dada pelo algoritmo, pode parecer semelhante a um experimento “tedrico” — como
a evolucao de um processo estocastico, feita no primeiro projeto — sendo frequen-
temente usado o termo “medir” um observdvel ao invés de “calcular”. E necessério
lembrar, porém, que o modelo original (i.e. a hamiltoniana que define o peso de Boltz-
mann) representa um sistema em equilibrio, sem dependéncia temporal, e a dinamica
considerada aqui foi introduzida artificialmente, por conveniéncia, para o cédlculo de
médias na distribuigdo desejada. (Essa dinamica nao corresponderd necessariamente
a dinamica fisica do sistema fora do equilibrio.)

A correlagao entre amostras (introduzida pela dindmica markoviana) deve ser
levada em conta no calculo do erro associado aos resultados. Isto pode ser feito de

duas maneiras:

e podem-se “descorrelacionar” as amostras, tomando-se um espacamento entre
elas de forma que as mesmas sejam independentes, através de uma analise prévia
da correlagao temporal C'(k). O erro sera entao calculado como anteriormente,
pelo desvio padrao para as amostras escolhidas. (Sao também usados métodos
mais sofisticados, como jack-knife e bootstrap para observaveis mais complicados

do que as médias discutidas aqui.)

e ou, consideram-se todas as amostras, mas levando em conta as correlagdes. Isto
é feito com métodos especificos, como binning [3] e self-consistent windowing [1].
Note que o calculo direto de 7 a partir da soma de correlagbes como definido

acima nao sera confiavel, devido a flutuacoes estatisticas para os valores grandes

de k.



Aplicacao ao Modelo de Ising

Considere o modelo de Ising [4], em que spins S; em uma rede tomam valores +1
e interagem entre si e com o campo magnético externo de acordo com a hamiltoni-
ana dada abaixo, onde a soma em 7, j é tomada sobre pares de primeiros vizinhos,

contando cada par uma vez sé.

S S S S

<1,5> )
-J +J

Vemos que para o modelo ferromagnético, i.e. para J > 0, os spins preferem
estar alinhados com seus vizinhos. Observaveis de interesse para o modelo podem ser

calculados a partir da configuracao de spins, como abaixo.

.. . ;4 % f* ;4 %
e Energia: £ =< H(S) > N .
* * P % %

e Calor Especifico: Cy = 0F /0T PO
{J “* K @ ’;
e Magnetizacao: M =<3 ;S; > 4 [
e P e

e Suscetibilidade: x = M /0H t,‘ b o &
* {‘ “ *J

Projeto: escreva programas simples para simular o modelo de Ising bidimensional
usando os métodos de Metropolis e banho térmico. Calcule a magnetizacao do sis-
tema, e seu erro estatistico. (Escolha uma condigao inicial para a rede de spins, por
exemplo todos os spins “congelados” em um dado valor, ou spins escolhidos aleato-
riamente.) Compare a eficiéncia dos métodos, fazendo graficos da dependéncia da
magnetizagdo com o campo magnético e a temperatura. Compare o resultado da
magnetizagao a campo zero com a solugao exata do modelo. Voce consegue extrair o
expoente critico # a partir dos seus dados?

Discuta os seguintes fatores que podem influenciar sua simulacao:

célculo dos erros (dependéncia com a temperatura, tamanho da rede, algoritmo

utilizado)

dependéncia em relacao a condicgao inicial

dependéncia com o volume

serd que a definigdo utilizada para calcular a magnetizacao é confidvel? (note



que a distribuicao das magnetizacoes medidas na simulacao pode ser obtida de

um histograma)

Apéndice

Metropolis method for the Ising model: sweep over the lattice, at each site propose
to flip the spin, i.e. S; — —95;. Acceptance probability

= = €

2B8JS; h;

an iteration consists of a complete “sweep” over the lattice. At the end of the iteration
compute A(S) for the generated configuration, and restart the process of generating

configurations

Heat-bath method for the Ising model: exact sampling of the conditional pro-
bability at site i. Sweep over the lattice, at each site pick a new value for S; in-
dependently of the old one, keeping all other spins fixed. Unnormalized probability
P(S;) = ™% 2inniSi % const.

Thus
o P(S;=+1) = ePlhi/(efIhi  e=FIhi) = p
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