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Os Ensembles
Caps. 4, 5, 7 do Salinas

ensemble = conjunto, colecao de sistemas em condicoes idénticas ao

sistema que queremos estudar

FFI319 - Fisica Estatistica 20—27 de Setembro — p. 1



‘||”= | Microcanonico

Micro-estados de um sistema fechado (com energia E) sao
igualmente provaveis. Note: inclui estados com todas as distribuicoes
de energia entre as componentes do sistema.

Em geral, o numero total de estados com energia E € dado por
Q(E) ~ B

onde a ~ 1 e f € o numero de graus de liberdade do sistema (e.g.
para um gas de N particulas livres em 3 dimensodes f = 3N, a = 1/2).

cada grau de liberdade tera tipicamente energia e ~ E/f e existem ¢* estados
(quanticos) com energia entre 0 e €. Portanto, no total temos ¢(E) ~ (E/f)*/ estados
entre 0 e E. Obtemos entao
Op(E)

Q(E) ~ ¢(E+6E) — ¢(E) = — 5 OF ~ E>S
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“l» “Definicao” de Entropia e Temperatura

Probabilidade de uma particao do sistema (isolado) ter energia F;
P(Ey) ~ Q1(Fy) Qo(E — Ey)

é altamente concentrada = gaussiana de largura ~ 1/+/ N ao redor do
valor E; de maximo, dado por

810gP(E1) . 810ng(E1) B 8logQQ(E2)

— = 0
8E1 0E1 6'FJ‘Q

Definimos portanto a entropia como
S(F) = klogQ(FE)

e consequentemente a temperatura sera dada por 1/7T = 0S(F)/0F.
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‘||”= I Conexio com a Termodinimica

B O equilibrio corresponde ao maximo da probabilidade, portanto
ao maximo da entropia.

B A entropia € maxima em fungao dos parametros macroscopicos
do sistema.

B A entropia € extensiva (a menos de termos tipo ~ log V).
dado que Q(E) = >3 _, Qi (E1) Q2(E2), podemos escrever
Q1 (EF) Q2(E3) < Q(E) < E*Q1(E¥) Q2(FE3) € portanto temos
S(E) = S1(£7) + S2(E3) + O(logN) .

B O estado de equilibrio € dado por T; = T, com a temperatura
definida por 1/T = 90S/0FE. Da mesma forma, partindo de uma
parede diatérmica e movel obtemos

Olog P(E1) _ OlogQi(E1,Vi)  OlogQa(E2, V) 0
oV B A% oV B

e definimos a pressao por P =T95/0V.
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«lln “ll» O Papel Crucial da Entropia...

Humpty dumpty sat on a wall
Humpty dumpty had a great fall

All the King’s horses

And all the King’s men

Couldn’t put Humpty together again
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‘U”t““’ Conclusoes

Partindo do ensemble microcanénico (postulado de propriedades
iguais a priori) e da definicao para .S, vimos que no limite
termodinamico as flutuagdes sao pequenas e podemos identificar os
valores medios com as grandezas macroscopicas da termodinamica.
Receita para reobter a termodinamica a partir das interagoes
moleculares:

B considerar um sistema isolado de hamiltoniana H conhecida e
energia £

B calcular a densidade de estados de energia 2(FE) a partir de 'H

B determinar a entropia (a menos de uma constante aditiva) por
S(E,V)=FklogQ(E,V)

B encontrar as outras fungoes termodinamicas: 1/7 = 0S/0FE,
P =T08/0V, etc.

No limite termodinamico os varios ensembles serao equivalentes.
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‘U”t““’ Outros Ensembles

Como no caso das representacOes alternativas na termodinamica
(e.g. representacao da energia livre de Helmholtz), pode ser
conveniente na mecanica estatistica descrever o sistema em termos
de outros parametros. Exemplos: sistemas fechados mas nao
Isolados (E varia) e sistemas que nao sejam fechados nem isolados
(E e N variam). Nestes casos também queremos que a distribuicao
de probabilidade obtida forneca o estado de equilibrio para um
maximo da entropia. Como vamos exprimir a entropia nesse caso?

. entropia de Gibbs

S = —k sz‘ log(C™ pi) ,

em funcao da distribuicao de probabilidades p;. No microcandnico
temos p; dada por 1/Q(FE) para estados de energia E e zero para 0s
demais, levando assim a expressao de Boltzmann.
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“" Ensemble Canonico

Vamos considerar um sistema em contato com um reservatorio
térmico, de tamanho muito maior que o sistema. O sistema tera
temperatura fixa e energia variavel. Podemos aplicar a expressao
microcanodnica ao sistema isolado formado por sistema + reservatorio.
A probabilidade de um micro-estado j do sistema (com energia E;) €
dadapor P; = cQr(E — E;).

Podemos expandir em E; (pois E; << E) e obter

810gQR(E) E. + 82 logQR(E)

log P; = 1 log Qr(E) — E? + ...
0g ogc + log Qr(E) EYo J OE> ;T
Notando agora que
810g QR(E) o 1 e 82 log QR(E) —0
OF kT OE? B

temos log P; = const — E,;/kT.
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<l|”= ) Distribuicio Canonica

Probabilidade do micro-estado j

e PEj
7y = —BE
D€

onde 5 =1/kT.

Note:

B a probabilidade do macro-estado de energia E; &€ Q(E;)P;,
fortemente concentrada ao redor de seu valor maximo.

W a distribuicdo candnica pode ser obtida supondo Qx(E) ~ EYS
em Pj — CQR(E — EJ)

B ou, equivalentemente, maximizando-se a entropia de Gibbs
(Shannon) —k >, P; log P; em relagao a P;, com os vinculos

 Pp=1 e Y E;p=U.
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Considere a funcao de particao canbénica

7 = Ze_ﬁEj = ZQ(E)e_BE.

“" Conexao com a Termodinamica

J

A soma pode ser substituida por seu termo maximo, fornecendo
— ZE:eXp log UE) — BE] ~ exp [—5 min (E - TS(E))} .

Portanto a conexao com a termodinamica € dada por Z = exp(—(F),
onde F(T,V,N) é a energia livre de Helmholz.
A media da energia é dada por

e ZiBie " dlgZ
Zj e BE; [9J6]

onde usamos —9/03 = kT?0/0T e U =F +T'S.

9
= T (kTlogZ) — kTlogZ = U,
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<l||1= “l» Flutuacoes da Energia

O desvio quadratico médio da energia no ensemble canbnico é

9, oU

F— <E>Y>=<FE?’> - <E>*>= -~ <E>= kT?—— .

<( <E>)*>=<FE"> - <E> 8ﬁ<> 5T
Portanto temos

AE? = NkT?cy >0
e o desvio relativo € dado por

AFE 1

N ———

<E> /N

Vemos que no limite termodinamico (N — oo) as flutuagdes em torno
da média (dada pela energia interna termodinamica) sao geralmente
despreziveis.
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Ensemble Gran-Canonico

Como antes, se considerarmos um sistema em contato com um
reservatorio térmico e de trabalho (pressao constante), a descricao
sera feita pela energia livre de Gibbs = ensemble das pressoes.
Considerando um sistema em contato com um reservatorio térmico e
de particulas (x constante) a descricao é dada pelo grande potencial
termodinamico ®(7,V, i), definindo o ensemble gran-candnico.

A probabilidade de um micro-estado j do sistema € dada por
P; = cQgr(E — E;, N — N;). Expandindo obtemos

8logQRE Olog Qg

log P; = const — 3 i T TN

N; +

Notando agora que dlogQr/0E =1/kT e 0logQr/ON = —u/kT

temos

1
log P; = const — k_T + kiTNj'
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A funcao de particao gran-canbnica é dada por

_ Ze—ﬁEjJrBuNj _ Zeﬁul\’ Z e~ BE;(N) _ ZQBMNZ'
N N

J j;N fizo

“" Conexao com a Termodinamica

[1]

A soma pode ser substituida por seu termo maximo, fornecendo

= = Zexp BuN + log Z] ~ exp [—ﬁ m]\irn (—kTlog Z — ,LLN)} :
N

Portanto a conexao com a termodinamica € dada por = = exp(—3®),
onde ®(7,V,N)=F — uN € o grande potencial termodinamico.

Note que podemos também escrever
2(z,8) = > _ 2N Z(B,N).
N=0

onde definimos a fugacidade, dada por z = ef*.
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“" Médias e Flutuacoe

=

Média da energia

B> — ZjEjZNj e P _ OlogE _ 9(8P)

= ER EX. i

z

O desvio quadratico é analogo ao caso canbnico

0 oU
AE? = <(E- <E>)’>=<E’>-<E>’= —— <E>= kT?—.
op oT

Para N temos

AT 0 ( 810gE> 1 <8N> kT Nk
= Z Z = = _ = —
ow /) v

com rkr = —(1/V)oV/0p e v=V/N. Temos entdo AN/N ~ 1//N.
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