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1. Introducao

Ao aproximar-se dois atomos surgem forgas de
interagao entre eles. Porém a forca exercida entre dois
atomos neutros muda com a ordem de magnitude da
distancia de separacao R entre eles.

Considerando, por exemplo dois atomos de hidrogénio,
quando a separagdo R entre eles, for da ordem de
dimensoes atomicas (ou seja for da ordem do raio de Bohr
- ag ~0,52 Angstrom) as funcoes de onda eletronicas se
sobrepbem, e os dois 4tomos se atraem, formando uma
molécula de Hs. A energia potencial do sistema tem
um minimo para um certo valor R, da distancia R entre
os dtomos. A origem fisica dessa atragdo (e portanto,
da ligagdo quimica) reside no fato de que os elétrons
podem oscilar entre dois atomos. As funcgoes de onda
estaciondrias ja nao sdo localizadas somente no nticleo e
isso reduz a energia do estado fundamental.

A grandes distancias o fenémeno muda completamente.
Os elétrons ja nao podem se mover de um atomo para
o outro, uma vez que a amplitude de probabilidade de
tal processo diminui com a redugao da sobreposi¢ao das
funcoes de onda. Tal processo diminui exponencialmente
com a distdncia. Entdo, o feito preponderante é a
interacao eletrostatica entre os momentos de dipolo dos
dois atomos neutros. Isso dd origem a uma energia total
que é atrativa e que decresce, nao exponencialmente,
mas da ordem de %. Essa ¢é a origem da For¢a de Van
der Waals.

A natureza das forcas de Van der Waals é a
mesma das forcas responséaveis pelas ligacoes quimicas:
a Hamiltoniana é eletrostitica em ambos os casos.
Somente a variacdo da energia dos estados quanticos
estaciondrios do sistema de dois 4&tomos com respeito a
R permite definir e diferenciar esses dois tipos de forcas.

As forcas de Van der Waals desempenham um
importante papel na fisico-quimica, especialmente
quando os dois atomos considerados nao possuem
elétrons na camada de valéncia ( forca entre gases
raros, moléculas estéveis, etc.) Essas sdo parcialmente
responsaveis pela diferenca existente entre um gas real e
uma gas ideal. Finalmente, pode se dizer que as forcas
de Van der Walls séo forcas de longo alcance e sdo as
responsaveis pela estabilidades de coloides.

2. A Hamiltoniana de interacao
eletrostatica de dois atomos de
hidrogénio

Seréd determinado primeiramente a expressao para
a Hamiltoniana de interagao dipolo-dipolo entre dois

atomos de hidrogénio neutros.

2.1 Notacao

Os dois protons dos dois atomos de hidrogénio serao
considerados iméveis devido ao fato, da massa dos mesmo
ser aproximadamente 1836 maior que a massa do elétron.
Na figure [ ], os prétons estdo situados entre os pontos
Ae B.

Figure 1: A posicdo relativa dos dois &tomos de
hidrogénio. R ¢é a distancia entre os dois
prétons que estao situados entre os pontos
A e B e n é um vetor unitario na linha que
0s une. ra e rg sao os vetores de posicao dos
dois elétrons com respeito as pontos A e B

respectivamente.
R =0B - 0A (1)
R =R| (2)
R
n=_— (3)
R

R ¢é a distancia entre os dois 4&tomos, e n é um vetor
unitario na linha que une os dois 4tomos. Sendo ra
o vetor posicao do elétron correspondente ao dtomo A
com respeito ao ponto A e rg o vetor posi¢io do elétron
correspondente ao dtomo B com respeito a B. Sendo:

Da =gqra (4)

D =grs (5)



o momento de dipolo elétrico dos dois 4tomos (q é a
carga do elétron)
Sera considerado que:

R>>|ral |rs| (6)

Embora eles sejam idénticos, os elétrons dos dois
atomos estao bem separados e suas funcoes de onda
nao se sobrepdem. Por essa razao nao serd necessario
usar o postulado de simetrizacao.

2.2 Calculo da energia eletrostatica de
interacao.

O 4tomo A cria no 4&tomo B um potencial eletrostatico
U com que as cargas de B interagem. Isto da origem a
uma energia de interagao w.

U pode ser calculado em termos de R, n e dos
momentos de multipolo do dtomo A. Desde que A
é neutro, a contribui¢do mais importante para U é o
momento de dipolo magnético D4 . Similarmente, desde
que B é neutro o termo mais importante em w é a
interagdo entre os momentos de dipolo Dg de B e o
campo elétrico E = —VU que é essencialmente criado
por D4 . Porém existem termos de contribui¢do menores
(dipolo-quadrupolo, quadrupolo-quadrupolo, etc.) e w
pode ser escrito como:

W = Waq + Wdq + Wed + Waq + - (7)

Para calcular wgyg, inicia-se com a expressao para o
potencial eletrostatico criado por D4 em B:

1 DaR
UR) = dmeg R3 (8)
Assim temos que:
E=-V U——Li[r —3(ran)n] (9)
o RY ™ "o RENA A

E consequentemente:

2
Wdd = —E.DB = ? [I‘A.I‘B - 3(rA.n) (rB.n)] (10)

2_ ¢ =
Sendo e* = 71— e.usando as expressoes (4) e (5) para
DA e Dy . E considerando o eixo O, paralelo a n a

equagdo ([10) pode ser escrita como:

e2

Wyd = I (xaTB +YayB — 224%2B) (11)

Em mecéanica quantica Wy4 torna-se o operador Wyq
que pode ser obtido substituindo na equagdo (11)) x4,

YA,...2p pelos correspondentes observaveis X 4, Ya,...
Zp, que agem no estado de subespaco €4 e e€p dos dois
atomos de hidrogénio.

2

€
Waa = —3

o8 (XAXB +Y4Yp —QZAZB) (12)

3. Forca de Van der Waals entre
dois atomos de hidrogénio no estado
fundamental 1 s.

3.1 Existéncia de um potencial atrativo- A-
R
3.1.1 Principio do calculo

A Hamiltoniana do sistema é:

H = Hoa + Hop + Wyqg (13)

onde Hpa e Hyp sado as energias dos dtomos A e B
quando eles estao isolados.

Na auséncia de Wy, os auto estados de H sdo dados
pela equagao:

A A
(HOA + HOB) |<pn,l,'m; ¢E’,l’,m/> = (E" + En') |90n,l,'m; 905’,l’,7n’>

(14)

Em particular, o estado fundamental de Hyoa + Hop
¢ |etto.0:9F00) de energia —2E;, que é nio-degenerado
(nao serd considerados os spins).

O problema consiste em avaliar a mudanca no estado
fundamental devido a Wy; e, em particular nota-se
uma dependéncia com R. A mudanga representa a
interagao da energia potencial de dois 4&tomos no estado
fundamental.

Desde que Wyy é muito menor que Hoy e Hop pode-
se calcular esse efeito através de teoria de perturbacao
estaciondria.

3.1.2 Efeito de primeira ordem da interacao
dipolo-dipolo.

A correcao de primeira ordem:

€1 = <<P114,o,o; @E0,0‘ Waa |<Pi4,o,o§ <P{3.o.o> (15)

é zero. €1 envolve de acordo com a
equagdo (12) para Wyy, produtos da forma
<<pﬂ070| Xa gafo,0> <go{37070| Xp ‘@{3’070> (e representagoes
analogas as de X4 podem ser reescritas substituindo
XaporYa, Zae Xp por Yp e Zp), que sdo zero, desde
que, no estado estacionario do atomo, os valores médios
das componentes do operador posi¢ao sejam nulas.

Os outros termos, Wyq,Wyq,Wyq,.. da expansao (7)
envolvem o produto de dois momentos de multipolo, um
relativo ao 4tomo A e outro relativo ao 4tomo B onde



pelo menos um deles é de ordem maior que 1. Suas
contribuicdes sao igualmente nulas em primeira ordem:
eles sdo expressos em termos dos valores médios no
estado fundamental de operadores de multipolo de ordem
maior ou igual a um. Os valores médios sdo zero para
os estados em 1=0 (regra do tridngulo dos coeficientes
Clebsch-Gordan). Portanto pode-se encontrar os efeitos
de segunda ordem para W,y que constituem a corregao
mais importante para a energia.

3.1.3 Efeito de segunda ordem da interacao
dipolo-dipolo.

As correcoes de segunda ordem podem ser escritas
com:

2
A . A
<<Pn,l,m» ‘Pff,l',m/ Waa |‘P1,o,0a ‘Pﬁo,o>’
—2F, - E,, — E,

@= ) '

nlm
!

n’'l'm’

(16)

onde a notagao Y _ significa que o estado |go‘147070; 90{3,0,0>
é excluido da somatoria.

Desde que, Wy, é proporcional a $7 €5 é proporcional
a %. Além disso, todas as energias do denominador sao
negativas, uma vez que se inicia do estado fundamental.
Logo, a interagao de dipolo-dipolo da origem a uma

energia negativa proporcional a %

C

= (17)

€ =

As forgas de Van der Waals sao portanto atrativas e
variam com %.

Finalmente pode-se calcular a expansao para o estado
fundamental em primeira ordem em Wgyy. Usando a

. o Wlen) |
formula |, () = |¢n) + Zp#n +>, % ’gpp> +
0(\?), temos que:

|‘I’O> = ’@ﬂo,o; 90113,0,0>

+ Z nlm ! ’(p;?,l,m; @E’,l’,m’> (18)
n'l'm

A B A B
<Lpn,1r,m;tpn’,l’,m/ de|§91,g7o§4:917o,0> +
—2FE\—-E,—E,,

3.2 Calculo aproximado da constante C

De acordo com as equacoes e , a constante
C que aparece na equagao é dada por:

_ 4
C=e § nlm
nUm!
A . B
‘<LP'IL,Z,TH7LP7L,,N,TIL,

2
(XaXp+YaYe—22475)|¢i0,0:970.0) |
3B, +E.1E,,

(19)

’ .
Deve-se ter n > 2 en > 2. Para os estados ligados,
|E,| = £f ¢ muito menor que E; e o erro nao é

significativo se substituir na equacéo E, e E;L por
0. Para estados com espectro continuo, F,, varia entre 0
e +00. A matriz dos elementos do numerador torna-se
pequena, no entanto, como o tamanho de FE,, torna-se
apreciavel, desde que a oscilagdo espacial da funcao de
onda seja numerosa na regiao em que i 0,0(r) seja ndo
nula.

A ordem de magnitude de C pode ser estimada
substituindo as energias no denominador da equagao
por 2E;. Usando a relagdo de fechamento e o fato
de que os elementos da diagonal de Wy4 é zero obtém-se:

4
~ _€
CN2E1

2
<¢fo7o§ 90)1%070‘ (XaXp +YaYp —2Z47p) ’50’14,0,0§ 80]13,0,0>
(20)

Essa expressao é simples de ser calculada: usando a
simetria esférica do estado 1s, o valor médio dos termos
cruzados do tipo X 4Y4, XgYg... sdo zero. Além disso,
pela mesma razao, as varias quantidades.

<<Pf‘,o,o’ Xfx ’80114,0,0> . <%014,o,0| Yj |<Pi4,o,0> <<Pj13,0,0| ZJQB |<P{3,0,0>

sdo iguais a um terco do valor médio de R} = X3 +
Y3+7%. Assim temos, usando a expressio para a fungio
de onda ¢1,0,0(r)

2
C~ 5 %6 ‘<%"f0,0‘ s “Pfo,0>‘ =6e’ag  (21)

(onde ag é o raio de Bohr) e consequentemente:

al e rap\5
er —6e’ 2k = —6 (E) (22)

O célculo anterior é valido somente se ag << R (néo
ocorrendo a sobreposi¢ao das fungdes de onda). Entéo ey
é da ordem da interacao eletrostatica entre duas cargas

q e -q, multiplicadas por um fator de reducao (%)5

4. Discussao

4.1 Interpretacao “dinamica” da forca de
Van der Waals

A qualquer instante, o momento de dipolo elétrico de
cada atomo tem valor médio zero no estado fundamental
|g0‘14’070> ou ’gpﬁo,()) Isso nao significa que qualquer
medida individual de um componente de um dipolo
tenha rendimento zero. Se for realizada uma medida,
geralmente encontra-se um valor nao-nulo, porém a
probabilidade de encontrar um valor oposto é a mesma.
O dipolo de um &tomo de hidrogénio no estado
fundamental deve, portanto, ser pensado como estando
constantemente submetidos a flutuacoes aleatérias.

Sera negligenciada a influéncia de um dipolo de um
atomo sobre o outro. Desde que os dois dipolos tenham
flutuacoes aleatorias e independentes, suas interacoes



médias sdo nulas: isso explica o fato que Wy ndo tem
efeitos de primeira ordem.

No entanto, os dois dipolos nao sao realmente
independentes. Considerando o campo eletrostatico
criado pelo dipolo do d4tomo A em B. Esses campos
seguem flutuagdes de A. O dipolo induzido em B é entéo
correlacionado com o de A, entdo o campo eletrostdtico
que “retorna” para A ndo estd fortemente correlacionado
com o momento de dipolo A. Embora, o movimento
de A seja aleatério, ha interacdo dele com o préprio
campo, que é “refletido” para B, que nao tem um valor
médio nulo. Essa é a interpretacao fisica para o efeito
de segunda ordem em Wg,.

O aspecto dindmico é entao, usual para entender a
origem da for¢a de Van der Waals. Isso considerando,
dois d4tomos de hidrogénio no estado fundamental, com
simetria esférica e com uma nuven eletroestatica negativa
“estatica” (com uma carga positiva no centro da mesma)

4.2 Correlacao entre dois momentos de
dipolo

Agora, serd analisado a correlacao entre dois dipolos.

Quando Wy,, leva em conta o estado fundamental
do sistema ela ¢ maior que |p1, o(r); P (), sendo
da forma de |¥) (equagdo (18))). Um simples calculo
mostra que:

(Wo| Xa|Wo) = ... =(¥o| Zp [¥o) =0  (23)

em primeira ordem para Wyy

Assim, mesmo na presenga de uma interagio, o valor
médio dos componentes de cada dipolo sdo zero.

Por outro lado, dois dipolos estao correlacionados,
avaliando o valor médio do produto de duas componentes,
uma relativa ao dipolo do &4tomo A e outra
relativa ao dipolo do atomo B. Se for calculado
(Uo| (XaXp+YaYp —2Z4Zp)|¥p), por exemplo de
acordo com a equagio esse termo néo é maior que
1:—’; (Po| Wy |¥o). Usando, agora a equagdo ([18)), tem-se
imediatamente, levando em conta as equagoes (15)) e

(16):

R?
(ol (XaXp +YaVp = 2247p) [Wo) = 26— #0
(24)

Entao, o valor médio do produto X4 Xp, YaYp e
Z 4 Z B nao sao zero, como os produtos dos valores médios
< Xg>< Xp><Yy><Yg >< Za4><Zp >de
acordo com a equagao . Isso prova a correcao entre
os dois dipolos.

4.3 Modificacdo de longo alcance da Forca
de Van der Waals

Os célculos realizados anteriormente nao sao validos
se os atomos estiverem muito préximos. O campo
produzido pelo dtomo A e “refletido” pelo B retorna
para A com um intervalo de tempo devido & propagacao

A — B — A, argumentando como se as interagoes
fossem instantédneas.

Temos assim que o tempo de propagacdo nao pode
mais ser negligenciado quando esse se torna da ordem
do tempo de evolugdo caracteristica do atomo, isto é,
da ordem de 5—:17 onde w,1 = (En—F1) que denota a
frequéncia angular de Bohr. Em outras palavras, no
calculos realizados anteriormente foi assumido que a
distancia R entre dois atomos é muito menor que o
comprimento de onda ?f—c do espectro desses atomos

nl
(cerca de 1000 A).

Levando em conta efeitos de propagacao nos calculos

temos uma energia de interacao que, a longas distancias,

diminui com %. O termo # aplica-se a uma faixa

intermediéria de distdncia, ndo muito grande (devido ao
tempo de defasagem) e nem muito pequeno (para evitar
a sobreposicao das fungdes de onda).

5. Forca de Van der Waals entre um
atomo de hidrogénio no estado 1s e

um atomo de hidrogénio no estado
2p

5.1 Energias do estado estacionario de um
sistema de dois atomos. Efeito de
ressonancia.

O primeiro nivel excitado da Hamiltoniana nao
perturbada Hoa + Hop € oito vezes degenerada. Os
subespacos associados sao expandidos por oito estados

‘90114,0,0(7”% 9950,0(7’» ; |<p§‘,070(r); <P114,0,0(7")> ; ‘90‘14,0,0(7”% @51,0(7“»,

_1707 17

com m =

051 (1);980,0(r) ), com
m = —1,0,1 que corresponde a situacdo em que
um dos dois atomos estd no estado fundamental,
enquanto o outro estd estado com nivel n = 2.

De acordo com a teoria de perturbagao para estados
degenerados, deve se diagonalizar uma matriz 8 x 8
que representa a restricio Wy, para um subespago para
se obter os efeitos de correcdo de primeira ordem de
Waq. Os elementos da matriz Wyq que sdo ndo-nulos sdo
aqueles conectados a um estados | o(r); 05, (1))
para o estado ’90124,1717@’ (r); 90]13,0,0(7")> Os operadores X 4,
YA, Za que aparecem na expressao para Wy, sao
impares e podem aparecer em pares ‘(pfo,o(r)> somente
com |g0§‘71,m (r)) e um argumento analogo é valido para
Xp, Yp, Zp. Finalmente, a interacao dipolo-dipolo é
invariante sob a rotacao de dois atomos sobre o eixo O,
, além disso Wy4 comuta com Lz + Lpz e também,
86 pode participar de dois estados para que a soma dos
autovalores de L4z e Lpz seja a mesma.

Além disso, a precedente matriz 8 x 8 pode ser
quebrada em quatro matrizes 2 x 2. Uma delas é
inteiramente nula (aquela que diz respeito ao estado
2s), e as outras trés sdo da forma:

0 km
< kw0 ) (25)
R



Em que se tem o conjunto

km
<<P114,0,05 @51,m! Waa |<)0124,1,m; <PE0,0> = " (26)

knm € uma constante calculdvel, de ordem eZa?.

Diagonalizando a matriz (25), obtemos os autovalores
+ % e —’;’%};‘ , associado respectivamente com os

autoestados:

1
ﬁ (|¢ﬂ0,0%¢51,m> + |90124,1,m; 9050,0»

1
E (“Pfo,o%‘ﬁg1,m> - |@£1,m; %0{3,0,0>)

Isso revela o seguinte o seguinte resultado

- A interacao de energia varia com % e nao com %,
desde que Wyy agora modifica a energia de primeira
ordem.

- o sinal de interagao pode ser positivo ou negativo
(autovalores +% 7%). H& portanto, estados de
sistemas de dois atomos para os quais existem atracao,
e outras para as quais ha repulsao.

5.2 Transferéncia de excitacdo de um
atomo para outro.

; A . B A .. B
Os dois estados |<P1,o,07902,1,m> € |€02,1,ma§01,o,0>
possuem a mesma energia nao perturbada e sao
acoplados por uma perturbacdo nao-diagonal. Isso
corresponde a oscilacdo do sistema de um nivel para o

outro com uma frequéncia proporcional ao acoplamento.

Portanto se o sistema comeca no estado ’apfo’o; LPQBiLm>
em t = 0 e evolui depois de um certo tempo (para
um R grande e para um tempo grande), para o estado
@§177,L;¢EO70>. A excitacdo entdo passa do dtomo B
para o 4tomo A e retorna para o atomo B e assim por
diante.

6. Interacao de um atomo de
hidrogénio no estado fundamental
com um parede de conducao.

Considerando agora, um atomo de hidrogénio A
sozinho situado a uma distancia d de uma parede que
serd assumida como perfeitamente condutora. O eixo
0O, esta perpendicular a parede e passando através do
ponto (A) (Figure [[2]]). A distancia d é assumida como
sendo muito maior que a distancia atomica, além disso a
estrutura atémica da parede pode ser ignorada. E sera
considerado também que as interacoes atomicas com a
imagem eletronica do outro lado da parede (isto é, com
um atomo simétrico com cargas opostas). A energia de
interacao de dipolo entre o atomo e a parede pode ser

facilmente obtida a partir da expressdo (12) para Wy,
fazendo as seguintes substituigoes:

2 — —¢?

R —2d

Xp— X, =Xa (27)
Yg — Y, =Y,

Zp — Zy=—7Za

(a mudanca de e? para —e? é devido a carga imagem)

L L&)
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Figure 2: Para calcular a energia de interagao de
um Aatomo de hidrogénio com a parede
perfeitamente condutadora, assume-se que o
momento de dipolo elétrico qra de atomos
interagentes com a imagem elétrica - que qr,A
(d é a distdncia entre o préton A e a parede)

Assim:

e2

W= (X3 +Y:+223) (28)

Que representa a energia de interagao do atomo com
a parede [IW atua somente nos graus de liberdade do
dtomo A]

Se o d4tomo estd no estado fundamental, as correcoes
da energia em primeira ordem em W é entao:

€6 = {(®1,0,0 W 01,0,0) (29)

Usando a simetria esférica do estado 1s, obtem —se:

2 2 2,2
e e“ag

!’ R
€ = *@4 (¢1,0,0] TA l¢1,00) = — 23 (30)

O atomo é entao atraido pela parede, a energia de
atracdo ocorre com %, e entdo, a forca de atragdo varia
com d%

Nesse caso, ha uma perfeita correlacdo entre dois

dipolos uma vez que um é imagem do outro.



Conclusao

A forca de Van der Waals surge da interacdo
eletrostatica entre dois ou mais dtomos. O que origina
uma energia atrativa e decrescente. Essa energia é
inversamente proporcional a distancia R entre os dtomos.
A Hamiltoniana que descreve o sistema é dada por
H = Hoa + Hop+ Wya, onde Wy, representa a interacao
entre os atomos e é muito menor que os termos Hya €
Hyp, o que permite utilizar a teoria de perturbagao para
estudar a origem da forca de Van der Waals.
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