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Prefacio

A Teoria da Probabilidade e sua fiel companheira no mundo discreto, a Ana-
lise Combinatoria, sdo as matérias cujo ensino é considerado o mais dificil
entre os professores do nivel médio. Independentemente das sutilezas do seu
processo de ensino/aprendizagem, que estariam presentes mesmo que essas
disciplinas fossem bem dominadas pelos instrutores, elas sao, para sermos
honestos, verdadeiras desconhecidas daqueles docentes. Nao coincidente-
mente, mas sem que seja possivel discernir claramente o que é causa e o que
é efeito, a maioria dos Licenciados e Bacharéis em Matematica e Bacharéis
em Matematica Aplicada brasileiros terminam suas graduagbes cursando,
no maximo, duas disciplinas nas areas de Probabilidade e/ou Estatistica.
Portanto, aprendendo apenas alguns aspectos superficiais dos principios ba-
sicos dessas importantissimas areas, e tendo absolutamente nenhum contato
com suas infindéveis aplicagbes, esses profissionais graduam-se com uma for-
macao indiscutivelmente incompleta.

Tenho a firme conviccdo de que, muitas vezes, essa superficialidade
atrasa o progresso até mesmo dos que se denominariam “matematicos pu-
ros”, pois estou entre aqueles que acredita que a Matematica e as aplicacgoes
iluminam-se mutuamente. E s6 ver a importancia crescente da Teoria Ergo-
dica em Sistemas Din&micos, para ficar em apenas um exemplo. Porém, sem
sombra de duvida, essa lacuna de formacao é particularmente escandalosa
no caso dos Bacharéis em Matemaética Aplicada. Incertezas e flutuacbes sao
inerentes ao mundo natural. Muitas vezes, esses aspectos estocasticos sao
irrelevantes para a construcao de um modelo que descreva apropriadamente
um sistema real, mas esses casos sdo a exce¢do e nado a regra, como fazem
parecer muitos curriculos tupiniquins.

Tentando nadar contra essa corrente, elaborei a proposta de um mini-
curso que foi aceito em dois eventos, o I Encontro Regional de Matematica
Aplicada e Computacional de Bauru-SP (ERMAC), que sera realizado em
junho de 2008, e o XXXI Congresso Nacional de Matematica Aplicada e
Computacional (CNMAC), que ocorrerd em setembro do mesmo ano, na
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cidade de Belém do Para. Estas notas foram elaboradas para servirem
como material de referéncia desse minicurso, que terd duracao de 4 horas
no evento regional e de 6 horas no nacional. Elas sao uma introducao a um
mundo ao qual eu ja me dedico ha alguns anos, o da Modelagem Estocéstica
em Evolucdo, mediante a discussao de técnicas analiticas e computacionais
simples.

Dado o cenario que descrevi no inicio deste Prefacio, nota-se facilmente
que me meti em uma bela encrenca. Como ensinar aplicacoes motivadoras
da Teoria da Probabilidade (incluindo processos estocasticos simples como
cadeias de Markov) a alunos provavelmente ndo muito familiarizados com
as nocdes basicas do tema em apenas um punhado de horas?! Bem, tive
que admitir que meus ouvintes/leitores conhecem os aspectos intuitivos da
Teoria da Probabilidade e mantive a discussao nesse nivel, embora em alguns
trechos e exercicios eu tenha abordado alguns tépicos mais elementares.
Além disso, fiel ao meu credo que as aplicagoes e a teoria se complementam,
recorri a modelos de Dindmica de Populacoes e apresentei técnicas simples
de simulacao computacional, além de disponibilizar alguns exercicios para
ajudar os estudantes a avaliarem sua compreensao dos conceitos discutidos.

Dessa forma, estas notas também podem (e devem) ser vistas como uma
introdugdo & Biomatematica complementar as tradicionais abordagens ba-
seadas em equagoes diferenciais e com um nitido direcionamento & Genética
de Populacoes. Apresento também modelos estocasticos para descrever a
evolucao do cancer e jogos em populacgoes finitas para ressaltar a importan-
cia das técnicas discutidas e soprar um “ar de pesquisa” sobre meus leitores.
Embora a proposta tenha sido concebida para alunos de graduacao, creio
que alunos de pés-graduacgao interessados em Modelagem Matematica e ou-
tros curiosos também poderao apreciar as discussoes.

Finalmente, ressalto que nao tenho absolutamente nenhuma pretensao
de originalidade acerca dos temas aqui discutidos. E claro que a escolha e
a organizacao dos tépicos refletem minha linha de pensamento, mas utilizei
explicitamente material que conheci em diversos textos, como [9], [17] e
[19], nesta empreitada. Este texto, bem como eventuais erratas e material
adicional, como cédigos-fonte para simulagdes, estard disponivel na forma
de um arquivo PDF no sitio

http:\\lpmaia.googlepages.com

e eu ficaria muito grato se meus leitores me avisassem sobre quaisquer erros
que sejam encontrados enviando uma mensagem para

lpmaia@gmail.com.



Santo André, 08 de abril de 2008.

Leonardo Paulo Maia
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Capitulo 1

Conceltos Basicos

1.1 Processos Estocasticos

Nestas notas, adotaremos uma abordagem heuristica no que se refere a
apresentacio dos processos estocésticos, seguindo o classico livro [9]. Como
naquela referéncia, espera-se que o leitor tenha familiaridade com o conceito
de uma variavel aleatoria (v.a., para abreviar) X definida como uma funcéo
que atribui um valor real X (w) a cada evento elementar w de um espacgo
amostral {2, bem como com as idéias de uma funcao distribuicao de proba-
bilidade Fx (z) = P(X < z) da v.a. X (incluindo casos multidimensionais)
e de esperanca de X. Uma referéncia padrio é [11].

Pois bem, podemos dizer com precisdo bem razoavel (para um pouco
mais de rigor, ver o apéndice A) que um processo estocastico com con-
junto indicial 7 é uma colegdo {X; : t € T} de variaveis aleatorias in-
dexadas por 7. O parametro ¢t € 7 ¢é usualmente interpretado como o
tempo fisico, e esse serd o significado dessa grandeza nas aplicacoes que ve-
remos neste minicurso. Entdo, como podemos interpretar um processo X;
se pensamos em ¢ como tempo?

Certamente, os leitores tém consciéncia de que é importantissimo distin-
guir uma v.a. X (uma funcao) do nimero X (w) que ela associa a um evento
w. Como outros autores, chamaremos aquele nimero de uma realizagao
da v.a. X. Ora, enquanto uma realizacdo de uma v.a. é simplesmente “um
ponto”, um processo estocéstico, sendo uma colecdo de v.a.’s, tem como
realizagdo uma familia de pontos ao longo do tempo, um tipo de trajetoria,
na interpretacao fisica. Contudo, enquanto um problema de valor inicial
que satisfaz as condi¢ées usuais de regularidade (no sentido usual da teoria
de equacoes diferenciais ordinarias) admite uma tnica solugao, um processo
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estocastico admite diversas realizacoes, toda uma familia de trajetérias ou
caminhos amostrais (sample paths), como veremos na figura 2.3, no préximo
capitulo.

Nestas notas, tipicamente estaremos interessados em descrever como o
tamanho de alguma populagio (no sentido mais amplo possivel, poderiamos
pensar em pessoas, ratos, bactérias, genes ou até mesmo idéias!) varia no
tempo quando sua din&mica é regida por regras probabilisticas. Porém,
na modelagem com equacoes diferenciais, ja aprendemos que, embora o
tamanho de uma populacao real seja um inteiro nao negativo, pode ser
muito conveniente admitir que essa grandeza possa ser qualquer ntimero
real ndo negativo. Além disso, ninguém esperaria que o tamanho de uma
populagao se alterasse radicalmente em pouco tempo; em algum sentido,
seria bastante razodvel que houvesse algum tipo de dependéncia entre os
tamanhos (aleatérios) que uma populacao poderia apresentar em diferentes
instantes. Apresentamos esses argumentos para mostrar que é muito natural
que classifiquemos os diferentes processos estocésticos de acordo com alguns
critérios, e alguns deles revelar-se-ao muito mais tteis do que outros.

Um processo estocastico pode ser caracterizado pelo seu espago de
estados S (conjunto de possiveis valores das variaveis X;), pela natureza
do seu conjunto indicial 7 e pelas relacoes de dependéncia entre as v.a.’s
X:. Vamos descrever esses critérios com mais cuidado.

2

1. Em nivel basico, uma v.a. é usualmente classificada como discreta
ou continua, dependendo dos valores que pode apresentar. Analo-
gamente, se cada X; apresentar valores em um conjunto enumerével
(tipicamente S = NU {0} = {0,1,2,---} ou § = Z), diremos que o
processo em questdo é de estado discreto (ou que ele é uma cadeia
). Por outro lado, se S for um conjunto como R ou [0,00) (usual-
mente, uma unido de intervalos), diremos que se trata de um processo
de estado continuo. Neste caso, usaremos a notagido X (t) ao invés de
X;. Como no caso de uma tinica v.a., o contexto da aplicacdo nao de-
termina univocamente a escolha de S, embora algum caso particular
geralmente se mostre mais conveniente.

2. A interpretacdo do parametro t como o tempo fisico é tdo pervasiva
no estudo dos processos estocasticos que as expressoes “processo de
tempo discreto” e “processo de tempo continuo”’ sdo as usuais para
classificar um processo cujo conjunto indicial 7 é discreto (como 7T =
{0,1,2,---}) ou continuo (como 7 = [0, 0)), respectivamente.

3. Dados S e 7, um processo estocastico é completamente caracterizado
pela distribuicao de probabilidade conjunta de qualquer familia finita
X = (X¢,, -+, Xy,) dev.a.’s do processo, ou seja, precisamos conhecer
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Fx(x) = P[Xy, < 21, +-,X:, < x,] para quaisquer n € N, x =
(1, ,xn) et =(t1,-+ ,tp),coma; €Set; €T,i=1,--- n.

Em geral, especificar todas as condi¢es do critério 3 poderia ser um
desafio fabuloso. Na pratica, s6 sdo considerados casos em que a depen-
déncia entre as v.a.’s do processo pode ser descrita de uma forma bastante
simples. Especificamente, talvez os mais populares processos estocésticos
sejam os processos de Markov, aqueles em que, dado X, a distribuicao
de probabilidade de X, com s > ¢, nao depende dos valores de X,,, com
u < t. Em outras palavras, dado o estado presente, as expectativas acerca
do futuro independem do comportamento exibido no passado. Em simbolos,
para todo n € N,

P(Xt S .T,"th = T1, " ,th = l’n) = ]I’D(Xt S .'L'|th = .'Ifn) (111)

sempre que t; < to < --- < t, < t. Portanto, processos de Markov tém
“memoria curta”.

Nestas notas, no entanto, nao consideraremos os processos de Markov
em toda sua generalidade. Vamos nos restringir a cadeias de Markov de
tempo discreto ou continuo. Nos dois préximos capitulos, descreveremos
as propriedades adicionais desses processos e iremos aplicd-los em diversos
modelos populacionais. Alguns destes modelos sdo oriundos da Genética de
Populagoes e, portanto, é conveniente que neste capitulo introdutério nos
nos dediquemos também a esclarecer alguns conceitos biolégicos que serao
empregados posteriormente.

1.2 Populacoes e Evolucao

1.2.1 Introducao

A enorme maioria dos estudantes se inicia na Biomatematica mediante o
estudo de modelos simples de crescimento exponencial, logistico e presa-
predador (Lotka-Volterra) [15, 16]. Nos dois primeiros casos, s6 ha um
tipo de “individuo” na populagdo, cujo comportamento (dada alguma con-
dicao inicial) s6 depende de alguma regra dinAmica estabelecida previamente
(crescimento linear irrestrito e restrito segundo uma fungdo quadratica, res-
pectivamente) e uma propriedade intrinseca daqueles individuos, que é sua
taxa de crescimento. O modelo presa-predador costuma ser o primeiro con-
tato desses estudantes com o efeito de competicao, que se da naquele caso
mediante encontros entre representantes de duas diferentes espécies, uma
das quais eliminando a outra. Contudo, ressaltamos que individuos de um
tipo s6 deixam descendentes do mesmo tipo. Estudaremos em breve efeitos
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analogos (competicao e crescimento livre ou restrito) em modelos estocés-
ticos, mas ja adiantamos que a competicdo pode ocorrer de uma forma
indireta (sem encontros entre diferentes espécies).

Em iltima instancia, o significado do termo evolugao é simplesmente
mudanca. Nesse sentido, os modelos deterministicos mencionados logo acima
descrevem a evolucao das populagoes idealizadas a que eles se referem. No
entanto, o conceito de evolucao é usado mais freqiientemente para descrever
populagoes expostas a mecanismos de variabilidade, no sentido que indi-
viduos de uma certa categoria podem dar origem a descendentes que se
enquadrem em outras categorias, por exemplo. Para sermos mais precisos,
é conveniente introduzirmos uma terminologia apropriada a organismos bi-
olégicos reais, embora as aplicacoes subseqilientes sejam descritas abstrata-
mente, sem que se faca mencao explicita a organismos verdadeiros.

1.2.2 Um pouco de Biologia

Muito provavelmente, os leitores estao familiarizados com a nocdo que o
material genético presente nas células de um organismo vivo contém toda
a informacao necessaria para gera-lo. Em particular, esse material genético
apresenta-se como filamentos de um dos dois 4cidos nucleicos, o DNA (si-
gla em inglés do acido desoxirribonucleico) e o RNA (4cido ribonucleico).
Somente mencionaremos o DNA no que se segue. Apesar de toda a com-
plexidade desses compostos quimicos, é possivel caracterizar um filamento
de DNA simplesmente descrevendo a seqiiéncia de nucleotideos ou bases (a
unidade variavel dessas moléculas) que o compdem, como também deve ser
de conhecimento dos leitores.

Sabe-se que certos trechos de uma seqiiéncia de DNA contém as informa-
¢Oes necessdrias para a realizacdo de fungoes especificas (como gerar uma
certa proteina, por exemplo). Um trecho como esse (ndo uma particular
seqliéncia de bases, mas a regido em si) é denominado um locus (termo do
Latim cujo plural é loci ) génico. Dizemos que um locus génico é ocupado
por um gene , que (agora, sim) é um segmento especifico de DNA que con-
tém informacao para desempenhar a funcdo correspondente ao locus que ele
ocupa. Porém, um mesmo gene pode ser encontrado em diversas formas,
semelhantes, mas nao idénticas, que diferem umas das outras por alguns
nucleotideos. Cada uma dessas variantes é denominada um alelo e uma
propriedade (ou conjunto de propriedades) manifestada pela acdo de um
alelo em um certo ambiente é conhecida como um fenétipo .

Um cromossomo é uma longa seqiiéncia de DNA que contém diversos
genes, entre outros segmentos cuja natureza ainda é sujeita a controvérsias.
Cada organismo tem sua identidade genética registrada em uma familia de
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cromossomos (os seres humanos apresentam 46 cromossomos, por exemplo)
que é denominada o gendtipo daquele organismo. Portanto, o termo ge-
nétipo refere-se ao conjunto de genes que um organismo particular possui,
embora freqiientemente essa nomenclatura também seja usada para denotar
a composi¢do genética em um locus ou conjunto de loci especifico.

Pois bem, se concentrarmos nossa atengao em um particular locus génico
do genétipo de todos os membros de uma populagdo, podemos dizer, na
verdade, que estamos estudando uma populagao de genes, aqueles presentes
no locus em questdo. Portanto, de forma muito simplificada, a Genética
de Populagoes é simplesmente o estudo de populagoes “moleculares”; cujos
integrantes sao genes ou conjuntos de genes, levando em conta em principios
da Genética. O objetivo dessa Ciéncia é descrever o comportamento das
diversas freqiiéncias alélicas, ou seja, as proporcgoes observadas de cada alelo.

Os diferentes organismos podem ter uma tUnica copia do seu material
genético (os chamados hapléides ) ou podem té-lo armazenado aos pares
(diploides ). Os seres humanos, por exemplo, tém seus 46 cromossomos
organizados em 23 pares. Conseqiientemente, quando se observa um certo
locus génico, € possivel que um individuo seja homozigoto (alelos iguais nos
dois loci correspondentes, um em cada cromossomo) ou heterozigoto (alelos
distintos) e, neste caso, um dos alelos, que contém informacoes distintas
para exercer a funcdo que cabe aquele locus, pode vir a sobrepujar o outro
e expressar o mesmo fenotipo que se manifestaria caso o individuo fosse
homozigoto para aquele alelo, o que constitui o fenémeno da dominéncia .

1.2.3 Forcas evolucionéarias

Na subsecao anterior, conhecemos uma série de conceitos que podem ser
uteis para visualizarmos quem sao 0os membros de uma populagao “molecu-
lar”, mas nada aprendemos sobre o que afeta o comportamento dindmico
dessas populacgoes e ha varias perguntas importantes ainda sem resposta.
Quais sdo as origens dos diversos alelos que podemos ver em um locus? Se
diferentes alelos exercem uma mesma funcdo de maneiras diferentes, isso
deve afetar o desempenho do organismo em seu ambiente. Como?

O estado de uma populagdo é o resultado da interacdo de varias forcas
evolucionarias. De fato, a diversidade genética observada em um sistema
deve-se aos efeitos conjuntos de processos elementares como mutagoes, se-
lecao natural e deriva genética.

Genericamente, denomina-se mutagao qualquer alteracao em um tre-
cho de material genético e que, portanto, pode ser transmitida a um des-
cendente. Tais alteracoes podem ocorrer, por exemplo, pela remocao ou
insercao de segmentos em um gene. Mas as mutacoes conceitualmente mais
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simples sao as pontuais, aquelas em que, embora o ntimero total de nu-
cleotideos permaneca constante, alguns deles sao inseridos incorretamente
quando uma nova seqiiéncia é criada a partir de uma ja existente. O pro-
cesso de mutacao € o mecanismo béasico de geracao de variabilidade em uma
populacdo e leva ao surgimento de diferentes alelos.

Alelos distintos podem, em principio, fazer com que seus portadores
apresentem diferentes capacidades de sobrevivéncia em um certo ambiente
e/ou tenham variadas taxas de fecundidade. Nesse sentido, dizemos que al-
guns alelos podem conferir melhor capacidade de adaptacao do que outros,
da mesma forma que algumas espécies podem ser mais bem adaptadas do
que outras, em um nivel ecologico. Uma forma conveniente de visualizar
essas diferencas é imaginar que seria possivel construir uma medida dessa
adaptabilidade de um individuo a um certo ambiente, um valor adapta-
tivo (correspondente ao termo fitness , em inglés) que associasse um niimero
real a cada gendtipo. Em outras palavras, o valor adaptativo de um orga-
nismo (ou até de um alelo) seria uma medida da capacidade conjunta de
sobrevivéncia (viabilidade) e reproducao (fecundidade) do organismo em
dadas condigoes, um “sucesso relativo esperado”. Em modelos de tempo
continuo, o valor adaptativo normalmente é associado & diferenca entre as
taxas de nascimento e morte do individuo. Quando o tempo é discreto e nao
h& superposicao de geragoes, muitas vezes o valor adaptativo é dado pelo
tamanho médio da prole que um organismo deixa para a geragao seguinte.

Dessa forma, a famosa sele¢gao natural de Charles Darwin é simples-
mente o crescimento da freqiiéncia relativa dos organismos mais bem adap-
tados ao meio em que se encontram, com o passar do tempo. E importante
perceber que, ao contrario da pressao mutacional, a selecao atua no sentido
de reduzir a variabilidade de uma populacao. Contudo, é igualmente impor-
tante destacar, embora nao tenhamos espaco para justificar essa afirmacao
[3], que 0 mecanismo bioldgico da hereditariedade nao somente permite que
a variabilidade genética seja mantida na auséncia de selecao como também
faz com que a escala de tempo envolvida na eliminacao de alelos menos
aptos possa ser da ordem de centenas de geragoes. Portanto, a selecao nao
é capaz de eliminar a diversidade populacional.

Algumas expressGes das passagens acima merecem novamente a nossa
atencao: ‘“sucesso relativo esperado”’;, “tamanho médio da prole”, “cresci-
mento da freqliéncia relativa”. H& uma tendéncia da freqiiéncia dos orga-
nismos mais aptos crescer, mas isso nao quer dizer que todos os integrantes
dessa subpopulacdo realizardo toda sua potencialidade. Alguns deixarao
menos descendentes do que deles se esperaria, outros deixardao mais. Essas
flutuacgdes sao ainda mais fortes se a populagado nao for muito grande, em
algum sentido. Imagine um dado usual, com 6 faces equiprovéveis. Pelas
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leis dos grandes nimeros, sabemos que a proporcao dos resultados corres-
pondente a cada uma das faces serd bem proxima de 1/6 se o0 nimero de lan-
camentos for suficientemente grande. Por outro lado, um ntimero pequeno
de langamentos pode resultar em proporc¢des bem distintas. Analogamente,
freqiiéncias alélicas podem sofrer fortes flutuacées devido a erros de amos-
tragem em populagoes finitas. Esse fendmeno chama-se deriva genética e
pode levar & perda de algumas classes de individuos, especialmente aquelas
menos numerosas, reduzindo a variabilidade populacional. Em suma, a evo-
lugao é um fendmeno probabilistico e essa é a razao pela qual o seu estudo
requer o conhecimento de processos estocasticos.

Na tese de doutorado [10], que esta disponivel no sitio indicado no Pre-
facio destas notas, podem ser encontrados um panorama da Teoria da Evo-
lucdo e da Genética de Populagdes e uma introducao a Evolucao Molecular.
Embora curtos e direcionados a objetivos mais restritos, mesmo assim tal-
vez alguns leitores considerem esses textos tteis, especialmente porque eles
indicam diversas referéncias adicionais.

1.3 A Modelagem Matematica

Antes de passarmos ao estudo de modelos matemaéticos especificos, vamos
tecer algumas consideracgoes acerca da modelagem matematica. Em alguns
casos que estudaremos adiante, consideraremos populacdes que seguem uma
dindmica de tempo discreto. Como essa hipotese pode ser justificada? Po-
deriamos estar considerando uma populacao real, que obviamente viveria
em um mundo fisico com tempo continuo ' , mas s6 a observariamos em
intervalos regulares de tempo e, mesmo assim, tentariamos descrever seu
comportamento. Mas esse argumento “concreto” nao é estritamente neces-
sario para justificar aquela escolha.

O fato é que uma distor¢ao da realidade aparentemente tdo grave quanto
imaginar que uma populacao real vive em um mundo “imaginario” onde o
tempo é discreto, embora certamente nao possa descrever fielmente muitos
aspectos do sistema em estudo, pode se revelar, com uma freqiiéncia muitis-
simo maior do que um leigo em modelagem poderia conceber, uma excelente
ferramenta para descrever uma determinada caracteristica daquele sistema.
Por que isso é possivel? Talvez ninguém no mundo tenha uma resposta
direta para essa pergunta e isso é o que torna o ensino da modelagem tao
dificil; aparentemente, a tnica recomendacao coerente para a aprendizagem
de técnicas de modelagem é estudar muitos exemplos. Em tltima instancia,

ITalvez isso ndo seja tdo 6bvio assim... Vocé sabia que ha cientistas que cogitam a
possibilidade do tempo fisico ser discreto?
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s0 o confronto com a experiéncia é que pode dizer se um modelo matema-
tico é util ou nao como uma representacao da realidade, embora um modelo
ineficiente possa, mesmo assim, envolver Matematica de bom nivel e/ou
inspirar novos desenvolvimentos puramente teéricos.



Capitulo 2

Cadelas de Markov de
Tempo Discreto e os
Modelos de Wright-Fisher e
de Moran

2.1 Introducao

Neste capitulo, estudaremos cadeias de Markov de tempo discreto e algu-
mas das suas aplicacoes em Genética de Populagbes. Adotaremos sempre o
espago indicial 7 = {0, 1,--- } e & usual falarmos que X; esta no estado i se
X; = i. Devido ao carater Markoviano do processo, expresso na eq. (1.1.1),
podemos caracteriza-lo apresentando apenas as probabilidades de transicao
P(X; = j|X;_1 = i), o que equivale a caracterizar a matriz P(®) = (pftj))
em que

) =P(Xpp1 = j|X, = ).

Essa matriz, em geral, depende do instante em que se considera a tran-
si¢do. O uso iterado da defini¢do de probabilidade condicional e da propri-
edade Markoviana revela que a probabilidade 7r§t) = P(X; = i) da cadeia
estar no estado ¢ no instante ¢t é completamente determinada pela matriz
de transicao e pela distribuicao de probabilidade do estado inicial. De fato,
adotando o espaco de estados S = {0,1,--- , N}, onde N é um inteiro posi-

21
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tivo, e definindo o vetor (¥} = (w(()t)7 e ,775\?), é facil ver que

m =B =) = DB = X1 =)
€S

=Y P(X; = j| Xiq = i) P(Xyq = 1)

€S
t—1 t—1
AR
i€S

que, interpretando o vetor (Y} como uma matriz linha, equivale & equaco
matricial

7l = g=DUpe-b), (2.1.1)
cuja iteracao leva & equacao
xt) = zOpOpA) .. pt-1) (2.1.2)

onde a ordem de multiplicacdo das matrizes deve ser respeitada, natural-
mente.

Em alguns casos, a probabilidade da cadeia passar de um estado a ou-
tro em um passo temporal ndo depende de ¢t. Nesse caso, podemos definir
univocamente uma matriz de transi¢do P = (p; ;) onde p;; = P(X, =
j|Xi—1 = i), omitindo a dependéncia temporal em ¢ sem incorrer em qual-
quer imprecisao. Tais cadeias de Markov sdo denominadas homogéneas .
Nessas condigbes, a eq. (2.1.2) adquire a forma

7 = zOpt (2.1.3)

em que P? ¢ a t-ésima poténcia de P.
Exercicio: Verifique a validade da eq. (2.1.2).

Uma cadeia de Markov homogénea de tempo discreto pode ser repre-
sentada por um diagrama de estados, que é simplesmente um grafo em
que os noés sao indexados pelos possiveis estados da cadeia de Markov e os
arcos sao indexados pelas correspondentes probabilidades de transicao en-
tre os estados. Esse conceito esta ilustrado na figura 2.1, onde S = {1,2} ¢
p1,2 =0, 1.

A eq. (2.1.3) suscita varias questes importantes. A mais direta de todas
seria “como calcular essa poténcia?”’. Bem, um resultado bem conhecido da
Algebra Linear garante que, se uma matriz for diagonalizavel e pudermos
efetivamente determinar seus autovalores e autovetores para diagonaliza-
la mediante uma transformacao de semelhanca, o calculo de uma poténcia
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Figura 2.1: Exemplo de diagrama de estados de uma cadeia de Markov homogé-
nea de tempo discreto.

qualquer dessa matriz torna-se trivial. Porém, mesmo quando essas condi-
cOes sao satisfeitas, essa trivialidade pode se manifestar apenas na estru-
tura conceitual das operacgoes a serem realizadas, pois a complexidade dos
célculos pode inviabilizar qualquer tentativa de solucao analitica. Nessas
situaces, o conhecimento de Algebra Linear Numeérica pode ser essencial
para a obtencao de resultados confiiveis.

Exercicio: Determine completamente a cadeia de Markov (ou seja, deter-
mine explicitamente 7, resolvendo a eq. (2.1.3)) representada na figura
2.1 mediante a diagonalizacao da matriz de transicao.

Uma outra pergunta bem pertinente, que os iniciados em Analise devem
ter feito a si proprios assim que viram a eq. (2.1.3), é “essa recorréncia tem
um limite?”. Em muitos casos, sim, existe um tnico ponto fixo estivel m
tal que # = 7P e ©Y) — 7 quando t — oo independentemente do estado
inicial 7(9), Nesses casos, o calculo de 7 equivale & resolucdo de um sistema
linear e métodos computacionais podem ser necessérios, novamente. Porém,
ha diversas situagboes em que nao existe uma distribuicao estacionaria no
sentido descrito acima ! , como veremos na proxima segio.

Exercicio: Mostre que, na cadeia de Markov representada na figura 2.1,
independentemente do estado inicial (@, #*) — 7 quando ¢ — oo, onde
7w =7P.

Agora, vamos comecar a ver diversos exemplos de populagoes idealizadas
cujas dinamicas podem ser representadas como cadeias de Markov, para
descobrirmos as dificuldades que podem surgir.

'Podem haver um ou vérios pontos fixos, mas nenhum deles ser alcancado a partir de
certas condigoes iniciais; pode ser que todas as condicdes iniciais levern a um ponto fixo,
mas nem sempre ao mesmo; ou pontos fixos podem simplesmente nao existir.
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2.2 O Modelo de Wright-Fisher

2.2.1 A caracterizacao do modelo

Vamos usar um modelo de tempo discreto para descrever uma populagao,
que serd composta por N unidades de dois tipos de alelos, por exemplo. A
hipétese de tamanho constante da populacao tem o propésito de evidenciar
os efeitos da deriva genética , como definida no capitulo 1. Em cada geracao,
a populacgdo é completamente caracterizada pelo nimero de um dos tipos
alélicos. Indexemos essas categorias como 1 e 2 e vamos dizer que o estado
do sistema é dado por X}, o ntimero de alelos do tipo 1 na t-ésima geragao.
Todos os membros dessa populacao s6 vivem durante uma dnica geracao,
o que nos leva a dizer que estudaremos um modelo sem superposicao de
geracoes . A composicdo do sistema no instante seguinte é determinada
por N repeticoes do seguinte procedimento: um representante da geracao
t & escolhido ao acaso e da origem a um novo integrante idéntico ao seu
ancestral, que participard normalmente do préximo sorteio.

Em outras palavras, pensando em termos de um tradicional modelo pro-
babilistico de urnas, é como se tivéssemos & nossa disposicao

i. uma urna vazia, que representa a proxima geracao a ser construida,

ii. para representar a geracao atual, uma urna cheia com N bolas, das
quais 7 seriam brancas e N —1 seriam pretas, caso haja ¢ alelos do tipo
le N —1dotipo 2, e

iii. um ‘“reservatério” de bolas, com tantas bolas das duas cores quantas
fossem necessarias,

e sortedssemos uma bola da urna cheia que, embora fosse devolvida a sua
urna de origem, determinaria a cor de uma bola a ser retirada do reservatorio
e colocada na urna a ser preenchida, iterando esse procedimento N vezes.
Trata-se, portanto, de um simples esquema de amostragem com reposicao.

Esse esquema é conhecido como o modelo de Wright-Fisher por
ter sido concebido independentemente por dois dos 3 cientistas responsa-
veis pela estruturacao da Genética de Populacoes, Sewall Wright e Ronald
Fisher, este também amplamente reconhecido como um dos pais da Estatis-
tica moderna. Apesar de parecer excessivamente simples, esse modelo é o
ponto de partida para a construcao de inimeros modelos teéricos mais avan-
cados e é discutido em todo os bons livros sobre Genética de Populacoes,
até mesmo naqueles com enfoque mais qualitativo.

Denotemos por p a probabilidade de que um alelo do tipo 1 seja esco-
lhido para reproduzir-se. Como essa amostragem é realizada com reposicao,
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aquela probabilidade é constante durante todas as N iteracOes necessarias
para a formacao da geracao seguinte e, pela uniformidade no sorteio, é
evidente que p = ﬁ Se denominarmos “sucesso”’ a chegada de um in-
dividuo do tipo 1 & préxima geracao e “fracasso” o evento complementar
(neste caso, sorteio de um alelo do tipo 2 para reproduzir-se), a transi¢ao
X =1 — Xi41 = j corresponde a observacdo de j sucessos e N — j fracas-
sos. Ora, a ocorréncia de j sucessos em N eventos que s6 podem resultar
em sucesso ou fracasso quando a probabilidade de sucesso é constante é um
evento descrito pela bem conhecida distribuicao binomial de probabilidade.
Portanto, é claro que o modelo de Wright-Fisher é uma cadeia de Markov
homogénea de tempo discreto cuja matriz de transicao é determinada por

[ 0 I

Exercicio: Calcule a média e a varidncia do ntumero de sucessos em N
eventos que podem resultar em sucesso com probabilidade p ou em fracasso
com probabilidade 1 —p. Em uma populacao de Wright-Fisher com i alelos
do tipo 1 em uma certa geracao, qual é o niimero médio de alelos do mesmo
tipo na geracao seguinte?

Porém, nada garante que o estudo desse modelo seja trivial. Nao ha
uma forma fechada para P! que “ilumine” o comportamento dinamico dessa
cadeia. Além disso, o modelo de Wright-Fisher ndo admite uma distribui-
¢ao de equilibrio 7 no sentido da secéo anterior, pois (¥} pode convergir
para mais de um vetor. De fato, imaginemos que ©(® = (0,0,---,0,1),
ou seja, P(Xo = N) = 1 e a populacdo é composta inicialmente apenas
por alelos do tipo 1. Ora, é 6bvio que essa condi¢do nunca mudara e que
7w = (0,0,---,0,1) para todo t € 7. Analogamente, (1,0,0,---,0) tam-
bém é um ponto fixo da recorréncia dada pela eq. (2.1.1). Portanto, ao invés
de empregarmos “forca bruta”, devemos abrir mao da caracterizacao com-
pleta desse modelo e tentar identificar quais resultados relevantes poderiam
ser obtidos se trilhdssemos caminhos alternativos, baseados em conceitos
diferentes dos que vimos até agora.

2.2.2 Relacgoes e classes de equivaléncia

Alguns aspectos do comportamento de uma cadeia de Markov podem ser
compreendidos se tivermos alguma idéia sobre como o espaco de estados
pode ser “explorado” pela cadeia. Nesse contexto, é claro que é importante
trabalharmos com um critério preciso de acessibilidade entre os estados
do processo estocastico. Conseqiientemente, precisamos, nesta etapa dos
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nossos estudos, esquecer momentaneamente a modelagem e nos voltarmos
um pouco mais 4 Matematica.

Dada uma cadeia de Markov homogénea de tempo discreto, diremos
que um estado j é acessivel a partir do estado i (o que denotaremos por
i< j) seexiste t € T tal que (Pt)ij =P (X5 = j|Xs =14) > 0, ou seja, se,
partindo 2 do estado 4, a cadeia puder atingir o estado j apds um nimero t
suficientemente grande, mas finito, de transi¢oes. Se i < j e j < ¢, diremos
que 7 e j se comunicam, o que representaremos por ¢ < j.

Embora o conceito de comunicabilidade ja tenha sido definido de forma
precisa, podemos abordar nosso problema a partir de um novo ponto de vista
se pensarmos em termos ainda mais abstratos. Para facilitar a compreensao
dos conceitos a serem introduzidos, vamos reelaborar o conceito de fungao.
Muitos estudantes tém a nocdo de uma funcao como uma ‘“regra f” que
“gera um ntmero f(z)” a partir de um “ntmero z”. Mas bons livros e
bons professores enfatizam que, na verdade, uma funcdo é um trio formado
por dois conjuntos (ndo necessariamente de ndmeros) A (o dominio) e B
(o contradominio), e uma “regra” que associa um elemento de B a cada
elemento de A. Esse conceito j4 é bem mais adequado do que o primeiro, mas
ainda mantém um componente excessivamente impreciso, embora muitos
profissionais das ciéncias exatas passem suas vidas inteiras satisfeitas com
ele: o que é uma “regra” Na verdade, podemos definir uma fun¢do sem
recorrer a esse termo, usando apenas a tradicional Teoria de Conjuntos.

Dados dois conjuntos, A e B, uma relacao R entre A e B é qualquer
subconjunto do produto cartesiano A x B e denotamos por xRy o fato de
(z,y) pertencer a R, com € A e y € B. Dessa forma, uma fun¢io com
dominio A e contradominio B é simplesmente uma relacdo R entre A e B tal
que, para todo z € A (para garantir que todo elemento do dominio tenha
sua imagem), existe um tnico y € B (a unicidade faz com que a imagem
de um elemento do dominio esteja bem definida) de modo que (z,y) € R.
Portanto, uma fungao pode ser vista como um tipo particular de conjunto
de pares ordenados.

Assim como uma fungdo ¢ um tipo particular (e importantissimo) de
relacao, outros casos especiais de relagdoes merecem destaque. Mas s6 é
pertinente a este texto definirmos o que é uma relagao de equivaléncia
em um conjunto A. Trata-se de uma relacio R C A x A em que, para
quaisquer x,y, z € A, valem as propriedades

i. reflexiva, ou seja, (z,x) € R (ou zRx),

ii. simétrica (se xRy, entdao yRx) e

2Note que s € T & arbitrario.
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iii. transitiva (se zRy e yRz, entdo zRxz).

Embora pudéssemos dizer precisamente se dois estados se comunicavam
ou nao, nao saberiamos dizer precisamente o que é a propriedade de comu-
nicabilidade entre dois estados quando introduzimos aquele critério. Agora,
os leitores ja devem ter percebido que a comunicabilidade é uma relacao de
equivaléncia < (um simbolo andlogo a R na discussio acima) no espago de
estados S. De fato, vé-se claramente que ela € reflexiva, no sentido que i < ¢
(trivialmente, com ¢ = 0 na definicio da acessibilidade). E evidente também
que a relacdo entre dois estados que se comunicam é simétrica. Além disso,
para quaisquer estados ¢, j € k tais que ¢ <> j e j < k, necessariamente
1 < k pois, como existem ¢; que garante a veracidade de ¢ — j e {5 que
garante a veracidade de j — k, t1 + t2 garante que ¢ — k e um argumento
analogo aplica-se ao caminho de volta entre os estados.

Dada uma relagido de equivaléncia R em A, este conjunto pode ser par-
ticionado como a unidio de uma familia 3 de conjuntos nio vazios 4 dois
a dois disjuntos, cada um dos quais denominado uma classe de equi-
valéncia C e caracterizado por qualquer um dos seus elementos u como
C ={x € A: zRu}. Veremos que a relacdo de equivaléncia comunicabi-
lidade particiona o espaco de estados do modelo de Wright-Fisher como a
uniao de 3 classes de equivaléncia que admitem uma importante interpreta-
¢ao biologica.

2.2.3 Estados absorventes, fixacao e genealogias

No que se segue, vamos considerar a comunicabilidade < como uma rela-
¢do de equivaléncia no espago de estados S = {0,1,--- , N} do modelo de
Wright-Fisher. Pela eq. (2.2.4), é claro que, no modelo de Wright-Fisher,
pij > 0sei,je Cia=A{l,---,N —1}. Portanto, considerando ¢ = 1 na
defini¢do de acessibilidade, conclui-se que i < j se i,j € C12. No entanto,
como poo = 1 = p1,1, nenhum ¢ € Cjo é acessivel a partir dos estados 0 ou
N, de modo que C12 é uma classe de equivaléncia bem definida. Os estados
¢ tais que p;; = 1, como 0 e N, sao denominados estados absorventes
, pois, como ja tinhamos visto, a cadeia permaneceré indefinidamente na-
quele estado se eventualmente atingi-lo. Claramente, cada um deles nao se
comunica com qualquer estado diferente de si préprio e origina uma classe
de equivaléncia, C; = {N} e Cy = {0}, de modo que § = C12 U Cy U Cs.
Portanto, quando existem, estados absorventes constituem classes de
equivaléncia que sdo singletos, e sempre sdo pontos fixos naturais das cadeias
de Markov homogéneas, embora nao necessariamente os inicos. Como uma

3Que pode ter um tinico integrante.
4Mas que podem ser singletos, ou seja, ter um tnico elemento.
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cadeia que se inicie em um estado absorvente nunca mudara de estado, uma
cadeia que contenha dois ou mais estados absorventes certamente nao atinge
um estado estacionario independentemente das condigdes iniciais, embora
essa “falta de convergéncia universal” possa ocorrer mesmo que haja um
ou nenhum estado absorvente. Os leitores interessados em descri¢oes mais
completas desses temas devem procurar outras referéncias, como [9].

Mas veremos que, dada qualquer distribuicao de probabilidade para o
estado inicial de uma populacao que segue a dinadmica de Wright-Fisher,
necessariamente um dos dois estados absorventes seré alcancado. Para de-
monstrar isso, precisamos mostrar que a cadeia de Markov ndo pode per-
manecer indefinidamente em Cis e, quando visitar C; ou Cs, nada mais
interessante ocorrera.

Vamos denotar por ¢ a probabilidade condicional da cadeia de Wright-
Fisher fazer uma transicdao para Ci2 dado que ela ja se encontra nesse con-
junto. Trata-se, simplesmente, de uma probabilidade de permanéncia na-
quela classe. Com base na definicdo de probabilidade condicional e na lei
da probabilidade total, segue que

q=P(X; € Cr2|Xi—1 € Cr2)
= Z P(X; € Cia, Xi—1 =i X1 € C12)
i€Ci2
= Z P(Xt S Clg‘Xt_l = i, Xt—l S Cu).P(Xt_l = i|Xt_1 S 012)
i€Ci2
= Z P(Xt S Cl2|Xt71 = ’L').P(Xt,1 = ilthl S Clg)
i€Ch2
= Y [1-P(X; & Cra| Xy =) P(X;—1 = i Xy—1 € Cha)
i€Cia
= Z 1 —pio—pin| P(Xio1 =1i| X1 € Cr2)
i€Cqa
< Z ]..P(Xt,1 = Z.|Xt,1 € Clg) =1,
i€Ch2
(2.2.5)

pois podemos ver pela eq. (2.2.4) que p;o > 0 e p; v > 0 para qualquer
i € Cio. Portanto, ¢ < 1. A probabilidade ¢(™ da cadeia de Markov
permanecer em Ch2 por n — 1 transicoes seguidas e sair dessa classe no
n-ésimo passo (n = 1,2,---) é dada por uma distribuicio geométrica,

¢ = "1 —q), (2.2.6)
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de modo que a probabilidade de eventualmente a cadeia deixar Cyo é

ddM=> ¢ 1-9)
n=1 n=1
- =1 q)l%q —1, (2.2.7)

n=1

apo6s calcularmos a soma de uma série geométrica.

Exercicio: Determine a média e a varidncia do nimero de passos até o
primeiro sucesso, no sentido da distribui¢io geométrica dada na eq. (2.2.6).

Dessa forma, sabemos que a populacdo eventualmente sera constituida
por apenas um tipo de alelo, 1 ou 2. Porém, como um modelo para um pro-
blema biolégico verdadeiro, precisamos nos lembrar que a populagao verda-
deira seria constituida por organismos de alguma natureza e que estariamos
interessados em estudar o que acontece em um particular locus génico. Em
Genética de Populacoes, dizemos que um alelo alcancou fixagao se todos
os organismos da populacao analisada apresentam-no no locus em questao.
A fixacdo é um fendémeno biologico extremamente importante, pois, na au-
séncia de mutagoes, todos os descendentes daquela populagao terao aquele
mesmo trecho de material genético.

Assim, seria desejavel conhecer a probabilidade de fixacdo de cada um
dos tipos de alelo, dado um estado inicial da populagao. Na verdade, dados
1 alelos do tipo 1 no instante inicial, a probabilidade de fixacdo dessa classe
¢ i/N e, conseqiientemente, a do tipo 2 ¢ 1 —i/N. Esse resultado é simples,
correto, e quase levianamente intuitivo. Por que, afinal, as freqiiéncias aléli-
cas iniciais contribuem linearmente, digamos assim, para as probabilidades
de fixacao? Isso requer uma explicacao que nos levaré a pensar na dindmica
dessa populacao de uma forma completamente diferente do que fizemos até
agora.

Para responder a essa pergunta, é conveniente considerarmos primeiro
como o modelo de Wright-Fisher poderia ser generalizado para descrever
uma populagdo com um numero arbitrario [ de alelos, o que por si s6 ja
serd interessante. Ora, precisamos apenas considerar que [ resultados, e nao
apenas 2, podem ocorrer em cada um dos N sorteios. Como a quantidade
de configuracoes possiveis ¢ evidentemente finita ® , embora o estado da
populacdo ndo possa mais ser determinado pela quantidade de um tnico
tipo alélico, ele ainda pode ser determinado por um dnico niimero, que seria

5Ela é igual ao ntmero de solucdes da equagio Z,ZL-ZI x; = N com varidveis inteiras e
nao negativas, e vale (N"Rl,fl). Esse &€ um problema classico em Anéalise Combinatoria,
como pode ser visto em [13] ou [20].
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o indice de qualquer estado particular em alguma enumeracao de todas as
configuracoes. No entanto, € muito mais transparente descrever as proba-
bilidades de transicao usando uma notagao vetorial para caracterizar cada
estado. Sejam Uy e Vi, as quantidades de alelos do tipo k£ nos instantes
t 4+ 1 e t, respectivamente. A neutralidade no sorteio dos alelos que con-
tribuirdo para a geracio seguinte faz com que a probabilidade de um alelo
do tipo k ser sorteado no instante ¢ para reproduzir-se seja pr = Vi /N e
com que a probabilidade de transicio entre os estados U = (Uy,---,U;)
e V=V, ,V), onde 22:1 U, =N = 22:1 Vi, seja dada por uma
distribuicao multinomial,

!
P(Xiy1 =U|X; =V) = ( )H Pt (2.2.8)

que os leitores devem comparar com a eq. (2.2.4).

No caso com 2 alelos, a notagao escolhida para representar as classes
de equivaléncia do espaco de estados indicava que todos os estados de uma
mesma, classe continham os mesmos tipos de alelos. Explicitamente, em-
bora o estado da cadeia de Wright-Fisher s6 levasse em conta a quantidade
de alelos do tipo 1, é claro que C12, por exemplo, era o conjunto de todos
os estados da populacdo em que os dois tipos de alelos estavam presentes.
Um pouco de reflexao fard com que os leitores percebam que, no caso ge-
ral, havera uma classe de equivaléncia para cada possivel combinacao dos [
alelos ¢ e que qualquer uma delas que contenha dois ou mais alelos estara
sujeita ao mesmo efeito que foi justificado pelas eqs. (2.2.5) e (2.2.7), que é a
impossibilidade da cadeia permanecer indefinidamente na classe. Com pro-
babilidade 1, eventualmente a cadeia deixara a classe de equivaléncia onde
estava para nunca mais retornar, porque sua saida equivale 4 perda de um
tipo de alelo, que nunca mais serd visto na populacio. A cadeia de Markov
terd ingressado, portanto, em uma outra classe de equivaléncia, com pelo
menos um tipo de alelo a menos do que a classe em que se encontrava até
entdo. Abandonando classe apos classe, eventualmente a populacdo atin-
gird um estado absorvente, correspondente & fixacao de um alelo e ao fim
de toda e qualquer transicao entre estados.

Muito bem, agora iremos nos basear neste importante resultado para
tentarmos calcular a probabilidade de fixacdo em um estado absorvente.
Vamos considerar uma populacdo de tamanho N que contém inicialmente
N tipos de alelos, um exemplar de cada. Qual é a probabilidade de um
particular alelo alcangar a fixagao? Por simetria, é evidente que é 1/N. Mas
¢é importante que os leitores percebam que, como ha apenas um exemplar de

50 ntimero total de classes de equivaléncia é Zk n ( ) =2 —1.
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cada tipo de alelo inicialmente, a fixacdo de qualquer um deles equivale a, em
algum momento, toda a populagdo ser constituida por descendentes daquele
particular alelo que integrava a populagao original, como est4 ilustrado na
figura 2.2. Todas as linhagens dos demais N — 1 integrantes da populacao
inicial se extinguiram. Imaginemos, agora, que o estado inicial da populacao
contenha [ variedades alélicas, com [ < N, o que necessariamente faz com
que pelo menos uma variedade alélica tenha mais de um representante.
Imaginando que pudéssemos rastrear a genealogia de um particular alelo ao
longo da passagem das geragoes (explicitamente, ignorando eventuais alelos
do mesmo tipo mas oriundos de outras linhagens), a probabilidade de que
seus descendentes eventualmente constituissem a totalidade da populacao
em algum instante ¢ 1/N. Portanto, se inicialmente houver i alelos do
tipo k, a probabilidade de fixacao dessa classe é simplesmente a soma das

probabilidades de fixacdo de cada um dos seus membros, que é i, (1/N) =
ix/N.

t

Figura 2.2: Possivel genealogia de um alelo que atingiu fixa¢ao em uma populagao
de Wright-Fisher de tamanho N = 4.

Apesar de toda a sua simplicidade, essa perspectiva genealogica é surpre-
endentemente util na modelagem em Genética de Populacoes, tanto tedrica
quanto computacionalmente, pois essa idéia levou alguns pesquisadores a
investigarem certas populagoes simulando sua evolugao de trés para frente.
Essa estratégia é muito eficiente porque, ao longo das geracgoes, s6 sao re-
presentados os individuos que deixaram descendentes, tipicamente muito
menos numerosos do que os membros das linhagens que se extinguiram.
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Deve-se ressaltar que, no modelo de Wright-Fisher, um dos tipos de ale-
los atinge fixacdo mesmo em um contexto de selegao neutra, ou seja, uma
classe sobrepuja a outra mesmo sem ter qualquer vantagem seletiva. Na
verdade, a eliminacao de um dos alelos é uma conseqiiéncia direta da fini-
tude da populacao. Dessa forma, apesar de ser uma representacio bastante
idealizada de um fenoémeno biologico potencialmente muito complexo, que
é a transmissdo de material genético entre duas geracoes de uma popula-
¢a0, o modelo de Wright-Fisher consegue evidenciar a relevancia da deriva
genética, como descrita na subsecao 1.2.3.

Mas e quanto as demais forcas evolucionarias? Poderiam mutacgoes e
selecdo natural serem incorporadas ao esquema de Wright-Fisher? Sim,
outros efeitos biolégicos podem ser considerados mediante alteragdes simples
do modelo, embora ele seja particularmente ilustrativo em relacao aos efeitos
da deriva genética.

2.2.4 Variagoes no tema: mutagoes e selecao

Mutacoes podem ser vistas genericamente como alteracoes na natureza
dos descendentes. Portanto, podemos incorporar esse fendmeno ao modelo
de Wright-Fisher simplesmente considerando que um alelo sorteado para
reproduzir-se nao necessariamente da origem a um descendente idéntico a
si mesmo. Especificamente, em um modelo de Wright-Fisher com dois tipos
de alelos em que cada individuo pode dar origem a um alelo do tipo oposto
com probabilidade u, a probabilidade de transi¢cao de um estado com ¢ alelos
do tipo 1 para um estado com j alelos do mesmo tipo é

pis = (ZJV )pfu )N, (2.2.9)

em que

p= (;}) (1—u)+ (1 - zix) u (2.2.10)

é a probabilidade de um alelo do tipo 1 ingressar na populacao, seja como
copia direta, seja como mutacao.

Exercicio: O modelo de Wright-Fisher descrito acima apresenta quantos
estados absorventes?

E claro que apenas as particularidades de um contexto biolégico podem
determinar se a hipdtese da ocorréncia de mutagoes como interconversoes
entre duas variedades alélicas é pertinente ou nao. De fato, h4 um modelo
famoso em Genética de Populac¢oes denominado modelo de infinitos alelos
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em que, com base na enorme variedade de configuragoes observada no ma-
terial genético de qualquer organismo, estipula-se que cada mutacao leve ao
surgimento de um novo alelo [2].

Exercicio: Construa um modelo de Wright-Fisher com mutacao que apre-
sente um Unico estado absorvente. Escreva explicitamente a probabilidade
de transigdo pertinente, como na egs. (2.2.9) e (2.2.10).

E igualmente simples descrever a dinamica de uma populacio de Wright-
Fisher sujeita & selegdo natural . Como vimos no capitulo 1, um organismo
é mais apto do que os demais se ele se reproduz de forma eficiente que
seus concorrentes e transmite essa capacidade a seus descendentes. Pode-
mos incorporar essa caracteristica ao modelo de Wright-Fisher promovendo
sorteios tendenciosos para escolher os alelos que devem se reproduzir. Es-
pecificamente, podemos atribuir um valor adaptativo (que equivaleria a um
peso probabilistico 7 ) a cada variedade alélica e escolher quem ir4 se repro-
duzir com probabilidade proporcional ao seu valor adaptativo.

Digamos que os alelos tenham valores adaptativos dados por w; ou wa,
com indices auto-evidentes. Como sempre, imaginemos que em uma certa
geracdo haja i alelos do tipo 1 e N —i do tipo 2. A probabilidade de que um
alelo do tipo 1 seja escolhido para deixar um descendente para a proxima
geracao é

1w i
P= iw; + (N —i)wy i+ (N —i)s’ (22.11)

onde s = wy/w; é um coeficiente seletivo que indica se um alelo do tipo 2
é mais (caso s > 1) ou menos (0 < s < 1) apto do que um do tipo 1. O
leitor deve perceber que, no esquema proposto, o valor adaptativo de uma
das variedades alélicas pode ser arbitrariamente fixado em 1 e a intensidade
da selecao pode ser “calibrada” por um dnico parametro (s, neste caso).

A matriz de transi¢io da cadeia de Markov para este modelo de Wright-
Fisher com sele¢io continua sendo dado pela eq. (2.2.9), mas agora com
p dado pela eq. (2.2.11). Mesmo o modelo original, representado pela eq.
(2.2.4), era um caso especial da eq. (2.2.9). Neste momento, ja deve estar
bem claro para os leitores que o modelo de Wright-Fisher geral é simples-
mente um esquema de amostragem com reposicao descrito pela distribuicao
multinomial da eq. (2.2.8), em que a probabilidade p; depende tunica e
exclusivamente das diversas forcas evolucionarias que se queira estudar.

Exercicio: O leitor deve notar que os estados 0 e N da cadeia de Wright-
Fisher com sele¢ao sdo absorventes, como no caso neutro, sem mutacgio. A

"Reveja o conceito biolégico na subsecio 1.2.3.
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perspectiva genealdgica do caso neutro poderia ser empregada para o calculo
das probabilidades de fixacao no modelo com selecao? Por qué?

Exercicio:  Construa um modelo de Wright-Fisher que incorpore tanto
a mutacao quanto a selecao. Determine explicitamente a probabilidade de
transicao do seu modelo e verifique se ele tem estados absorventes.

2.3 Simulacoes

Na secao anterior, apresentamos cuidadosamente o modelo de Wright-Fisher,
enfatizando sua capacidade de representar alguns aspectos qualitativos de
certas populacoes idealizadas. Porém, deliberadamente evitamos calcular
algumas grandezas que seriam claramente relevantes do ponto de vista de
aplicagbes, como o tempo médio até a fixacdo (quando possivel, como no
caso neutro), por exemplo. O fato é que mesmo um modelo simples como
o de Wright-Fisher pode impor grandes dificuldades a estudos analiticos
exatos, e é bastante comum que seja necessario considerar aproximagcoes.
Na verdade, as probabilidades de mutagao e selecao em contextos biologicos
reais sao tipicamente muito baixas, o que acaba sendo conveniente para a
utilizacdo de métodos perturbativos (como expansodes em séries).

Muitas vezes, contudo, é conveniente simular computacionalmente o
comportamento de um modelo, seja para ganhar intuicao em relacdo a um
particular comportamento de uma populacdo (o que pode ajudar na elabo-
ragdo de conjecturas que posteriormente levem a resultados rigorosos), seja
para efetivamente calcular propriedades com uma base em uma metodologia
estatistica de simulacao. Neste texto, nao é possivel discutir detalhadamente
os conceitos da simulagao estocéastica, mesmo em nivel basico. A intencao do
autor, principalmente, é estimular os leitores a buscarem referéncias como
[4] ou [18], caso se interessem pelo tema. Mesmo assim, durante o mini-
curso, um programa (que, & época, estara disponivel no sitio mencionado
no Prefacio) sera descrito com detalhes & audiéncia.

No entanto, vamos comentar as idéias essenciais que subjazem a simu-
lacdo de uma cadeia de Markov de tempo discreto. Antes de mais nada,
é preciso obtermos um gerador de numeros aleatérios. Porém, esse termo,
por si 86, j4 deve deixar curioso quem nao conhece o assunto. O que seria
um namero aleatério? Bem, antes de tudo, é preciso ter em mente que sem-
pre desejamos, em uma dada aplicacao, gerar ntiimeros aleatérios segundo
uma certa distribui¢do de probabilidade (discreta ou continua) bem defi-
nida. Isto posto, podemos dizer que um ntmero aleatério é simplesmente
uma realizacdo qualquer da varidvel aleatéria cuja distribuicao queremos
amostrar. Como podemos, entdo, obter tal nimero em um computador?
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Bem, o fato é que nao precisamos obter numeros realmente aleatérios,
mas apenas alguns que parecam sé-los. H4 diversas técnicas para obter esses
niameros pseudo-aleatérios e as mais comuns sio simples recorréncias,
perfeitamente deterministicas. Essas técnicas geram amostras de ntmeros
que parecem ter sido originadas de distribui¢Ges especificas, mas transfor-
magcoes adequadas permitem que se obtenha (com maior ou menor esforgo,
tanto conceitual quanto computacional) virtualmente qualquer distribuigao
de probabilidade que se queira. Imaginemos que temos & nossa disposicao
um gerador da varidvel aleatéria continua uniformemente distribuida no
intervalo (0,1) (até programas usuais como as modernas planilhas eletroni-
cas dispoem dessa funcionalidade). Geometricamente, podemos dizer que,
cada vez que é utilizado, esse gerador “escolhe” uniformemente um ponto
em um segmento de reta de comprimento unitario, independentemente dos
resultados que possa ter gerado anteriormente.

No momento, nosso interesse é simular distribuicdes discretas de pro-
babilidade. Portanto, podemos visualizar um segmento unitario como a
uniao de vérios outros segmentos, cada um representando um dos possiveis
valores que a variavel aleatoria discreta em questao pode realizar e com
comprimento igual & sua probabilidade de ocorréncia. A probabilidade do
nosso gerador de numeros aleatérios escolher um ponto que pertencga a um
especifico segmento elementar é igual ao comprimento desse segmento, que
¢ a probabilidade daquele particular evento ocorrer. Por exemplo, se con-
siderarmos uma populacao de Wright-Fisher usual de tamanho N = 10,
que em alguma particular geracao tenha 3 alelos do tipo 1 e 7 do tipo 2,
a probabilidade de escolhermos um organismo do tipo 2 para reproduzir-
se ¢ 7/10 = 0,7. Vemos, na figura 2.3, que podemos simular essa escolha
simplesmente sorteando uniformemente um ponto no segmento ilustrado
naquela figura e que, com probabilidade 0,7, essa escolha recaira sobre o
segmento correspondente & classe dos alelos do tipo 2.

ponto

escolhido \\/

0 | ! Pl
A% L
tipol tipo 2

Figura 2.3: A probabilidade de um alelo do tipo 2 ser sorteado para reproduzir-se
em uma populagdo de Wright-Fisher com 3 alelos do tipo 1 e 7 do tipo 2 pode ser

obtida pela escolha de um ponto no segmento (0, 1).
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Em principio, a dindmica de Wright-Fisher poderia ser implementada
mediante a realizacdo de tantos sorteios quantos fossem necessarios para
determinar toda a préoxima geracdo. Entretanto, embora correto, tal algo-
ritmo seria extremamente ineficiente do ponto de vista computacional, pois
seriam necessarios N sorteios para determinar uma nova geracio. E possivel
realizar essa simula¢do de forma muito mais eficiente, com a geracao de um
unico namero aleatorio. Afinal, o estado da cadeia de Markov pertinente
é caracterizado por uma tdnica grandeza, que é a quantidade de alelos do
tipo 1. Embora o modelo de Wright-Fisher tenha sido descrito em termos
de escolhas seqiienciais dos membros de cada geracdo (até por razdes peda-
gogicas), a ordem com que os diferentes individuos ingressam na populagio
é irrelevante, o que é evidente pelo termo (]JV) na eq. (2.2.4).

Assim, dado que X; = i, podemos imaginar o segmento unitario (0,1)
dividido em NN + 1 segmentos elementares, cada um correspondendo a um
elemento j de S. O j-ésimo segmento elementar tem comprimento p; ; dado
pela eq. (2.2.4) e um tnico namero r uniformemente distribuido no intervalo
(0,1) determina X;y1, pois, se r cair no j-ésimo segmento elementar, o
que ocorre com probabilidade p; j, X;y1 realizar-se-4 como j. A figura 2.4
ilustra algumas trajetorias dessa cadeia de Wright-Fisher com N = 10 e
Xo = 5, sem selecao ou mutacao. Entretanto, embora a visualizacao de
um processo estocastico possa ser interessante, é importante reafirmarmos
que a verdadeira utilidade cientifica das simulacoes é a determinacgao de
grandezas analiticamente desconhecidas mediante o emprego sistematico de
metodologias estatisticas para anélise dos dados.

2.4 O Modelo de Moran

Um dos fatores que torna dificil a obtencao de resultados analiticos exatos
no modelo de Wright-Fisher é o fato dele permitir transi¢bes entre quaisquer
elementos do espaco de estados em apenas um passo temporal. Além disso,
esse classico modelo s6 pode oferecer uma idéia aproximada do que seria a
dinamica detalhada de alguma populacao real, pois, por construcao, ele nao
permite a convivéncia de organismos com seus descendentes, ou seja, nao
admite superposicao de geragoes.

Nesse sentido, o modelo de Moran [12] pode ser uma alternativa in-
teressante ao modelo de Wright-Fisher em algumas situacoes, pois ele é
caracterizado pela superposicao de geragOes, permite a obtencao de resul-
tados analiticos em alguns casos e pode ser implementado tanto em tempo
discreto quanto em tempo continuo. A dinimica é simples: um membro
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Figura 2.4: Algumas trajetorias de uma cadeia de Markov de uma populagao
de Wright-Fisher com 2 alelos de tamanho N = 10 sem selecdo ou mutagdo. As
linhas cheias sao apenas para guiar os olhares, o tempo é discreto.

da populacao é escolhido para deixar um descendente, que toma o lugar
de um organismo ji existente (pode ser o proprio ancestral). Esta elimi-
nacao é sempre uniforme, enquanto a escolha de quem se reproduzira pode
incorporar efeitos de selecao natural mediante a adoc¢do de pesos probabilis-
ticos, exatamente como no modelo de Wright-Fisher. Além disso, mutacgdes
podem ser facilmente incorporadas.

Como um exemplo concreto, determinemos a cadeia de Markov que re-
presenta uma populacao de tamanho constante N que evolui em tempo
discreto segundo o modelo de Moran sem selecao ou mutagao. Seus possi-
veis integrantes sdo alelos de dois tipos, 1 e 2. Como na apresentacio do
modelo de Wright-Fisher, vamos caracterizar a populacao pelo nimero de
alelos do tipo 1. Se X; = 4, ha ¢ alelos do tipo 1 no instante ¢. Porém, ao in-
vés de imaginarmos N sorteios para atualizar a populagao, consideraremos
que a cadeia de Moran s6 pode

i transicionar para o estado ¢ — 1, caso um alelo do tipo 2 seja sorteado
para deixar um descendente, que tomaria o lugar de um alelo do tipo
1, 0u

ii transicionar para o estado ¢+ 1, caso um alelo do tipo 1 seja sorteado
para deixar um descendente, que tomaria o lugar de um alelo do tipo
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2, ou

iii permanecer no estado ¢, caso um alelo de algum tipo seja sorteado para
deixar um descendente, que tomaria o lugar de um alelo do mesmo
tipo.

Portanto, estamos falando de uma cadeia de Markov de tempo discreto
cuja matriz de transicao é tal que p; j = O0se |i—j| > 2e,sei=1,--- |, N—1,

o= () () () (e

epii=1—piit1 —Pii-1. E facil ver que 0 e N sao estados absorventes,
pois po,; = do,j € PN,j = On,j, onde d; ; vale 1, se i = j, ou 0, se ¢ # j.
Na eq. (2.4.12), em cada passagem, o primeiro termo entre parénteses é
a probabilidade de um certo tipo de alelo ser escolhido para reproduzir-se,
enquanto o segundo é a probabilidade de um certo tipo de alelo ser escolhido
para ser eliminado.

Como a cadeia de Moran sé pode permanecer onde se encontra ou mudar
para estados adjacentes, ela é denominada um processo de nascimento e
morte em tempo discreto. Essa caracteristica faz com que o célculo das
probabilidades de fixacao nos estados absorventes seja possivel até mesmo
em um contexto mais amplo. Seguindo [17], vamos considerar um caso geral
que tem como casos particulares modelos envolvendo qualquer forma de
selecdo. Em outras palavras, ndo nos restringiremos as eqs. (2.4.12). Seja
S = {0,---,N}, como antes, e consideremos probabilidades de transicao
genéricas p;i+1 € pii—1 para i = 1,--- N — 1. Os estados 0 e N serdo
considerados absorventes. A probabilidade da cadeia permanecer no mesmo
estado apds um Gnico passo é 1 — p; 11 — pii—1, Pois vamos admitir que
pij =0se|i—j|>2.

Seja x; a probabilidade de uma realiza¢do dessa cadeia de Moran gene-
ralizada atingir o estado absorvente N dado que Xy = i. E claro que toda
a argumentacao usada para justificar que o destino de toda populacao que
obedece a dinamica de Wright-Fisher sem mutacao é eventualmente atingir
um estado absorvente também se aplica a este modelo e, conseqiientemente,
a probabilidade do estado absorvente 0 ser eventualmente atingido, dado que
XQ = i, é1— i

E evidente que 29 = 0 e xy = 1. Parai € Cjp = {1,--- ,N — 1},
podemos obter uma recorréncia para x;, que é

T = Pii—1%i—1 + (1 = Dijit1 — Pisi—1)Ti + Pijit1Tiq1- (2.4.13)

Para demonstrar a validade da eq. (2.4.13), é preciso considerar todas as
possibilidades para a primeira transicao, usar as propriedades béasicas da
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probabilidade condicional e perceber que, pela homogeneidade temporal da
cadeia de Markov considerada, a probabilidade de absorcao em N depende
do estado tomado como condic¢ao inicial, mas nao depende do instante par-
ticular em que aquele estado inicial é tido como conhecido. Explicitamente,

x; = P(X; = N para algum ¢t > 0| X = 1)

= P(X; = N para algum t > 0, X; = j | Xo = i)

JES
=Y P(X; = N para algum t > 0| X3 = j, Xo = ).P(X1 = j | Xo = i)
jes
= Z]P’(Xt = N para algum ¢t > 0| X1 = j).p; j

JjES
i+l
= Z P(X; = N para algum ¢ > 0| X7 = j).p; ;
j=i—1
i+1
= Z Tj-Pij = Pii—1Ti—1 + DiiTi + Dii+1Tit1
j=i—1

= Dii—1Ti—1 + (1 = Diig1 — Diyi—1)Ti + Piji+1%Tit1,

onde 0 somatério se restringe aos termos correspondentes a probabilidades
de transicao nao nulas.

A recorréncia da eq. (2.4.13) pode ser reescrita como p; j+1(Ti+1 — ;) =
Dii—1(z; — x;-1), que claramente sugere a introdugdo das variaveis

Yi = Ty — Ti-1, (2.4.14)
set=1,---,N,e
o; = Liizl (2.4.15)
Piji+1
que origina a equagao
Yit1 = TiYs, (2.4.16)

e, conseqiientemente, como y; = 21, a solugao (para i > 2)

Yi = (H Uk) Y= (H Uk) x7. (2.4.17)
k=1 k=1

Como a eq. (2.4.14) mostra que

ri=3 Y (2.4.18)
j=1
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e que
N
Zyﬂ' =ay — 1o =1, (2.4.19)
j=1

podemos combinar as eqs. (2.4.17) e (2.4.19) para concluir que

N /j-1 N -1
1:x1+Z<Hok>x1:x1 1+ZHO’k =
j=2 \k=1 j=2k=1

1

= 2 (2.4.20)

- N—117j
1+377 Ihiei o
e combinar as eqgs. (2.4.17) e (2.4.18) para concluir que

J

[ Jj—1 1—1
$i$1+Z<HJk> xr1 =1 1+ZHOk . (2.4.21)
j=2 \k=1

j=1k=1

Finalmente, a combinacao das egs. (2.4.21) e (2.4.20) resulta na expressio
explicita para a probabilidade de fixacdo no estado N condicionada ao fato
de que Xy =1,

i—1 14
1+ e ok
= N—117J ‘

I+ Zj:l k=10k

Muitas vezes, é importante saber se uma populagao pura pode ser inva-
dida por um organismo mutante ou migrante. No caso neutro (sem selegio),
j& vimos que a probabilidade de fixa¢do de um particular individuo é 1/N,
onde N é o tamanho da populagdo. Se a probabilidade um tnico alelo
alienigena se fixar for maior do que 1/N, ele certamente é mais apto do
que a variedade pré-existente, o que, contudo, ndo garante sua fixacao. De
qualquer forma, é interessante estimarmos essa probabilidade, que deno-
minaremos simplesmente como probabilidade de fixagdo (sem qualificagio
adicional em relacdo ao estado de partida). Se imaginarmos que, em uma
populagao de N alelos do tipo 2 ocorre uma mutagao e surge um alelo do
tipo 1, a probabilidade de fixacao do tipo 1 é

1
= N—117j :
I+ Zj:l [Tizi 0%
Esse resultado esté relacionado a uma aplicacdo das cadeias de Markov de

tempo discreto a um jogo em uma populacao finita que serd discutido no
capitulo 4.

(2.4.22)

i

p=x (2.4.23)
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Exercicio: Refaga cuidadosamente todos os célculos desta secao.

Exercicio: Mostre que a probabilidade de fixacdo de um alelo do tipo 1 é
1-1/s
P=T 77N
1-1/s
se ele tem valor adaptativo s # 1 e os alelos do tipo 2 tem valor adaptativo

1. Dica: determine a matriz de transicao da cadeia de Markov e depois
utilize a eq. (2.4.23).
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Capitulo 3

Cadelas de Markov de
Tempo Continuo e os
Processos de Nascimento e

Morte

3.1 Introducao

Na secao 2.1, apresentamos os elementos essenciais da teoria das cadeias de
Markov de tempo discreto em um contexto geral e, nas segoes subseqiien-
tes, discutimos aplicacoes daqueles conceitos a modelos simples oriundos da
Genética de Populacoes. Porém, o estudo da teoria geral dos processos em
tempo continuo requer o conhecimento de algumas ferramentas matematicas
(como a exponencial de uma matriz) que, embora simples, provavelmente
sao desconhecidas do publico-alvo deste texto.

Na verdade, mesmo os textos que admitem que todos os requisitos sejam
dominados pelos leitores adotam inicialmente um ponto de vista heuristico
[1], [21], tentando fazer com que os estudantes adquiram alguma familiari-
dade com o tema antes de considerar a teoria geral. Neste texto, nés nos
restringiremos & introducao heuristica as cadeias de Markov de tempo con-
tinuo, tentando ser rigorosos sempre que essa postura nao comprometa a
clareza que se espera de uma primeira exposicao ao tema.

Para podermos usar uma linguagem precisa, precisamos introduzir um
conceito que é recorrente em Mateméatica, embora provavelmente ainda des-
conhecido de parte do piblico-alvo deste texto.

43
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3.1.1 Um pouco de Calculo

Sempre que se deseja trabalhar com aproximacoes, é importante saber com-
parar precisamente os comportamentos de duas funcbes em certos limites.
Dada uma funcdo g : R — R, podemos caracterizar toda uma familia de
funcées f : R — R pela propriedade de que, para cada uma delas e para

Q)

um certo tg € R, existe uma constante K € R tal que tlir? @ =K. As
— L0 g
vezes, esse conjunto de funcoes f é imprecisamente descrito como sendo “de

ordem ¢(t)” quando t — tg, fato usualmente expresso como f(t) = O(g(t)),
ficando ¢y subentendido nesta notacao de ‘O’ grande . Trata-se de um abuso
de notagdo, pois a idéia & que O(g(t)) representa um conjunto e seria mais
preciso escrevermos f € O(g).

Por exemplo, quando f : R — R é uma fun¢ao diferenciavel (tantas
vezes quanto se queira), ela pode ser expressa como um polindmio de Taylor
de ordem arbitraria em torno de um ponto t; do seu dominio. Se nos
restringirmos & primeira ordem,

f(t) = f(to) + f'(to)(t — to) + Ra(t),

em que Ry(t) € uma fungio “resto” especifica. Alternativamente, poderiamos
escrever

f(t) = fto) + f'(to)(t — to) + O((t — to)?) (3.1.1)

para denotar que f(t) — f(to) — f'(to)(t — to) € O((t — to)?) e, sem nos
preocuparmos com a forma exata do resto, caracterizar ! f nas vizinhancas
. ) - Ra(t)
de tg, pois K = f"(t9)/2 € [6] tal que fli,r?o =t =K.
Se definirmos At = t — ty, podemos reescrever a eq. (3.1.1) na forma
mais concisa

F(t) = flto) + f'(to) At + O((A1)?), (3.1.2)
em que
oAy L O(AY?Y)
Al%rilo N AI?EO WAI? =K.0=0. (3.1.3)

L As propriedades da derivada de f em tg, por exemplo, dependem do comportamento
do resto Ra(t) em comparac¢ido com t — tg, mas nao da sua forma exata.
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3.2 Taxas e o Processo de Poisson

3.2.1 Relembrando a dindmica populacional determi-
nistica

Os leitores certamente estao familiarizados com as nog¢des elementares de
dindmica populacional no contexto das equagoes diferenciais ordinérias. Es-
pecificamente, embora o tamanho de uma populagdo seja uma grandeza
discreta, imagina-se que ela possa ser descrita por uma varidvel continua
(e diferenciavel!) caso o namero de individuos na populacio seja suficiente-
mente grande para que flutuagdes sejam desprezadas.

O modelo mais simples estudado nesse contexto é o de crescimento expo-
nencial, em que uma populagao (como bactérias na auséncia de competigao,
em ambientes nao saturados) é caracterizada por uma taxa de crescimento A
que determina a relacao de proporcionalidade entre o tamanho da populacao

N(t) em um instante ¢ qualquer e sua taxa de variacao —(t). Explicita-

mente, essa dindmica populacional é regida pela equagio diferencial

d—N(t) = AN(t), (3.2.4)

dt
que pode, no entanto, ser vista como decorrente de um raciocinio um pouco
mais detalhado, envolvendo o conceito de aproximagao discutido na secao
anterior. Esperamos que esse raciocinio torne o conceito de taxa de variacao
ainda mais claro para os leitores e, principalmente, torne mais facil a apren-
dizagem do conceito de taxa de probabilidade de um processo estocastico
em tempo continuo que estudaremos em breve.

A idéia que subjaz o modelo de crescimento exponencial € a de que cada
membro da populacao reproduz-se continuamente no tempo e independen-
temente dos demais individuos com taxa A, que deve ser interpretada como
o numero de descendentes a que cada individuo da populagdo da origem
por unidade de tempo. O que isso quer dizer exatamente? A tnica inter-
pretacao precisa é que o nimero de descendentes de um organismo em um
intervalo de tempo At é

AL+ O((At)?),

lembrando que a notagao de ‘O’ grande s6 faz sentido no contexto de um
limite, que, no caso, ocorre quando At — 0. Portanto, a expressio acima
s0 faz sentido para At “pequeno”; no sentido da subsecdo 3.1.1.

Assim, no instante t, vamos concentrar nossas atencdes em um unico
elemento da populacao que indexaremos por ¢, embora todos partilhem das
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mesmas propriedades. Se os descendentes desse individuo ndo se repro-
duzissem durante um pequeno intervalo de tempo At, o tamanho daquela
linhagem ao final deste periodo seria

N (t+ At) =14 AAL + O((At)?), (3.2.5)

onde o fator 1 na soma refere-se ao proprio individuo 4, ja presente em
t. O problema (aparente, como veremos) com a eq. (3.2.5) é que ela ndo
¢ condizente com a noc¢ao de reproducao continua, pois ndao contempla a
possibilidade dos descendentes de ¢ também poderem se reproduzir durante
o intervalo At. Por exemplo, poderiamos dizer que, ao final do intervalo
At/2, ja ha 1+ AAt/2 + O((At)?) organismos na linhagem iniciada por 4,
e que cada um deles d& origem a mais 1 + AAt/2 + O((At)?) individuos,
resultando em

NP+ AL = [1+ ATN + O((At)?) 2 =1+ AL+ O((At)?) (3.2.6)

membros naquela linhagem em ¢ + At, ap6s a expansdo do binémio. Evi-
dentemente, esse raciocinio pode ser efetuado indefinidamente e os leitores
j& devem ter percebido que N;(t + At), o tamanho em t + At da linhagem
iniciada pelo solitario individuo 7 no instante ¢ e continuamente expandida,
esta relacionado ao tamanho Ni(m) (t+ At) que a linhagem iniciada por ¢ em
t alcanca em t + At apos m passos por

Ni(t+ At) = lim N™(t+ At)

At m
= lim |1+ % +O((AHH)| =1+ AL+ O((A)?), (3.2.7)

m—00

pois toda a dependéncia em m reside nos termos de ordem maior ou igual
a quadrética. A importantissima mensagem que deve ser extraida da dis-
cussao acima é a seguinte: dado que o tempo é considerado continuo, nao
é preciso que nos preocupemos com possiveis subdivisoes do in-
tervalo At, pois elas s6 introduzem corre¢oes de ordem mais alta,
que anular-se-ao quando At — 0.

Finalmente, como as linhagens originadas pelos N (¢) membros da popu-
laco j& presentes no instante ¢ sdo independentes, o tamanho total N (¢+At)
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da populagdo no instante ¢t + At é simplesmente a soma

N(t)

N(t+At) =Y Ni(t+ At)
(*) .

= [142At+0((A1)?)]

=1
= N(t) [1+ AAt + O((At)?)]
= N(t) + AN(t) At + O((At)?), (3.2.8)
que leva a eq. (3.2.4) pois
dN . . N(t+At)— N(t)
o = Aim, At
2

- g (v + S2N v,

em que a eq. (3.1.3) foi utilizada.

3.2.2 Taxas probabilisticas e o processo de Poisson

As aplicagbes da teoria elementar das cadeias de Markov em tempo conti-
nuo a dindmica populacional estdo fundamentadas na hipétese de que todo
e qualquer evento aleatério (que pode estar associado a um membro da po-
pulacao, como a geracao de descendentes ou a morte daquele individuo, ou
nao, como em migracdes) é caracterizado por uma taxa de probabilidade
A > 0, de modo que a probabilidade de um evento ocorrer em um intervalo
de tempo At é

AL+ O((At)?), (3.2.9)
enquanto a probabilidade do mesmo evento nao ocorrer é
1 — MAt + O((At)?). (3.2.10)

Muitas interpretagoes equivocadas deste conceito decorrem de estudantes
perderem de vista o fato que essa expressdao s6 faz sentido no contexto
de um limite quando At — 0. Pensar em algum valor fixo de At abre
imediatamente a possibilidade de que a taxa seja suficientemente alta para
constituir uma absurda “probabilidade” maior que 1.

Para refinarmos e aplicarmos esse conceito, consideremos inicialmente
uma populacdo cujos membros nio se reproduzem nem morrem (1), consti-
tuida dnica e exclusivamente por um processo migratorio em que a chegada
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de cada novo elemento ocorre com taxa A. O espago de estados, diferen-
temente do capitulo anterior, ¢ S = {0,1,---}, o que naturalmente suscita
questdes matematicas que, embora importantes, nao serao abordadas neste
texto. Seja p,(t) = P[N(t) = n] a probabilidade de que a populagio tenha
tamanho n no instante t. Por simplicidade, vamos adotar em um primeiro
momento a condicdo inicial p,(0) = d,, 0, ou seja, inicialmente a populagio
tem um tamanho bem definido Ny. Se n > 1, e considerando todos os
possiveis estados no instante ¢,

pn(t + At) = PN (t + At) = n]
—Z}P (t+ At) =n, N(t) =1
€S
:anp N(t+ At) =n|N(t) = i] .P[N(t) = i
i=0

(1= AL+ O((ADD)] - pa(t) + AL+ OAD)] - ps (1) +

+Y e+ o(an)] " ()

= (1 - \A?) .pnzt) + AAt. p,_1(t) + O((At)?)
(3.2.11)

Da equacgao acima, decorre que

Pt + At) = (1 — MAL) . pu(t) + AAL. p,—1 () + O((AL)?) =
R e

At

. dpn

S (t) = Apn—1(t) — Apn(t). (3.2.12)

O caso n = 0 deve ser analisado separadamente. Nao ¢ dificil ver que

po(t 4+ At) = P[N(t + At) = 0]
=P[N(t+ At) =0, N(t) = 0]
=P[N(t+ At) = 0| N(t) = 0] .P[N(t) = 0]
= [1 = XA+ O((A1)*)] .po(t)
= (1= AAL) . po(t) + O((At)?)
(3.2.13)
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que leva a

po(t + At) = (1 — AAt) . po(t) + O((At)?) =
@(t) _ iy P A —po(t)
dt

T AE—0 At

. dpo

L) = =), (3.2.14)

Esse processo estocéstico é denominado processo de Poisson e pro-
vavelmente é a cadeia de Markov de tempo continuo mais simples que se
possa imaginar. O leitor atento ja deve ter notado que a eq. (3.2.12) ndo
é uma simples equacao diferencial. Trata-se de uma equagao diferencial
de diferengas , por envolver ndao apenas derivadas mas também dois ele-
mentos distintos da seqliéncia (p,(t)). Em geral, uma equagdo como essa
requer o conhecimento de certas técnicas provavelmente desconhecidas da
maioria dos leitores. No entanto, a eq. (3.2.14) é uma equacdo diferencial
usual, andloga & de crescimento exponencial, cuja solucao, considerando a
condicdo inicial estipulada, p,(0) = d,0, € po(t) = exp [-At]. Esta funcio
pode ser substituida na eq. (3.2.12) quando n = 1, o que a reduz a uma
equacao diferencial ordinéria, linear e nao homogénea, cuja solucao pode
ser determinada facilmente. Esse procedimento pode ser iterado e a solucao
geral é dada por uma distribuicdo de Poisson de pardmetro At,

exp [—At](A)"
n! '

pu(t) = (3.2.15)

Exercicio: Demonstre, por indugdo finita, a validade da eq. (3.2.15).

As vezes, um processo como o de Poisson é denominado um processo de
contagem, por caracterizar a distribuicao de probabilidade do namero de
ocorréncias de um certo evento até um certo instante. E evidente que, uma
vez que a populagao tenha atingido um certo tamanho, ela ndao pode dimi-
nuir. Além disso, a probabilidade de ocorréncia de duas ou mais migrac¢oes
em um mesmo intervalo temporal tende a zero no limite de tempo continuo.

E possivel mostrar que nio apenas esses fatos mas também a estrutura
detalhada das eqs. (3.2.12) e (3.2.14) e, em geral, todas as propriedades dos
processos de tempo continuo caracterizados pelas taxas de probabilidade
definidas nesta secdo, podem ser completamente caracterizados por um di-
agrama de estados andlogo aquele introduzido no capitulo anterior, em que
as pertinentes taxas de probabilidade de transicio entre os estados (ao in-
vés das probabilidades de transicdo, que s6 estariam definidas em - fixos e
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arbitrarios - intervalos temporais) indexam os arcos, como pode ser visto
na figura 3.1. E essencial que os leitores percebam que nio hé lacos (um
arco cuja origem e destino sdo 0 mesmo n6) em um diagrama de estados em
tempo continuo, em contraposicao a figura 2.1.

./“@ O

Figura 3.1: Diagrama de estados de um processo de Poisson de taxa A.

/\/\

Dessa forma, apds termos apresentado rigorosamente os conceitos que
subjazem os processos de tempo continuo mediante a analise detalhada do
processo de Poisson, adotaremos de agora em diante um ponto de vista
heuristico, que nos permitira obter por inspecao o sistema de equagoes di-
ferenciais de diferencas que descreve um processo qualquer. Por razbes
pedagogicas, vamos fazer uma analogia com um problema bem conhecido
do estudo de aplicacoes de equacgoes diferenciais.

Em um reservatério que inicialmente contém Vj litros de uma mistura
salina homogénea, mas do qual vazam u_ litros por minuto, despeja-se uma
solugao salina de concentragao c; gramas por litro com vazao de uy >
u_ litros por minuto. Ensina-se heuristicamente (a justificativa rigorosa é
andloga & dada para o processo de Poisson) que a taxa de variagdo da massa
de sal m(t) nesse sistema é decorrente de um balanco entre uma taxa de
entrada e uma taxa de saida de sal do sistema, de modo que

dm, . m(t)
— () =cruy — Vot (uy —u)t

dt

Tanto o termo de entrada quanto o de saida tem a estrutura de um pro-
duto de concentracao por vazao, apenas a concentracao do termo de saida
nao é constante. Intuitivamente, a concentracao representa um “contetdo
de massa’ e a vazao, uma “utilizacao” daquele contetido. O seu produto
constitui uma taxa ou, alternativamente, um fluxo.

A equacdo diferencial de diferencas que rege o comportamento de py,(t)
pode ser escrita diretamente, mediante a observacao dos arcos ligados ao né
correspondente ao estado n. Arcos incidentes nesse estado contribuem com
“vazoOes positivas de probabilidade”, enquanto os que dele emanam repre-
sentam “vazoes negativas de probabilidade”. Essas vazoes sao multiplicadas
pelas correspondentes probabilidades da cadeia encontrar-se em certo estado
(as “concentragoes”) para gerar os “fluxos de probabilidade” pertinentes. O
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leitor deve observar novamente as equagoes que descrevem o processo de
Poisson e compara-las com o diagrama de estados para certificar-se do sig-
nificado exato dessas palavras.

Exercicio: Construa o diagrama de estados pertinente e determine expli-
citamente a solugao do processo de Poisson de taxa A com condigao inicial

Pn (0) = 6n,No -

Porém, é importante ressaltar que s6 podemos obter a solugao explicita
do processo de Poisson mediante as técnicas usuais de equagdes diferen-
ciais ordindrias porque ele é um modelo bastante simples. Em geral, o
estudo analitico das cadeias de Markov em tempo continuo requer o uso
de uma ferramenta denominada fungao geradora, que obedece uma equa-
¢ao diferencial parcial (EDP), objeto matematico com o qual ndo se admite
familiaridade neste texto. Para ilustrar o conceito, demonstraremos sua uti-
lidade no contexto simples do processo de Poisson, que levard a uma EDP
suficientemente simples para ndo nos desviar demais dos nossos propoésitos.
Processos mais elaborados, que descreveremos na proxima segao, serao es-
tudados apenas mediante simulagoes computacionais, como veremos no fim
deste capitulo.

3.2.3 Funcoes geradoras

De forma anéloga a transformada de Laplace, que é um objeto matema-
tico associado biunivocamente a certas funcoes com dominios continuos,
uma fungio geradora é associada a uma seqiiéncia (ou seja, uma funcio
com dominio discreto). Explicitamente, a funcio geradora g(z) associada a
seqiiéncia (an), n=10,1,---, € g(z) = >~ janz" e questdes de convergeén-
cia nao sao tao importantes quanto podem parecer, pois a funcao geradora
pode ser expandida como uma série formal de poténcias, em que cada coefi-
ciente de poténcia corresponde a um termo da seqiiéncia associada sem que
se realizem somas que poderiam divergir. No presente contexto, sobretudo,
a fun¢io geradora sempre converge se |z| < 1.

Como estamos trabalhando com seqliéncias cujos termos dependem do
parametro ¢, o objeto com que devemos trabalhar é uma funcao geradora
com dois parametros,

g(z,t) = pa(t)2". (3.2.16)
n=0

Mediante manipulacoes andlogas aquelas que surgem na solugao de equacoes
diferenciais por séries infinitas, os dois lados da eq. (3.2.12) podem ser
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multiplicados por 2" e somados para todos os valores de n, levando a

dg 9.,
ot

admitindo-se que as operacoes de diferenciacao em relacao a t e de soma
infinita possam ser invertidas. A condicdo inicial p,(0) = d, 0 faz com que
9(2,0) =1 eaeq. (3.2.17) pode ser integrada diretamente para determinar
a funcao geradora

t) = Az —1)g(z,1), (3.2.17)

g(z,t) = exp [Mt(z — 1)], (3.2.18)

cuja expansdo em série de poténcias de z leva 4 eq. (3.2.15).

3.3 Nascimentos e Mortes

O processo de Poisson é um membro de uma classe geral de processos
estocasticos denominados processos de nascimento . Estes processos
caracterizam-se pelo fato das mudancas de estado s6 ocorrerem no sentido
dos estados de indices mais altos (crescimento das populages, na interpre-
tagdo biologica) e apenas entre estados adjacentes, & — k-+1. Porém, cada
estado n da cadeia de Markov pode dispor de sua prépria taxa de nasci-
mento, A,. O diagrama de estados de um processo de nascimento genérico
estd representado na figura 3.2 e obedece as equagoes

dpn

o0 = Anc1pp1(8) = Aupn(l), n = 1,

Ao A An-
/\/\/\

NS @@ .

Figura 3.2: Diagrama de estados de um processo de nascimento genérico.

Um processo de nascimento, em particular, pode ser considerado o ana-
logo estocastico do modelo deterministico de crescimento exponencial. Trata-
se do processo de nascimento linear representado no diagrama da figura 3.3,
onde é evidente que se considera que cada membro da populacao reproduz-se
independentemente dos demais, cada um com taxa A.
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Figura 3.3: Diagrama de estados de um processo de nascimento linear com taxa

A

E claro que um modelo populacional mais proximo da realidade de qual-
quer populacao real deve considerar a possibilidade de mortes e é natural
que se considere toda uma familia de processos de nascimento e morte
, como ilustrado na figura 3.4. Os mesmos argumentos que nos levaram 4
conclusao que dois ou mais eventos da mesma natureza nunca serao observa-
dos em um mesmo intervalo de tempo, suficientemente pequeno, aplicam-se
também a combinacdes de eventos distintos, de modo que apenas transicoes
entre estados adjacentes sdo admissiveis. A hipotese de independéncia en-
tre os elementos da populagao leva naturalmente a um processo linear como
aquele representado na figura 3.5.

& e @ O @ e
Hq Mn-1 Hn Hn+1 Hn+2

Figura 3.4: Diagrama de estados de um processo de nascimento e morte genérico.

A -2\ (-1 nA (N+1\

SN TN an 7N /7N
H 2u (=1 nu (n+1 (n+2)u

Figura 3.5: Diagrama de estados de um processo de nascimento e morte linear,
com taxa de nascimento A e taxa de morte .

Muitas vezes, é possivel determinar analiticamente algumas caracteris-
ticas dos processos de nascimento e morte, como a média e a varidncia do
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tamanho da populacao em cada instante t. Os processos lineares sdo par-
ticularmente trataveis. Porém, embora importante, a determinacao dessas
propriedades demandaria muitos cdlculos e nao seria muito instrutiva neste
momento. Pelo carater introdutoério deste minicurso, agora parece mais con-
veniente introduzir aos leitores uma técnica de simulagao computacional de

processos estocasticos de tempo continuo que é amplamente utilizada em
pesquisa, em diversas areas.

3.4 Algoritmo de Gillespie

Pela definicdo de uma taxa de probabilidade, o algoritmo mais direto para
simular um processo estocéstico em tempo continuo estaria baseado na defi-
nicdo de um pequeno intervalo temporal At, “suficientemente pequeno”; e no
teste da ocorréncia de cada tipo de evento, considerando suas particulares
taxas, nesse periodo. Esses testes seriam efetuados pelo sorteio de ntme-
ros pseudo-aleatorios, no sentido descrito no capitulo anterior, que seriam
comparados com o produto de At por cada taxa envolvida.

Entretanto, tal algoritmo seria impreciso e extremamente ineficiente.
Impreciso porque a escolha de valores fixos para At poderia levar & inde-
sejavel ocorréncia de miltiplos eventos nessa janela temporal. De fato, a
definicao de taxa de probabilidade s6 faz sentido como um limite, e a mul-
tipla ocorréncia sempre seria possivel, embora sua probabilidade possa ser
reduzida mediante a escolha de valores bem pequenos (em relacdo as taxas)
de At. Mas isso tornaria ineficiente o algoritmo, pois seriam necessarias
mais iteragoes para simular o processo em um dado periodo e, na maior
parte dos intervalos testados, nao ocorreria qualquer evento. Em termos
praticos, varios nimeros pseudo-aleatérios seriam desperdicados, no sentido
em que nao resultariam em transicoes da cadeia de Markov.

Uma alternativa eficiente foi desenvolvida por D. T. Gillespie [5]. Esse
algoritmo serd descrito segundo o tratamento de [19], uma excelente in-
troducao as aplicacdes de processos estocasticos e simulacoes & questao da
Origem da Vida, além de outros temas em Biologia Tedrica. A idéia ba-
sica do algoritmo de Gillespie consiste em usar apenas 2 nimeros pseudo-
aleatorios para descrever cada evento. O primeiro determina quando deve
ocorrer o proximo evento, enquanto o segundo indica qual o tipo de evento
que serd realizado, escolhido entre M processos componentes, com taxas \;,
i=1,..,M. E conveniente definir \g = 3, \;.

Inicialmente, determina-se a probabilidade de nao ocorrer qualquer evento



Algoritmo de Gillespie 55

a0 longo de um intervalo temporal ¢, Py(¢), mediante a equagao

M
Po(t + At) = Po(t).Po(At) = Po(t) [ 11 — MAt + O((AL)?)]
= Po(t)(l — )\oAt) + O((At)2> = d}:(i)t(t) = —XoPo(t)

o Py(t) = et (3.4.20)

Alguns fatos implicitos na udltima passagem do calculo acima s&o a inde-
pendéncia temporal de A\ entre eventos (pois, por exemplo, algum dos \;
poderia ser uma taxa total de nascimentos, dependente do tamanho da po-
pulaco) e a condicio inicial Py(0) = 1.

Assim, se P(t) for a densidade de probabilidade do intervalo entre 2
eventos consecutivos quaisquer ser ¢, entao

P(t)At = Py(t)[1 — Py(At)] = e 01 — e= 02

= e M\ AL + O((A1)?)]

. P(t) = Noe M. (3.4.21)

Por outro lado, a densidade de probabilidade conjunta P(i,t) de que um

evento demore um tempo t apés o ultimo evento para ocorrer e seja do tipo

1 € tal que
P(i, t)At = Py(t)\; At

S P(iyt) = Ajem Mt (3.4.22)

de modo que a probabilidade condicional de que um evento seja do tipo 1,
dado que ele ocorre no instante ¢, P(i|t), é

P(i,t) _ Ai

P(t) Ao

P(ilt) = (3.4.23)

O primeiro passo do algoritmo de Gillespie consiste simplesmente em
gerar um namero aleatério com a distribuicdo exponencial (3.4.21), que
indica o intervalo entre o ultimo evento ji realizado e o préximo evento a
ocorrer. O segundo passo determina a natureza do evento mediante o sorteio
de um outro ntmero aleatério, r, uniformemente distribuido no intervalo
(0, o). Geometricamente, esse intervalo ¢ constituido pelos N segmentos
i, devidamente ordenados. Se r cair no segmento ¢, 0 que ocorre com
probabilidade dada por (3.4.23), o evento ¢ do tipo i.

Veremos agora os resultados de algumas simulagoes realizadas segundo
o algoritmo de Gillespie de um processo linear de imigragio e morte (taxas
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« e p, respectivamente), descrito pelas equagoes

dpn
TR (1) = apu-1(8) + (0 + Dipnss(t) = (@ + ) pu(t), n > 1,
dpo

i (t) = up1(t) — apo(t) (3.4.24)

e de um processo linear de nascimento, imigracdo e morte (taxas \, a e p,
respectivamente), regido pelas equagGes

dc%(t) = [+ (n = DAl pn-1(t) + (n+ Dppna(t)
—la+nA=w]pa(t), n>1,
%(t) = up1(t) — apo(t). (3.4.25)

Exercicio: Construa os diagramas de estados dos processos lineares de
imigracao e morte e de nascimento, imigracao e morte descritos logo acima.
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Figura 3.6: Aplicagdo do algoritmo de Gillespie para simular um processo de
imigracdo e morte. A populacio inicial é nula e foram geradas 10* realizacoes do
processo (uma das quais é exibida) para a determinagao da média e da variancia.
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As figuras abaixo mostram curvas obtidas a partir de resultados analiti-
cos que nao foram apresentados neste texto, mas que podem ser encontrados
em [1], por exemplo. A figura 3.6 mostra uma realizacao do processo de imi-
gragao e morte oscilando em torno do valor médio previsto analiticamente.
Curiosamente, a média e a variincia deste processo sdo idénticas em qual-
quer instante t. Mas esse resultado nao é valido, em geral, para o processo
de imigracao e morte. Ele decorre do fato da populagao inicial ser nula,
o que faz com que o tamanho da populagao sempre seja descrito por uma
distribuicdo de Poisson. A figura 3.7 ilustra algumas propriedades de um
processo de imigracdo, nascimento e morte, e é digna de nota a concordancia
entre os resultados analiticos e as simulacdes, como no caso anterior.
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Figura 3.7: Aplicacao do algoritmo de Gillespie a um processo de imigragao,
nascimento e morte. A populacio inicial é nula e foram geradas 10" realizaces do
processo (uma das quais é exibida) para a determinagao da média e da variancia.
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Capitulo 4

Aplicacoes: Evolucao do
Cancer e Jogos em
Populacoes Finitas

Agora, veremos como as técnicas que ja aprendemos, apesar de simples,
podem ser utilizados na construcao de modelos de sistemas bem complexos.
Em particular, estudaremos a construcao de um modelo matemético para
reproduzir os aspectos basicos do desenvolvimento de um cancer e vamos
descrever o comportamento de uma populacao finita composta por dois tipos
de individuos (os “jogadores”) cuja adaptabilidade depende da composicao
da propria populacao. Este capitulo segue fielmente alguns trechos do livro
[17], onde os leitores podem encontrar também maiores detalhes sobre os
modelos aqui discutidos.

4.1 Um Modelo Matematico para o Cancer

4.1.1 Mais um pouco de Biologia

Cada célula de um ser vivo contém um aparato completo de estruturas
biologicas que lhe confere a capacidade de auto-reproducdo. No decurso
da histéria da Terra, certamente as primeiras células que surgiram preci-
savam reproduzir-se eficientemente para sobreviverem em um ambiente j&
dominado por organismos nao-celulares. Portanto, essas protocélulas te-
riam maiores chances de sobrevivéncia se apresentassem taxas de replica-
cao relativamente altas. No entanto, em algum outro momento da nossa

99
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historia evolutiva, surgiram organismos multicelulares, em que diferentes
células precisaram cooperar no sentido em que uma competicao reprodu-
tiva desenfreada entre as préprias unidades constituintes desses organismos
inviabilizaria sua sobrevivéncia ! .

Atualmente, sabe-se que existe um complexo sistema de regulagdo geé-
nica que controla toda a atividade celular. Podemos dizer que a identidade
de uma célula é determinada pela expressdo dos genes nela contidos 2 ,
que depende do ambiente em que ela se encontra. Em particular, os genes
relacionados a divisao celular devem estar sob estrito controle em células
funcionais, de modo que a replicacdo ocorra somente quando isso for condi-
zente com o processo normal de desenvolvimento do tecido em questao.

De fato, cada célula recebe continuamente sinais quimicos das demais,
que indicam se os processos bioquimicos estdo ocorrendo de forma normal
no tecido. Em geral, quando hé sinalizacao de algum erro sério, desenvolve-
se um processo de morte celular programada denominado apoptose . Em
outras palavras, trata-se de um suicidio “pelo bem do grupo”, para impe-
dir a proliferacdo de células defeituosas. Estas podem surgir mediante a
ocorréncia de mutacoes que comprometam a estabilidade do mecanismo de
cooperacao celular, que podem levar ao surgimento de variedades celulares
que se reproduzem de forma excessivamente ripida. Muitas vezes, esses
“egoistas livres” sao exterminados pela “inanicao” decorrente da apoptose
dos seus vizinhos, mas alguns deles escapam desse mecanismo e dao ori-
gem & proliferagdo desenfreada de novas células tdo inconvenientes para
o tecido quanto elas proprias. Esse aglomerado de células mutantes pode
transformar-se em um tumor se atingir um tamanho suficientemente grande
e 0 processo patolégico que se segue é o que se denomina cancer .

1N3o se sabe como ocorreu o surgimento das células primitivas, muito menos a origem
dos organismos multicelulares. Porém, essa lacuna em nosso conhecimento nao é apenas
de natureza biolégica. E possivel avaliar a viabilidade do surgimento de um organismo
inédito em um ambiente mediante abstragdes que desconsideram completamente os de-
talhes bioquimicos potencialmente envolvidos nesses processos. Mesmo assim, nao se
conhecem propostas matematicas para a dinamica dessas populacdes de organismos que
sustentem a hipdtese do seu surgimento. Dessa forma, a Modelagem Mateméatica pode
desempenhar um papel importante na resolugao dessas importantes questoes cientificas
ainda em aberto.

2As notoérias células-tronco podem ser vistas como células cujos genes estio em um
estado “mais facilmente programavel”, prontas para desempenhar qualquer fun¢do que
lhes seja “atribuida” pelo tecido em que se encontram, inclusive substituir células “dani-
ficadas” - dai as especulagbes sobre seu possivel uso terapéutico. Enquanto as células-
tronco embrionarias seriam naturalmente boas candidatas para essas aplica¢des, muitos
pesquisadores afirmam que as células-tronco adultas, presentes em alguns tecidos, e as
células-tronco obtidas por uma “reprogramacao” de células ja diferenciadas teriam certas
limitagoes, embora ainda haja muita controvérsia cientifica (além da religiosa...) sobre
esse tema.
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Empiricamente, a idéia de que o cancer seria alguma forma de doencga
genética comecou a tomar forma no fim do século XIX, quando David van
Hansemann observou que células cancerosas apresentavam evidéncias de
processos anormais de divisao celular. Posteriormente, descobriu-se que a
maioria das células cancerosas apresenta um nimero anormal de cromos-
somos (aneuploidia). Herman Muller, em 1927, descobriu que radiagGes
ionizantes, ji reconhecidamente carcinogénicas, eram também mutagénicas,
o que lhe rendeu o Prémio Nobel de Medicina de 1946. Muitos anos mais
tarde, em 1951, Muller associou diretamente esses fendmenos quando propos
que uma célula deveria tornar-se cancerosa apoés sofrer multiplas mutacoes.

Hoje, sabemos que existem pelo menos 3 mecanismos béasicos que podem
levar ao surgimento do cancer. O primeiro, complicadissimo, corresponde
na verdade a todo um conjunto de possiveis mutacoes em alguns das cen-
tenas de genes que regulam o processo de divisao celular e é denominado
instabilidade cromossomica . O segundo é a ativacao de certos genes
que aumentam a taxa de proliferacdo celular se um alelo sofre mutacao ou
é expresso incorretamente. Esse conceito de oncogenes foi proposto em
1976 por J. Michael Bishop e Harold E. Varmus e os levou ao Prémio No-
bel de Medicina de 1989. Finalmente, em 1971, Alfred Knudson propos a
existéncia dos posteriormente descobertos genes supressores de tumor
(GST’s), ao estudar os padrdes de incidéncia etaria do retinoblastoma, um
tipo de céncer infantil que leva ao surgimento de tumores nos olhos das
criancas.

Knudson descobriu que o ntmero de casos aumenta de forma quadra-
tica com a idade entre as criancas que apresentam um tUnico tumor, mas
linearmente (e mais rapidamente) entre aquelas com multipla incidéncia de
tumores em ambos os olhos. Ele propds que os portadores de multiplos
tumores teriam herdado um alelo inativo de um dos seus pais, mas que
uma célula s6 se tornaria cancerosa ap6s a ocorréncia de uma mutacao que
desativasse o segundo alelo. Por outro lado, o crescimento mais lento do
numero de casos na outra subpopulacao seria explicado pela necessidade da
ocorréncia de duas mutacgoes. De fato, ja se conhecem diversos GST’s e eles
apresentam a propriedade de que a primeira mutagio é neutra (ou quase),
enquanto a segunda realmente altera substancialmente o fenétipo celular,
aumentando sua taxa reprodutiva.

Neste texto, vamos apenas construir um processo Markoviano para des-
crever a evolucao de um conjunto de células portadoras de GST’s. Porém,
seu estudo analitico nao é simples, e ndo nos preocuparemos em estudar
suas conseqiiéncias.
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4.1.2 Um modelo estocastico simples

Vamos considerar uma populacao de N células, cada uma das quais per-
tencente a uma entre 3 categorias. As células do tipo 0 sdo aquelas que
apresentam os dois alelos de um gene supressor de tumor ativos (ndo can-
cerosas, portanto). Aquelas do tipo 1 possuem exatamente um alelo ativo.
Elas nao sdo cancerosas, mas estdo mais proximas de atingir essa condi-
¢cao do que as células do tipo 0. Finalmente, as células do tipo 2 sao as
cancerosas, com ambos os alelos inativos.

Embora admitamos que as células do tipo 1 tenham a mesma taxa re-
produtiva que as variedades do tipo 0, isso nao quer dizer que as taxas de
ocorréncia de mutacoes nessas duas subpopulacoes sejam idénticas. De fato,
hé evidéncias experimentais de que a taxa u; com que células do tipo 0 ad-
quirem sua primeira mutacao seja menor do que a taxa us com que células
do tipo 1 tornam-se cancerosas, pois certos processos s sao possiveis apoés
a ocorréncia da primeira inativacao alélica.

Adotando a dindmica de Moran de tempo discreto discutida no capitulo
2, vamos construir uma cadeia de Markov de tempo discreto cujo espaco
de estados ¢ S = {0,1,--- ;N + 1}. Se pelo menos uma das N células
for cancerosa (tipo 2) no instante ¢, diremos que X; = N + 1. Isso é
suficiente para iniciar o surgimento de um tumor e serd considerado um
estado absorvente dessa cadeia de Markov. Por outro lado, por X; = ¢
denotaremos o estado em que ¢ células sdo do tipo 1 e N — ¢ sdo do tipo 0.

Dessa forma, a construcao da matriz de transicdo da cadeia de Mar-
kov é imediata. Expondo-as de uma forma um pouco menos elegante do
que seria possivel, mas mais conveniente para a descricao da dinamica, as
probabilidades de transi¢do nao nulas sao pyyi,v+1 =1¢€

N —1 i .
Dii—1 = ( N )(1—U1) (N)’ 221,"' ,N—l, (411)

Pii+1 = (NJ\;Z> Uy (NJ\;Z> + <Jif) (1 —u2) (NJ\;Z) ,1=0,--+,N—14.1.3)

e
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i .
Di,N+1 = <N) ug, t=1,---,N. (4.1.4)

Analisemos a eq. (4.1.2), por exemplo. O primeiro termo no lado di-
reito dessa equagao corresponde & probabilidade de, na dinamica de Moran
, uma célula do tipo 0 ser escolhida para reproduzir-se, multiplicada pela
probabilidade dessa descendente nao se transformar em uma célula do tipo
1 e pela probabilidade dessa nova célula substituir uma outra semelhante
a si propria, deixando inalterado o estado da cadeia de Markov. Por outro
lado, a cadeia também permaneceria no mesmo estado se uma célula do tipo
1 substituisse uma congénere, o que esta representado no segundo termo.
Finalmente, o terceiro termo corresponde & probabilidade de uma célula do
tipo 0 se reproduzir e substituir uma do tipo 1, mas apenas ap6s ter sofrido
uma mutagao que a torna idéntica & outra que ela substitui e mantém inal-
terado o estado do sistema. As demais expressoes admitem interpretacoes
analogas.

Exercicio: Certifique-se de que vocé compreendeu a construcio de todas
as probabilidades de transicao do modelo descrito logo acima.

4.2 Um Jogo Evolucionario

Nao é possivel descrever cuidadosamente os principios da Teoria de Jogos
nestas notas. Um leitor interessado nesse tema pode consultar [14] para
conhecer uma abordagem rigorosa, mas introdutoéria e despida de aplica-
¢Oes, ou [7], para conhecer em detalhes a abordagem evolucionaria. No
proximo pardgrafo, introduziremos alguns termos com significados que se-
rao bem claros neste contexto e faremos algumas relacoes para sugerir aos
leitores porque esse formalismo tornou-se relevante para o estudo de certos
problemas biolégicos.

A Teoria de Jogos é um formalismo matematico idealizado para descre-
ver o comportamento de sistemas compostos por diferentes agentes, os assim
chamados jogadores, que atuam em um determinado contexto em busca de
uma recompensa (payoff) que depende também das agées dos demais jo-
gadores, guiadas por estratégias previamente adotadas. Respectivamente,
em sistemas bioldgicos, é possivel vislumbrarmos diferentes individuos em
um ambiente competitivo com suas adaptabilidades relativas dependendo
do resto da populacao, que se reproduzem de acordo com suas caracte-
risticas intrinsecas (=“genotipo”). Se os “individuos” fossem diferentes
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alelos, por exemplo, suas identidades estariam muito bem definidas e se-
riam constantes na auséncia de mutagoes, que fariam o papel de alteracoes
de estratégias.

No modelo que vamos estudar, ndo admitiremos a possibilidade de mu-
tagoes; a recompensa de um jogador ao interagir com um outro dependera
unica e exclusivamente das suas identidades. Explicitamente, vamos consi-
derar uma populagao de tamanho constante N cuja composi¢ao é comple-
tamente especificada pela quantidade ¢ de jogadores do tipo 1, os restantes
N — i sendo classificados como do tipo 2. A matriz de recompensas M é tal
que M, é a recompensa de um jogador do tipo ¢ quando ele se “confronta”
com um jogador do tipo v, u,v = 1,2. No entanto, ao contrario da Teoria
de Jogos usual, onde as freqiiéncias dos diferentes tipos de jogadores sao
mantidas constantes, permitiremos que essas freqiiéncias mudem no tempo,
associando a adaptabilidade de um agente & matriz de recompensas. Trata-
remos, portanto, de selecdo dependente das freqliéncias, o que insere nosso
estudo na assim chamada Teoria Evolucionaria de Jogos [7].

Como definir as adaptabilidades a partir de M? Seguiremos [17], in-
troduzindo um coeficiente de selecio w € [0,1] que regula a influéncia da
matriz de recompensas (note o que ocorre quando w = 0 ou w = 1) e,
para w fixo, definindo a adaptabilidade de um agente do tipo p quando a
populacdo estd no estado ¢« como
fHw)=1—w+wrl, (4.2.5)

K2

onde 7 ¢ a recompensa média obtida por um jogador do tipo p quando

h& i jogadores do tipo 1. Embora a matriz de recompensas seja constante,
rt depende do estado da populagdo porque os 2 pesos usados no calculo da
recompensa média sao as probabilidades de um agente p encontrar-se com
um outro, que pode ser como ele proprio ou do tipo oposto. Explicitamente,

L (i1 N —i
L = M M 2.
T (Nl) 11+(N1) 12 (4.2.6)

9 ) N—-—71—-1
e M. ———— | Moo. 2.
T <N—1) 21+< N1 ) 22 (427)

Dadas as adaptabilidades, a escolha da dindmica populacional deve ser
guiada pelo principio basico de uma boa modelagem, que é balancear a trata-
bilidade do modelo com sua capacidade de representacao dos fendmenos em
analise. Novamente, vamos adotar uma dindmica de Moran de tempo dis-
creto agindo na populagio, como descrito na se¢do 2.4. A cada itera¢io, um
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jogador é sorteado para gerar um descendente idéntico a ele, que substituira
um dos N membros ja presentes (que pode ser até seu proprio ancestral)
escolhido aleatéria e uniformemente. Porém, o sorteio do individuo que se
reproduzird nao é uniforme, mas sim ponderado pelas adaptabilidades dos
diferentes jogadores. E importante ressaltar que a selecio atua somente na
etapa de reproducdo. Se, além disso, as adaptabilidades afetassem as “pro-
babilidades de encontro” presentes nas eqs. (4.2.6-4.2.7) ou a escolha do
agente a ser substituido, terfamos mais dificuldades em identificar os efeitos
seletivos por “multiplicidade de atuagao”.

Muito bem, agora s6 precisamos descrever o comportamento do sistema
ao longo do tempo. Como a populacio é caracterizada apenas pelo niimero
1 e a dindmica de Moran s6 permite a substituicao de um dos N membros da
comunidade a cada passo temporal, estamos trabalhando com uma cadeia
de Markov de tempo discreto cuja matriz de transicao é tal que p; ; = 0 se
li—j|>2esei=1,--- ,N—1,

if} N —i
iitl = — : ) 4.2.
Pt =iy N =2 N (4.28)
(N —i)f? ‘
Diyi—1 = : C = (4.2.9)

iff +(N=i)ff N

€ Pii = 1 —Piit1—Pii—1. Evidentemente, poo =1 =py.nepor =0 = DN,
parak #0el# N.

Portanto, temos mais um modelo que é um caso particular do processo
geral de nascimento e morte em tempo discreto que estudamos na secao

2.4. Relembrando aquela notacao, as eqs. (4.2.8) e (4.2.9) fazem com que
2

o; = 7 e aeq. (2.4.23) mostra automaticamente que a probabilidade de

ﬁxa«;éuoZ de um agente do tipo 1 quando todos os N — 1 individuos sao do

tipo 2, ou seja, a probabilidade de que uma populacao no estado ¢ = 1

eventualmente atinja o estado i = NN, é
1

p= P
N-1 k f3
1+ Zk:l Hj:1 le

(4.2.10)

Maiores progressos de agora em diante dependeriam de detalhes da ma-
triz de recompensas M ou de aproximagoes convenientes. Em [17], admite-se
que w seja proximo de 0 e alguns resultados bem interessantes sao obtidos
com base em expansdes assintoticas (no tamanho da populagido, mesmo fi-
nita). Infelizmente, ndo temos espaco para trilhar esse caminho. Além disso,
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essas analises subseqiientes, embora relevantes, desviariam nossa atencao do
processo de modelagem, que foi o foco deste minicurso. De qualquer forma,
os leitores interessados em maiores detalhes podem procurar aquela referén-
cia.



Apéndice A

Teoria Axiomatica de
Probabilidade

Como todos os leitores destas notas devem saber, um experimento que re-
quer uma anélise probabilistica é aquele cujo resultado nao é determinado
univocamente, mas sim pode ser qualquer elemento w (denominado evento
elementar) de um conjunto amostral Q. Dessa forma, é natural que
se busquem formas de associar a cada evento possivel (qualquer subcon-
junto de ) um ntmero que indique ou mega, em algum sentido, o quéo
freqiientemente esse evento deveria ocorrer se o experimento fosse realizado
diversas vezes. Além disso, espera-se que a no¢ao intuitiva de uma variavel
aleatéria como sendo uma funcio que associa um nimero (real) associado
a cada possivel evento também seja bem conhecida (apesar de ser denomi-
nada uma “varidvel”), bem como as mais comuns distribuicoes e densidades
de probabilidades. Todos esses conceitos estao descritos de forma elementar
em [11], embora todos devessem estudar algum texto do nivel de [8] mais
cedo ou mais tarde.

Isso ja é suficiente para formar uma idéia intuitiva do que é um processo
estocastico, como foi feito no capitulo 1. Porém, este apéndice deve ser
apreciado pelos leitores mais avidos por rigor.

Para enunciarmos precisamente a definicao de um processo estocastico ,
precisamos abstrair a nocao de um modelo probabilistico com que se iniciou
o capitulo 1 para aquela de um espago de probabilidade, que é um trio
(Q, A, P) onde

1. © é o familiar espaco amostral,

2. A & uma cole¢io de subconjuntos de 2 conhecida tecnicamente como
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uma o-élgebra (ou simplesmente “familia de eventos”) e
3. P ¢ uma medida de probabilidade, uma funcao P: A — R.

Previsivelmente, A e P devem satisfazer certas propriedades.

Surpreendentemente para os nedfitos, .4 ndo precisa ser necessariamente
o conjunto de todos os subconjuntos de 2. Na verdade, em muitos casos
isso nao é sequer desejavel, embora nao possamos discutir isso nestas notas.
Uma o-algebra A deve apenas ser tal que

i.leAdec A,

ii. para todo M € A também seja verdade que M° € A, onde M€ é o
complemento de M em Q, M ={weQ : wg M}, e

ili. para qualquer familia de conjuntos M; € A, com j € N, também seja
verdade que (U5, M;) € A.

Pelo menos as duas primeiras propriedades sdo bem intuitivas. Tipicamente,
um evento pode ocorrer ou ndo. Mas a nao ocorréncia de um evento equivale
a ocorréncia do seu complemento, o que é expresso por (ii). O evento certo
Q e o evento impossivel ) poderiam suscitar ddvidas, mas, desde que a
eles sejam atribuidas probabilidades “coerentes” (1 e 0, respectivamente), a
propriedade (i) é evidente.

Vejamos, entdo, quais sdo os axiomas de Kolmogorov para P. Essa
medida deve ser tal que

i. para todo M € A, P(M) > 0,
ii. P(Q) =1e

ili. para qualquer familia de conjuntos M; € A, dois a dois disjuntos
(tais que M; N My, = () se i # k), vale a propriedade P (U5, M;) =

Z;il P(Mj)-

As propriedades (i) e (ii) sdo bem intuitivas, enquanto a (iii) equivale a
famosa “regra do OU” que muitos estudantes sdo obrigados a decorar. Das
(i), segue que P(0) = 0, por exemplo.

Como se vé, existe muita coisa por tras daquela vaga nocao de “atribuir
probabilidades a eventos”. Da mesma forma, o conceito de variavel aleatoria
deve ser refinado. Os leitores certamente ja calcularam algo como a “proba-
bilidade de uma certa varidvel aleatoria X ser menor que 2”, por exemplo.
Entretanto, o que devemos obter sdo as probabilidades de eventos. Qual é
o significado de um calculo como aquele? Para respondermos essa questao,
o proprio conceito de variavel aleatoria precisa ser definido precisamente.
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Pois bem, uma variavel aleatéria (real) ¢ uma funcdo X : © — R tal
que {w: X(w) <z} € A para todo z € R. Portanto, quando dizemos, em
um abuso de linguagem, que queremos calcular P(X < 2); o que na verdade
queremos dizer é P({w : X (w) < 2}). Uma variavel aleatoria ¢ discreta se a
imagem da funcdo X, X(Q), for um conjunto enumeravel.

Finalmente, temos condicGes de definir precisamente o que € um processo
estocastico.

Definigao A.1. Dado qualquer conjunto T, um processo estocdstico com
conjunto indicial T € uma colegio {X; : t € T} de varidveis aleatorias
indexadas por T e definidas em um mesmo espago de probabilidade.

A classificacdo dos diferentes processos estocasticos e suas propriedades
estao descritos no corpo do texto, no capitulo 1.
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