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Exemplo 1: Um modelo de dinamica populacional

Apds a publicagdo de “A riqueza das nagdes” em 1776 pelo escocés Adam
Smith, considerado um dos filosofos do capitalismo classico, a Inglaterra vivia a 1*
revolucao industrial e estabeleciam-se as regras do capitalismo econdmico.

A disputa entre os latifundiarios e os industriais, os primeiros defendendo uma
politica de protecdo a restricdes as importagdes de géneros agricolas e os segundos
defendendo o livre cambismo, foi acompanhada por dois importantes pensadores:
Malthus e Ricardo.

Diante da questdo social representada pela crescente miséria do operariado, o
religioso Thomas Malthus (1766-1834) elaborou sua “Teoria da Populagao* apresentada
em seu livro “Ensaio sobre o principio da Populagdo” publicado em 1788.

Segundo ele a populagdo crescia em progressao geométrica com maior rapidez
que os meios de subsisténcia, que cresciam em progressao aritmética. O resultado era a
miséria € a pobreza que se assistia na Inglaterra devido ao desequilibrio entre os
recursos naturais e a necessidade do povo.

Malthus era contrario a qualquer tentativa do Estado de resolver o problema da
miséria: “Um homem que nasce em um mundo ja ocupado ndao tem o direito de
reclamar parcela alguma de alimento. No grande banquete da natureza ndo ha lugar para
ele. A natureza intimida-o a sair ¢ nao tarda em executar a intimagao...”.

O modelo de Maltus para a dinamica populacional teve implicagdes sociais €
economicas que ainda influem na organizagdo mundial contemporanea.

Além disso, suas propostas influenciaram outros estudiosos como Charles
Darwin (1809-1882) que baseou-se nelas para elaborar suas idéias sobre selecdo natural.

Simplificagdes do modelo de Malthus:

1) A densidade populacional ¢ suposta uma distribuicdo homogénea ou o
crescimento em uma regido compensa a diminuicao em outra N(7,¢)=N(t) .
1) Emigracdo = Imigragdo ou ambos sao nulos.

111) Nascimentos = n.N(t) onde n ¢ a taxa de natalidade
1v) Mortes = m. N(t) onde m ¢ a taxa de mortalidade
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Figura 1 . Modelo de Malthus de dindmica populacional onde N(rt) ¢ a fungao
de densidade populacional e r € a posicdo em coordenadas geograficas.

Como N(?) varia no tempo? Com a diferenga entre o nimero de nascimentos e de
mortes:

NG _ oy N(t) = mN(2) = (n— m).N(D) O

Os parametros n € m sdo considerados fixos no intervalo de tempo em questao.
A solucdo da equagdo 1 ¢

N(t)= N(0).e” onde r =n-m e o crescimento vegetativo.

Para » > 0 a populagdo cresce exponencialmente e para r<0 a populagdo decresce
exponencialmente.

Retrato de fases

Variacao continua = fluxo

>0 r=0 r <0

N N(©)=N(0)

® N(t=0) N(t=0) ¢ Nt=0)



Figura 2: Observamos que os retratos de fases mudam qualitativamente quando variamos o
parametro r . Esta mudancga qualitativa é chamada de bifurcagao.

Outro modo de ver este resultado:

dN@) _ N@+A)=NO) _ o
dt At ’

N(t+At)=N(t)+ At.r.N(¢t)
para At=1 ano por exemplo,
N(it+1)=N@®)+r.N@t)=(r+1N(1)

N(t+1)=a.N(?) 2)

N@®

NG3)

N2 intervalos discretos = MAPA
N(D)
N(=0)

Figura 3 Representagéao discretizada do modelo segundo a equagéao 2

Entdo, se a >1 indica crescimento em progressao geométrica de acordo com o

modelo de Malthus.

Como a producao de alimentos e recursos varia com o tempo?

Numero de trabalhadores

/ aumenta exponencialmente

R ~ N.("terra").(" capital")

\ Y/

Limitados
crescem nO mMaximo dR(t
. < J — B =cte
linearmente no tempo dt

R(t) = R(#,) + Pt ~1,)
R(t+1)=R(t)+ P —» Progressio aritmética



Mais detalhes e referéncias relacionadas:

http://www.mtholyoke.edu/courses/imorrow/math_models.htm
http://www.hystoria.hpg.ig.com.br/Ribclas.html

Adam Smith -4 riqueza das nagoes

Charles Darwin- 4 origem das espécies e a sele¢do natural.

Exemplo 2: O péndulo simples
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Figura 4 A forgg resultante
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Deslocamento tangencial:

d(ml0)
dt

F, = -mg.sin® T —mg.sin@ = 6= —%me 3)
p, =my, =ml 0

Nao existe solucao analitica para a equagdo 3, mas se considerarmos 0 << 1
entdo, 0 =senb e a equacao 3 torna-se linear e soluvel na forma:

0 :—§6 para 0<<1

Que ¢ a equagdo do péndulo linearizada e ensinada nos cursos de fisica basicos.
Mas sera que nao podemos aprender algo sobre o péndulo sem resolver analiticamente a
equagdao do movimento?

. do
0= dr =0 =/0.9) Introduzindo a nova variavel ¢ obtemos
duas equacdes diferenciais de primeira

B . _
0 :7‘5:9 =—§sme = h(0,0) ordem



Como ¢ o retrato de fases no espago ¢ (6 ) ?

o
dt _d0 _fO0)_ ¢

do do  h®.9) _g. 4
dt

—§sine.de = ¢.do

Integrando dos dois lados,

¢’ —a.cosp =E,

, \ . 2g 2 2 ,
onde E, ¢ uma constante correspondente a energia total e a = - Otermo @~ =0 ¢€o
quadrado da velocidade angular, e portanto diz respeito a energia cinética do sistema,
enquanto que o termo a.cos@ corresponde a energia potencial. Assim,

0 =0, 2w, 47 ... equilibrio estavel

¢ ==x,/E, +acosb

0 =, 37 ... equilibrio instavel

Retrato de fases do pendulo simples

Figura 5 Retrato de fases ¢ (0 ) do péndulo simples. Com velocidade nula, em
0 =2nn (bolas fechadas) os sistema se encontra em equilibrio estavel, e em
0 =(2n+1)n (bolas abertas) os sistema se encontra em equilibrio instavel



