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1. Estabilidade Linear e Pontos de Equilibrio

Considere o sistema dinamico linear:

dx -
dt_x_f(xay)
dy -
dt—y—g(x,y)
_ > (x) -~ x
Definindo: x= ex=|"
Y y

—

x=f ; onde f'¢ uma matriz quadrada 2 x 2.

Podemos generalizar para n dimensoes:

- —
x=F x onde F ¢ uma matriz quadradanx n

N
Ponto fixo P*=x
Uma vez que o sistema € colocado em P* ele permanece para sempre em P*, ou seja,

x*=0 T F(x*)=0

Exemplo Péndulo simples:



N
Um ponto fixo ou ponto de equilibrio x * ¢ chamado estavel se a resposta do
sistema a uma pequena perturbagdo permanece pequena quando ¢ — .

—® instavel

—» estavel

—

x * ¢ assintoticamente estavel se a resposta do sistema a uma pequena perturbacao

aproxima-se de ;* quando ¢ —> | » * entdo é chamado de ATRATOR.

O conjunto de todas as possiveis condi¢des iniciais do espago de fases que converge
-

para o mesmo atrator ¢ chamado bacia de atracdo deste atrator; x * ¢ um ponto de
equilibrio instavel se a perturbacao cresce quando ¢ — .

- -
Obs: se x * ¢ assintoticamente estdvel entdo x * & estavel, mas o inverso pode ndo
ocorrer !

2. Estabilidade estrutural

Consideremos x = A x
x*=0 »  ponto de equilibrio
x(t)=e"" —» solugio

Se A < 0 entdo x ¢ assintoticamente estavel.
Se A <0 entdo x ¢ estavel

Se A >0 entdo x ¢ instavel

A € um parametro que define como ¢ a estrutura qualitativa do retrato de fases. Quando
A passa de negativo para positivo o sistema muda seu comportamento qualitativo, ou
seja, uma pequena perturbacdo em A quando A = 0 ¢ suficiente para que o sistema

perca sua estabilidade estrutral e dizemos que ocorre uma bifurcagdo em A =0.

Estabilidade local > Pontos fixos

Estabilidade estrutural > Mudangas qualitativas do retrato de
fases quando mudamos um parametro




Um sistema ¢ denominado estavel se para qualquer perturbagdo suficientemente
pequena das equacdes, ou seja, pequenas mudangas nos parametros que o definem, o
fluxo resultante ¢ topologicamente equivalente aquele das equagdes sem a perturbagao.

Seja o sistema dinamico linear:

}czax+by=f(x,y)

@)
y=ax+by=g(x,y)
Ponto de equilibrio —»  (x*,y*)=(0,0)
A solugao geral € do tipo:
x(t) = e X,
(it)

y()=e""y,
(1) em (i1):
x = Ke“.xo = ae“xo +be“J’o
y=nre""y, =ce"'x, +de" "y,
(a=M)x,+by, =0

(iii)
exyg+(d—-A)y,=0

(1i1) s6 tera uma solugdo ndo trivial se o determinante da matriz dos coeficientes for
nulo, ou seja se

oF o
a bi_|ox oy =J —» matriz jacobiana
c d og og

ox Oy

Generalizando para dimensao arbitraria:



g2y -y
o(x,y)

A solugdo é: x(¢) = " xo

Escrevendo da forma:

(J-7% 1) x0=0 | onde I éa matriz identidade,

reduzimos o problema a encontrar os autovalores e autovetores de J.
Aplicando ao caso bidimensional (i) obtemos uma equacao de 2° grau
(a—A)Y(d—-A)—bc =0

com duas raizesi, € A, que definem a estabilidade do ponto de equilibrio (0,0).

Para n dimensdes —® A , A,,... A, reais ou complexos

n

A =Re(A )+ilm(A )

- -
Re(A )t i.Im(h )t
x(t) =" e ko

(. Im(L . ~
""" — oscilagdo

A estabilidade esta relacionada com a parte real da raiz:

Se Re( ) > 0, entdo x(r) — o quando ¢ —o—— INSTAVEL

Se Re(A )< 0, entdo ;(t) — 0 quando t >0 —» ASSINTOTICAMENTE
ESTAVEL

Re(A )# 0~ equilibrio hiperbdlico ou ndo degenerado
Re(L )= 0~ equilibrio ndo-hiperbdlico, eliptico ou degenerado

Conceito de estabilidade de Lyapunov:

Re(A,) <0 paratodoi —=> estabilidade assintdtica
Re(A,) > 0 para um ou mais valores de ic=) instabilidade



