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Notas de Aula - Parte 12

Atratores

Um conjunto fechado de pontos A, no espaco de fases de um sistema
dinamico é definido como atrator se

e A é um conjunto invariante: qualquer trajetoria que comeca em A
permanece em A por todo o tempo

e A atrai um conjunto aberto de condic¢Ges iniciais. H4 um hipervolume
B que contém A tal que para qualquer condicao inicial Z(0) € B a
distancia entre Z(t) e A tende a zero quando t — co. O maior conjunto
de condicoes iniciais que satisfaz essa propriedade é chamado de bacia
de atracao

e A é um minimo: nao ha um subconjunto de A que satisfaga as duas
condicoes anteriores.

Expoentes de Lyapunov

Seja um sistema de n equacoes diferenciais ordinédrias. onsidere uma
hiper-esfera de condigoes iniciais centrada num ponto Z(¢y) Conforme o tempo
passa esse volume se deforma.



Figura 1: Deformagao de um hipervolume no espago de fases (esq.) e diregoes de ”com-
pressao e estiramento”de um fluxo em 3 dimensoes(dir.)

Assuma que para cada uma das n dimensoes o raio inicial d;(ty) tenha
variado exponencialmente com o tempo de maneira que a relagao entre d;(t)
e o valor correspondente no instante ¢ seja dado por

4i(t) = dyto) exp {As(t — 1)} 1j=1,2.m
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Os numeros A; sao chamados de expoentes de Lyapunov

Em ¢ > ty o volume V (¢) da hiperesfera deve ser proporcional ao produto
das distancias d;(t) que o caracterizam, isto é:

ocHd othO)eXp{t—to ZA}

7j=1

onde V (tp) é o volume da hiperesfera no instante inicial t5. Se o sistema
é conservativo, V (t) = V (t)

n
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Se o sistema ¢ dissipativo V (t) < V(t)

i/\j <0
j=1



Figura 2: Expoentes de Lyapunov associados a um ciclo limite

Sobre uma solucao periddica, a distancia entre duas solugoes inicialmente
vizinhas se mantém constante na média, de modo que o expoente de Lya-
punov associado a essa dimensao é nulo. Nas direcoes perpendiculares ao
atrator periddico ha contracao de volume no espaco de fases e os expoentes
de Lyapunov associados a essas dimensoes sao negativos.

Fluxos

Para n=3:
e ponto fixo estavel — A, Ay, A3 <0
e ciclo limite — A, Ay <0e A1 =0

e Toro 7? — Ay <0e Ay, A3 =0



Atrator caodtico

Caracterizado pela divergéncia exponencial de trajetérias vizinhas. Pelo
menos um dos expoentes de Lyapunov deve ser positivo A; > 0 e a drbita
ao longo do atrator tem expoente nulo Ay = 0 de modo que deve haver pelo
menos um expoente menor que zero para que y_ A; <0

S0 € possivel existir atrator cadtico para
dimensao n > 3




