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Dinamica Toroidal

Qualquer comportamento oscilatorio periédico num espaco de fases pode
ser transformado em um toro 7™ ou em um ciclo limite (7"!) por uma mudanga
de variaveis adequada.

O comportamento das 6rbitas num toro pode ser estudado em um se¢ao de
Poincaré bidimensional (ciclo limite). Se considerarmos uma transformagao
que mantenha o raio do cilo limite constante reduzimios o sistema ao es-
tudo de um mapa unidimensional que relaciona o angulo atual com o angulo
anterior, como € o caso do mapa do circulo.

K
Opni1 = |0+ Q — oy sin(2w0n) | mod(1)
7r

onde ) é uma frequéncia externa e K é relacionado a amplitude da nao-
linearidade do sistema.
exemplo 1: caso nao-linear (K = 0)

gn—i-l = en +Q

Se ) = % = 0.4, o retornara ao vallor inicial apds 5 iteradas. Tendo feito
duas rotacoes. Se () é irracional, 6 nao volta exatamente ao valor inicial e o
movimento é quasiperiddico. Se €2 ¢ racional 2 = £ (nimero de rotagao) o

mapa é cilico ou periddico).



O numero de rotacao W ¢ definido por:

0, — 6o

W =lim,_
O que acontece quando K # 07 Considere o mapa do circulo
Op1=T(0) =a+esinb,

No limite € — 0 ¢ intutil tentar descobrir o nimero de rotagao expandindo
W (T,(0)) porque as séries em ¢ divergem. Temos que usar um método in-
direto que consiste em procuar a a regiao do plano («,e) onde existe uma
6rbita periédica de perfodo W = £ (racional). Para ¢ = 0 s6 temos a = 222,

Para e # 0 procuramos os parametros para os quais

r—1

0="T.(0)=0+r (?m') +eY sin(790) (1)

J=0

tem solucao, usando € e o/ como parametros pequenos. Se W = 1, a
equacgao (1) se reduz a

0=a +esinf — |d|=¢
Se W =1/2, de (1):
0=2a"+¢esinf+esin(f + 7+ o' +esinh)

expandindo sin(f + 7 + o +esinf) = —sinf — (a/ +esinf) cosf + ...

2
20/ = d’ecos b + % sin(26)

o <<
!
Como 2a/ > a’ecosf estes resultados significam que uma frequencia de
forgamento irracional produz movimento periédico. Essa caracteristica é co-
nhecia como travamento de frequéncias (”frequency locking”) e W é inde-
pendente da condigao inicial 6y Considere o espago de parametros (e, &) com
as regides de movimento periddico (W =racional).
As regioes de movimento periddico que aparecem na vizinhanca de § =racional

sao chamadas linguas de Arnold.
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Figura 1:

Para ¢ = 0 as linguas de Arnold formam um conjunto de medida nula
— § =racional Para ¢ = 1 as linguas de Arnold formam um conjunto de
Cantor em que apenas W racionais sao disponiveis para a oscilacgao.

O grafico W («a) apresenta apresenta infintos degraus com os degraus mais
largos correspondendo aos niimeros racionais mais simples (menores denomi-
nadores).

Como entre cada dois racionis é possivel achar um outro, a figura foi
chamada de escada do diabo e tem uma dimensao D = 0.87.



Sistemas Dinamicos Conservativos

Energia = Constante
H=H(J,0)
Nao existe dissipacao
Nao existem atratores

Geralmente, além da energia ha outras constantes de movimento, como
por exemplo o momento angular E, o momento linear p, etc... Neste caso as
orbitas de um sistema hamiltoneano D dimensional permanecem em toros
T onde R = nimero de varidveis angulo-acao - nimero de constantes de
movimento. Um sistema cadtico implica em nao linearidade de H, de modo
que H nao é integravel.

Teorema de Poincaré

Seja H(J,0) = Hy(J) + AH1(J,6) onde Hy(J,0) é periédica em cada
0,(i =1,...,N),
9?H,

‘&L@Jk

[ £0

Nao existe nenhuma outra integral de movimento
a nao ser a propria hamiltoniana

Em que H, é a Hamiltoniana nao perturbada e H; é uma perturbagao
nao-linear. A perturbacao nao-linear destréi os toros T

Teorema KAM

Seja uma hamiltoniana que satisfaz o teorema de Poincaré. existe uma
transformacao canonica para novas variaveis angulo-acao onde a Hamiltoni-
ana ¢ fracamente perturbada pelas nao-linearidades. Esta classe contém a
maioria das solugoes quando a perturbacao tende a zero. Ou seja: muitos
toros apenas sao distorcidos pela erturbagao,mas nao sao destruidos. Estes
toros "resistentes”sao chamados de superficies ou toros KAM.



