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O métodos da fisica estatistica, incorporan-
do a formulacio e o tratamento de modelos
microscopicos, ¥m encontrado utilizacio

em uma grande variedade de problemas de
diversas dreas da ciéncia. Os dez primeiros
capitulos deste texto foram escritos a partir
das notas de aula para uma disciplina intro-
dutdria de um semestre, oferecida aos alunos
do Instituto de Fisica da USP no final do ba-
charelado (que ja foram expostos as idéias da
mecanica, do eletromagnetismo e do cilculo
diferencial). Os ensembles estatisticos de
Gibbs sao intreduzidos através de argumen-
tos simples ¢ de muitos exemplos, Hi breves
revisoes da termodindmica gibbsiana e de
nocoes da teoria das probabilidades. Awravés
de todo o texto utilizam-se modelos simplifi-
cardos para apresentar conceitos modernos e
ilustrur os desenvolvimentos tedricos. Apos os
capitulos iniciais, o texto contém aplicaghes
a problemas da fisica da matéria condensada,
além de uma introducao a desenvolvimentos
mais recentes na arca de transicoes de fases

e fendmenos criticos. Nos diltimos capitulos,
hd uma introducio ans méwndos da fisica
estatistica para o watamento de sistemas

fora do equilibrio termodinimico. Todos os
capitulos sio acompanhados de uma série de

CXETCICIOS.



Introducao a
Fisica Estatistica



Eb] UNIVERSIDADE DE SAQ PAULO

Reitera  Suely Vilela
Vice-reitor  Franco Maria Lajolo

l edusp

M EDITORA DA UNIVERSIDADE DE SAO PALLO

Diretor-presidente  Plinio Martins Filho

COMISSAO EDITORIAL
Presidente  José Mindlin
Vice-presidente  .Carlos Alberto Barbosa Dantas

Adolpho José Melfi
Benjamin Abdala Jinior
Maria Arminda do Nascimento Arruda
Nélie Marco Vincenzo Bizzo
Ricardo Toledo Silva

Direiora Editorial  Silvana Biral

Edluras-assistentes  Marilena Vizentin

Carla Fernunda Fontaza



~

Introducao a
Fisica Estatistica

Silvio R. A. Salinas

IedusP



Copyright © 1999 by Silvio R. A, Salinas

1? edigdo 1997
2* edigdo 1999
2% edigdo, 1* reimpressio 20035
2% edigiio, 2° reimpressiio 2008

Dados Intemnacionais de Catalogagiio na Publicagio (CIP)
{Cimara Brasileira do Livro, SP, Brasil)

Salinas, Silvio R, A.

Introdugio & Fisica Estatistica/Silvio R, A. Salinas. -2. ed.
2. reimpr. — S4o Paulo: Editora da Universidade de Sio Pau-
lo, 2008. —~ (Académica; 9)

Bibliografia.
ISBN 978-85-314-0386-6

1. Fisica Estatistica 1. Titulo II. Série

97-1042 CDD-530.1595

indices para catdlogo sistemdtico:
I. Fisica Estatistica  530.1595

Direilos reservados a

Edusp — Editora da Universidade de S$io Paulo

Av. Prof. Luciano Gualberto, Travessa J, 374

6° andar - Ed. da Antiga Reitoria — Cidade Universitdria
G5508-010 — Sdo Panlo — SP — Brasil

Divisao Comercial: Tel. (11) 3091-4008 / 3091-4150
SAC (11) 3091-2911 - Fax (11) 3091-4151
www.ednsp.com.br — e-mail: edusp@usp.br

Printed in Brazil 2008

Foi feito o dep6sita legal






Pigina 7: Tamulo de Bolzmann em Viena
Foru: Consmntino Tsallis



SUMARIO

PrefAcio ..o 15
1 Introducio aos Métodos Estatisticos ................... N 21
1.1 O problema do caminho aleatério ........ ... ... ... ... ... ... 22
1.2 Valores médios e desvio padrao .. .................. e 24
1.3 Limite gaussiano da distribuicao binomial ........... ... .. ... 27
1.4 Distribuicdes de varias variaveis aleatorias.
Distribuiches continuas ... ....v vt i e 30
#*1.5 Distribui¢do para o problema do caminho aleatério
gencralizado. Limite gaussiano ........ P 34
Exercicios ... ..o v 38
2  Descri¢ao Estatistica de um Sistema Fisico ......... ... ... . .. ... 41
2.1 Especificagao do estado microscopico de um sistema:
exemplos qQUANUCOS. . ... 42
2.2 Especificacao do estado microscopico
de um sistema classico de particulas .......... ... . .. L 48
*2.3 Ensemble estatistico, hipdtese ergodica,
postulado fundamental da mecéanica estatistica ................. 52
*2.4 Consideracoes sobre a formulacao
da mecanica estatistica dos sistemas quanticos . ................. 56
EXErciCiOS « v vttt e it et e e e D8
3 Roteiro para uma Revisdo da Termodinamica. .............. ... ... ... 61

3.1 Postulados da termodindmica de equilibrio ........... .. ... ... 61



10

.

4

ot

6

~

Introducdo @ Fisica Estatistica

3.2 Parametros intensivos da termodinimica ... .......... e 64
3.3 Equilibrio entre dois sistemas termodinimicos. . . . . . R 06
3.4 Relacbes de Euler ¢ de Gibbs-Duhem ..... ... ... e .70
3.5 Derivadas termodinamicas de interesse fisico .. ... ... . ... e 71
3.6 Potenciais termodinamicos. ... ......... .. e S 72
3.7 Relagoes de Maxwell ... ... ... .. e e LT
3.8 Principios variacionais da termodinamica. . . .......... ... ... . 82
Exercicios ........... e e .. 85
Ensemble Microcandnico .. ...... .. .. e B 89
4.1 Interagio térmica entre dois sistemas macroscépicos. . ... ... ... .90
4.2 Interagio térmica € mecanica entre dois sistemas. . ... .. ... R 94
4.3 Concxao entre o ensemble microcandnico e a ter modmamlca ..... 97
4.4 Gasideal monoatdomico classico. .. .......... ... ... ... .. .. ... 110
Exercicios ....... e e e 114
Ensemble Candnico. . .......... .. e e o117
(A) Conexdo com a termodinamica . ........... 119
(B) Enscmble canénico no espacgo de fase classico . . . . . . e 120
(C) Flutuacoes da encrgia .. ..... ... e 121
(D) Dedugio altermativa da dlsu'ibuigﬁo Canodnica. . ................ 122
5.1 Paramagneto ideal de spin 1/2, ... .. B 124
5.2 Sélido de Einstein ... ..., ... .. e e 127
5.3 Particulas com dois niveis dc energia. . .. . ... G e 129
5.4 Gasdc Boltzmann . . . .. e e 131
Exercicios ............ e e e 135
Gas Classico no Formalismo Candnico . ... ... ... .. ... ... 137
6.1 Gasideal monoatdmico classico............. .. ... ... . e 189
6.2 Distribuicio de Maxwell-Boltzmanu. . . . | . e 111
6.3 Teorema da equiparticao da cnergia. ....... ..., e 143
6.4 Gas monoatdmico classico de particulas interagentes ........... 145
#*6.5 Limite termodinamico de um sistema continuo . . . .. .. e 149
Fxcrcicios ..., .. .. e e R ... 153
Ensemble Grande Canénico e Ensemble das Pressées. . ..o oo .. 157
7.1 Tusemble das pressoes ...l e B 158
(A) Conexao com a termodindmica . ............. e 159
(B) Flutuagoes da energiae dovolume . ......... ... ... .. .. . . .. 161
(C) Ixemplo: ¢is ideal monoatémico classico. .. ... .. .. e 162
7.2 Ensemble grande canénico. ... ... ... ... .. e 165
(A) Conexao com a termodindmica . . . .. . .. e 166
(B) Flutuagoes da energia ¢ do niimero de partcudas . ............. 167

(C) Exemplo: gis idcal monoatémico classico. . ................... 17



*(D) Representagao complexa da grande fun¢ao de particao . ........ 172
#(}) Teoria de Yang e Lee das transicoes de fases. .................. 174
FXOICICIOS © o o v e e e e e e e e e 176
8 GasTdeal QUANLCO .o vttt 18]
8.1 Orbitais de uma particulalivee. .. ... oo 184
8.2 Formulacao do problema estatistico ................. o 187
8.3 LAimMIte ClASSICO « « v ittt e e e 191
(A) Distribui¢do de Maxwell-Boltzmann. .. ... 194
(B) Limite classico no formalismo de Helmholtz. ... 195
(C) Limite cldssico da funcao candnica de particdo ................ 196
8.4 Gas diluido de moléculas diatdmicas. .. ... .. o 198
FoOTCICIOS + o v e e et e e e e e e et e et e 201
9 GasIdeal de Fermi. o o vme e e e 205
9.1 Gas ideal de Fermi completamente degenerado. ............... 208
9.2 (Gas ideal de Fermi degenerado (T<« Tg) ..ot 211
4.3 ParamagnetismodePauli . ... ... i 216
(A) Magnetizacio no cstado fundamental ... 218
(B) Magnetizacio no limite degenerado (T<<TE) oo 219
(C) Limite classico ........... S [P 221
*9 4 Diamagneﬁsmo delandau. ... .o 222
(A) Limite de altas temMPeraturas. .. .. .. ....ooomoaniia e 226
(B) O efeito de Haas-van Alphen ............. e 298
EXCCTCICION -+ v o e e e e e e e e e e e e e 280

10 Bésons Livres: Condensaciio de Bose-Einstein; Gas de Fotons. .. ....... 235
10.1 Condensacio de Bose-Einstein. ........ ... i 236
{(A) Diagramadefasesdohélio. ... ... ... oo L. 241
(B) Bobsons livres na regiao normal (p < O) ....................... 244
(C) Bosons livres na regiao de coexisténcia (=0, T'< Tp) ....... L. 247
10.2 Gas de fétons. Estatisticade Planck .. ... ..ot . 248
(A) Decomposi¢ao cspecu al do campo cletromagnético .. .......... 250
(B) Soluc@o CIASSICA . ...\ \t ittt 254
(C) Lei de Planck. P e 256
(D) Quantizacio do campo eletromagnético. . .................... 257
EXercicios .. ..o PP ... 2589
11 FOnons € MAGNONS. . ...ttt 263
11.1 Fonons cristalinos ... e e vt [ 263
(A) Vibragdes elasticas em uma dimensao . ... 264
(B) Quantizacdo do modelo unidimensional. ... 268
(C) Calor especifico em trés dimensoes. ... 272
11.2 Magnons ferromagnéticos. . . ... 274

Sumdrio *

11



12 o Introducdo d Iisica Estatistica

(A} Ainteragdo de troca. Modcelo de Heisenberg .................. 275
(B) Ondas de spin no ferromagneto de Heisenberg. . .............. 278
(C) Transformacao de Holstein-Primakoff. .. .................. . .. 280
(D) Magnetizacido do modelo de Heisenberg. ... ........... .. ... .. 283
11.3 Esbogo de uma teoria da superfluidez. . .............. . ....... 285
Exercicios . ... 289
12 Transicoes de Fases e Fenomenos Criticos: Teorias Classicas. . .. ....... 291
12.1 Fluidos simples. Equacdo devan der Waals. . ............. ... .. 292
(A) O modelo fenomenoldgico devan derWaals .. ................ 295
12.2 Ferromagneto uniaxial simples. Equacao de Curie-Weiss. .. ... . .. 301
(A) A teoria fenomenoldgica de Curie-Weiss. .....................5%04
12.3 Afenomenologia de Landau ................ ... P 309
Exercicios ............ e e, 812
13 OModelodelIsing. ......................... ... ..............815
13.1 Solugao exataemumadimensdo............................%18
13.2 Aproximagdo de campo médio para o modelo de Ising. . ........ 322
13.3 Modelo de Curie-Weiss . . ......... . ... ... 326
13.4 Aproximagao de Bethe-Peierls .............................. 328
13.5 Resultados exatosnarede quadrada ......................... 332
EXercicios ... . 334
14 Teorias de Escala e Grupo de Renormalizagio ... ............ .......357
14.1 Teoria de escala dos potenciais termodinamicos. .. ........... .. 337
(A) Escala das correlacoes criticas. .. ... .. . ... e 341
14.2 Aconstruciode Kadanoff. .. ...............................3%44
14.3 Renormalizagio para o modclo de Ising unidimensional . .. ... .. 346
14.4 Renormalizacio do ferromagneto de Ising na rede quadrada. . . . . 349
14.5 Esquema geral do grupo de renormalizacdo. .. ................ 353
14.6 Grupo de renormalizagio para o ferromagneto
de [sing narede triangular . . ......... ... .o L 358
EXercicios .. ... 364
15 Fendémenos Fora do Equilibrio. I. Métodos Cinéticos ................367
15.1 O método cinético de Boltzmann . .......................... 368
(A) OteoremaH deBoltzmann ..... ... ... ................... 372
(B) Objecoes histéricasao teorema H ................... ... .. .. 376
(C) Omodelodaurnade Ehrenfest.............................%78
152 Ahierarquia BBGKY. . .. .o.viii i 382
(A) TeoremadcLiouville...... ... ... ... ... ... .. ...............5%89
(B) Funcgdes de distribuigdo reduzidas. Deducio
da hierarquia BBGKY . ... ...... .. ... . ... ... ... ..., 386

(C) A cquacio de Boltzmann a partir da hierarquia BBGKY. ... ... ... 389



Sumdrio

(D) AequacaodeVlasov ......... e 391
EXercicios .. ... 392

16 Fendémenos Fora do Equilibrio. II. Métodos Estocasticos. .. ........... 397
16.1 Movimento browniano. A equagdo de Langevin. ...............398
16.2 Aequacdo de Fokker-Planck. ... ....... ... ... ...«...... ... 405
16.3 Aequacao mestTa. .. ...ttt 409
(A) Exemplo:cinéticaquimica ... ... ... ... .. ... .. ... ........ 411

(B) Justificativa probabilistica da equacao mestra.................. 412
16.4 Modelo de Ising cinético: dindmica de Glauber ... ........ ... .. 414
(A) Dindmica de Glauber na aproximacgao de campo médio . ........ 421
16.5 MétododeMonte Carlo . ... ... ... . 423
(A) Calculo de Monte Carlo para o modelo de Ising .. ...... B 425
Exercicios . ... [P 426
ApEndiCes. .. oo 429
Al Séric assintdticade Stirling. ... .. ... o oo 431

A2 Integrais gaussianas...................iiiiiiii i i 435

A% AfuncioddeDirac......... .. ... L 437

A.4 Volume de uma hiperesfera .............. ... ... ... Ceeeenn 441

A5 Transformacodes jacobianas. ............... ... ... ... ... 445
A6 Métododopontodesela ............. ... ... ... ... e 149

A7 Constantes NUMErICAS . . . ..o vi it i 455
Bibliografia. ... ... ... 457

Indice REMISSIVO . o v vttt et e e e e e e e e 161

13



PREFACIO

A partir de meados da década de 70 fui diversas vezes responsével por uma
disciplina de “Fisica Estatistica”, oferecida em caréter optativo aos alunos do Gltimo
semestre do curso de bacharelado em fisica. As turmas eram pequenas para os
padroces do Instituto, mas os alunos tinham grande interesse e motivagio, tornando
um verdadeiro prazer nossaatividade didatica. Também eram alunos razoavelmente
bem preparados: tinham cursado diversas disciplinas basicas de fisica e de calculo,
mecdnica classica, eletromagnetismo maxwelliano, um ou dois semestres de
mecanica gquéantica e um semestre de uma disciplina de “Termodinamica e
Introducao a Mecanica Estatistica” (que no fundo se limitava a uma exposicio da
termodindmica classica). Os dez primeiros capitulos deste livro, que esta sendo
publicado por meio de uma iniciativa pioneira da Edusp, foram baseados nos
manuscritos das minhas anotagoes de aula para essa disciplina optativa. Espero
ter preservado o carater informal e introdutério das diversas versoes das notas ori-
ginais que circulavam entre os alunos.

Reconhecendo aimportancia crescente dos métodos ¢ das técnicas da fisica
cstatistica, a disciplina atualmente se tornou obrigatéria para alunos do bacha-
relado em fisica (com opcao pela area basica de pesquisa). As turmas séo maiores,
exigindo um ritmo mais lento e cauteloso, mas os dez capitulos iniciais, incluindo
a colecao de exercicios, ainda podem ser ministrados num unico semestre. Ao
mesmo lempo, continua existindo uma disciplina de fisica estatistica, oferecida
no programa de pos-graduacao, em nivel ligeiramente mais avancado. No entanto,
nao me parece que existam diferengas substanciais entre o contetido que se pode

‘ensinar no ultimo semestre do bacharclado ou no inicio da pésgraduacio em
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fisica. Os dez primeiros capitulos do nosso livro texto, com menor énfase talvez
em certos pontos introdutérios, poderiam ser igualmente ministrados num primeiro
curso de pos-graduacdo. Os capitulos restantes (incluindo alguns exemplos de
fisica dos sblidos, uma introducao i teoria das transicoes de fases e fendmenos
criticos, topicos sobre fendmenos fora do equilibrio) representam temas de
interesse atual que seriam {teis para completar o programa de uma disciplina de
pos-graduacao (ou para um estimulo extra aos bons alunos do bacharelado).
Certamente, existem outros assuntos de interesse atual, ou de carater mais téenico,
que ficariam entdo reservados para o clenco de disciplinas subseqiientes do
programa de pos-graduacio.

A termodindmica ¢ uma teoriafenomenolégica que sistematiza as lcis empiricas
sobre o comportamento térmico dos corpos macroscopicos. O grande objetivo da
fisica estatistica consiste na cxplicacao das leis e dos resultados da termodinamica
a partir de consideragdes sobre o comportamento do niimero imenso de particulas
que constituem os corpos macroscoplcoq O mundo microscépico das particulas
em movimento € governado pelasleis da mecdmmw—d rigor, pclamecinicaquéntica,
mas ¢ muitos casos de intercsse, com 6tima aproximacio, pela propria mecinica
classica (ou por esquemas simplificados, dando origem a modelos de carter semi-
classico). Em principio, o comportamentoidos corpos macroscépicos poderia ser
explicado pela aplicacio direta das leis da mecanica (classica ou quéantica). No
entanto, como o0 numero de particulas € muito grande, da ordem do ntmero de
Avogadro (4 =~ 6 x 1023), esse programa sc tdrna impraticavel, ou até mesmo inftil,
devido a complexidade dos possiveis resultados. Na rcalidade, o namero imenso
de particulas provoca o aparecimento de novas e distintas regularidades — sao as
chamadasleis estatisticas, que se tornam destituidas de fundamento quando aplicadas
aum sistcma com poucos graus de liberdade. Os ingredientes basicos da fisica esta-
tistica sio, portanto, as leis da mecénica e os principios da teoria das probabilidades.

Com excecao dos tltimos dois capitulos (15 € 16), nosso texto dedica-se a
consideracgao de sistemas em equilibrio termodindmico, isto é, caracterizados por
parametros macroscopicos que nao varijam com o tempo. A mecanica estatistica
de equilibrio, formulada ¢m termos dos ensembles de Gibbs, é uma tcoria bem
estabelecida, com aplicacdes importantes em problemas de fisica da matéria con-
densada. Os métodos da fisica estatistica, incorporando a formulacio e o tra-
tamento de modelos microscopicos, tém encontrado utilizacao em grande variedade
de contextos (desde problemas mais abstratos de [isica te6rica até situacées mais
concretas de interesse quimico ou biologico). Portanto, a mecinica estatistica
gibbsiana devc ser um elemento importante na formacio de todos os alunos de
fisica (¢ também de drcas modernas de quimica, matematica ou biologia).

Infelizmente ndo hd uma “descri¢io gibbsiana” satistatéria dos problemas

fora do equilibrio. Asindagacdes originais de Boltzmann sobre as origens do com-
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portamento irreversivel (afinal, asleis da mecanica sio reversiveis no tempo) ainda
mantém grandc atualidade. Nos ultimos anos, tem despertado enorme interesse
a aplicacao de métodos estocésticos, incluindo diferentes tipos de simulacdes
numéricas, na consideragao de fendmenos fora do equilibrio termodinimico.
Decidimos entdo escrever dois capitulos finais, que representam uma tentativa de
introducao ao método cinético de Boltzmann e a determinados problemas da
fisica estatistica fora do equilibrio.

Os capitulos iniciais refletem a influéncia de um livro introdutério de F.
Reif (ver bibliografia), que inovou o ensino moderno de fisica estatistica. No
capitulo 1 utilizamos o problema do caminho aleatério em uma dimensao para
apresentar as idcias basicas da teoria das probabilidades. No capitulo 3, com
base num texto classico de H. B. Callen (ver bibliografia), apresentamos um
resumo da formula¢do gibbsiana da termodinamica classica. Nao se trata da
forma mais intuitiva de apresentar a termodinamica, mas certamente & a forma
mais adequada a futura conexido com a mecanica estatistica. Os capitulos 1 e 3
podem ser omitidos -pelo estudante mais bem formado, sem qualquer prejuizo
a compreensao do texto. A fomulagao tedrica da mecanica estatistica de equi-
librio € apresentada nos capitulos 2, 4, 5, 6 e 7, que devem constituir a espinha
dorsal de um curso introdutério. Procuramos adotar nma lingnagem simples,
com muitos exemplos, privilegiando a formulacdo da teoria no ensemble micro-
candnico e oferecendo argumentos heuristicos para construir os outros ensembles
(que, em geral, tém maior utilidade pratica). Aproveitamos para introduzir idéias
modernas (limite termodinamico, equivaléncia entre ensembles) por meio de
uma série de modelos muito simples (gas de particulas classicas, s6lido de Finstein,
paramagneto ideal), com um nivel relativamente limitado de manipula¢des mate-
maticas. Algumas secoes mais especificas sao marcadas com um asterisco e
poderiam ser deixadas para uma leitura posterior. Certos topicos matemiticos
de utilizagdo corrente sio tratados nos apéndices. E importante notar que a
colegdo de exercicios no final de cada capitulo deve'ser entendida como par’te
integrante ¢ essencial de qualquer curso introdutério (varios topicos sio escla-
recidos mediante esses problemas).

Os capitulos 8, 9 e 10 tratam dos gascs ideais quénticos, assunto obrigatério
nos cursos de {isica estatistica. O nivel exigido de mecanica quantica é elementar,
cvitando-se, por cxemplo, a linguagem da segunda quantizacao. No capitulo 8,
além da introdugdo das estatisticas quanticas {de Bose-Einstein ¢ Fermi-Dirac),
também sc discutem a cstatistica de Maxwell-Boltzmann e as condicdes de validade
do limite classico. O capitulo 9 é dedicado ao gisideal de Fermi, incluindo alguns
exemplos da fisica dos s6lidos (calor especifico eletrénico, paramagnetismo e dia-
magnetismo). A primeira parte do capitulo 10 ¢ dedicada ao gés ideal de Bose,

com énfase em consideracdes sobre o fendmeno da condensaciao de Bose-Einstein.
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Nasegunda parte, utilizamos o problema da radiacio do co rpo ncgro parailustrar
o relacionamento cntre os diversos ramos da fisica: por meio da decomposicio
espectral do campo eletromagnético obtemos a lei classica de Rayleigh-Jeans; a
seguir, quantizando o campo, obtemos a érmula de Planck.

No capiwlo [1 decidimos inserir alguns exemplos adicionais da fisica dos
solidos: fonons ¢ magnons, incluindo uma discussdao sobre ondas de spin ¢ o
modelo de Heisenberg. Lstes topicos, que sdo tratados de maneira muito simples,
apelando, as vezes, para modelos unidimensionais, refletem as nossas proprias
inclinacées. Num curso regular de bacharclado, durante um semestre letivo,
deveria ser [eito um grande esforco para cobrir a maioria dos t6picos do texto até
pelo menos o capitulo 10. Os topicos seguintes poderiam ficar para uma segunda
etapa, na forma de scmindrios ou de um futuro curso mais especializado, dependendo
dos interesses de alunos e professorcs.

Nos capitulos 12, 13 e 14 procuramos ofcrecer uma introducio as teorias
modernas sobre transigoes de fases ¢ fendmenos criticos. No capitulo [2 discutimos
certos aspectos fenomenoldgicos (equacdes de van der Waals, para um flnido
simples, ¢ de Curie-Weiss, para um ferromagneto uniaxial, nogao de parametro
de ordem, teoria de Landau) e introduzimos as defini¢oes de alguns expocentes
criticos (apontando o cariter universal desses ex»poemcs). O capitulo 1% é dedicado
ao modelo de Ising: solucao exata em uma dimensdo, aproximacoes de campo
médio, comentdrios sobre a solucdo de Onsager em duas dimensdes. As modernas
teorias [enomenoldgicas de escala e as téenicas do grupo de renormalizagio,
incluindo diversos exemplos simplcs, sdo apresentadas no capitulo 14. A com-
preensao dos fenémenos criticos, a partir da década de 60, constitui um dos
grandes triunfos da mecanica estatistica de equilibrio, com repercussdes signifi-
cativas em diversas areas das ciéncias.

- Nos capitulos 15 ¢ 16 apresentamos alguns métodos da fisica estatistica fora
do cquilibrio. O capitulo 15 é dedicado a0 método cinético, incluindo uma deducao
da equacao de transporte dc Boltzmann e do famoso teorema H. Para ilustrar o
carater estatistico das idéias de Boltzmann, realizamos alguns calculos para o
famoso modelo da urna de Ehrenfest. No capitulo 16 discutimos inicialmente as
equacoes de Langevin ¢ de Fokker-Planck para o movimento browniano e apre-
sentamos uma dedugao heuristica da equacao mestra para os processos estocasticos
markovianos. A titulo de exemplo, examinamos algumas propriedades do modelo
cinético de Ising nadindmica de Glauber. Finalmente, utilizamos a equacio mestra
a [im de justificar as simulacdes de Monte Carlo para modelos estatisticos (que
estao se lornando cada vez mais freqilicntes com a disseminagio de cquipamcntbs
computacionais). Novamente, a escolha desses topicos reflete nossos proprios
interesses ¢ limitacoes no tema: avangos importantes, como as teorias de resposta

linear e o teorema de flutuagio-dissipagio, acabaram sendo deixados de lado.



Prefacio

Ha muitos alunos e colegas que passaram pclas minhas aulas ¢ que me
ajudaram a produzir este livro no decorrer das duas tltimas décadas. Também
sofri a influéncia de antigos professores na USP e na Carnegie-Mcllon University,
em Pittsburgh, Estados Unidos, onde completei o doutorado. Nas condigoes dificeis
de 1968, Mario Schenberg, com diversos trabalhos pioneiros na arca, scguia com
muitas discordancias o texio de Kerson Huang, adotado por sugestio de Luiz
Guimaraes Ferrcira. A termodinamica gibbsiana era ensinada por Newton Bernardes,
quc ainda csta devendo uma publicagao critica sobre o assunto. Em Pittsburgh,
passei pelos cursos de fisica estatistica de Robert B. Grilliths, que tem contribuido
de forma fmpar para colocar a casa em bases mais sélidas. Sou grato aos colegas
Domingos H. U. Marchetti, Joao A. Plascak e Wagner Figueiredo por varios comen-
trios sobre uma das versdes finais deste texto.

No Brasil tem havido uma boa dose de atividade na area de fisica estatistica,
criando espaco para a producao de um livro didatico um pouco mais avancado.
No entanto, nossos alunos e colegas maiéjovens estao preocupados em publicar
seus trabalhos cientificos em inglés, que se transformou na lingua franca dos
tempos modernos, nas revistas de mais ampla circulagao internacional. Acho que
nem pocderia ser de outra forma, pois a ciéncia de qualidade tem de ser comu-
nicada, transcendendo as barrciras nacionais. Mas ainda & importante exprimir
conceitos modernos numa lingua rica como o portugucs, falada por um nmero

tao grande de pessoas.

Silvio R. A. Scelinas

19



INTRODUCAO AOS METODOS ESTATISTICOS

Escolhemos o “problema do caminho aleatério” em uma dimensio para
introduzir alguns conceitos e técnicas da teoria de probabilidades. Por meio desse
problema, vamos estudar as propriedades das distribui¢oes binomial e gaussiana,
exemplilicar conceitos importantes, como valor médio e desvio padrao, e discutir
o papel dos grandes niimeros. As versoes mais simples do problema do caminho
aleatorio representam modelos de interesse fisico, sugeridos pelo fenémeno da
difusao de particulas em um meio viscoso.

Estamos supondo que ja sejam conhecidas as idéias mais ¢lementares da
teoria de probabilidades. Basta saber jogar dados (ndo viciados) ou baralthos
(bem embaralhados). Dispondo de um fnico dado, a probabilidade de obter
a face 3 numa Unica jogada & 1/6. Sabemos que ha seis eventos possiveis, que
correspondem ao espaco amostral (nalinguagem da fisica estatistica, ao conjunto
de “microestados acessiveis ao sistema”), ¢ que apenas um desses estados cor-
responde ao evento “face 3”. Estamos supondo de antemao {(a priori, como se
costuma dizer) quc todos os estados acessiveis sao equiprovaveis. Portanto, a
probabilidade de obter a face 3 é exatamente 1/6. Qual a probabilidade de,
em duas jogadas conscculivas, obter duas vezes a mesma face 3? Certamente é
1/36, pois ha 36 eventos distintos, cquiprovéveis, e apenas um deles contém
duas vezes a face 3. Também poderiamos ter dito que, em cada jogada, as pro-
babilidadessao independentes e que, portanto, se multiplicam. A probabilidade
de obter duas faces distintas, ecm qualquer ordem, é 2/36, e assim por diante.
Essas nog¢oes sao suficientes para calcular as probabilidades associadas ao

problema do caminho aleatério.



22

o Inirodaugdo a Fisica Lstatistica

1.1 | O PROBLEMA DO CAMINHO ALEATORIO

Vamos considerar um individuo quc se desloca sobre uma reta, a partir da
origem, dando passos de comprimento igual (/) para a dircita, com probabi-
lidade p, ou para a esquerda, com probabilidade ¢ =1~ . O problema consiste
em cncontrar a probabilidade £y {m) de que o individuo se encontre na posicao
x = mldcpois de ter dado N passos (com minteiro ¢ — N < m < N). Uma versao
vetorial desse problema, num espaco tridimensional, poderia servir para estudar

ofendmeno de dilusao de uma molécula gasosa que solre colisdes intermoleculares.

Figura 1.1 Caminho aleatdrio, com passos de comprimento Z, ao longo do eixo x.

A probabilidade de uma determinada seqiiéncia de N passos, com N passos

para a direita e Ny passos para a esquerda, é dada por
. —_ 1\/’ .1,\77
Por outro lado, o numero de seqiiéncias desse tipo (isto €, sequiéncias com N passos
paraa direita e No = N— N passos para a esquerda) € dado pelo fator combinatorio
N

Ny INo !

Entao, a probabilidade de, num total de N passos, dar Ny passos para a direita e
Ny passos para a esquerda € dada pela famosa distribui¢ao binomial,

N1 N, N .
'7 . ‘7\17 i S l 1 2 .
Wy (M) AL (1)

com p+g=1e N; + Ny =N. Note que essa probabilidadc ja esta devidamente nor-
malizada. Dc fato, temos

N

N
N' v
Y Wavy)= Y, ————p"g™ —(p+q)‘ =1

7. VAT
N =0 Ny=0 M INg!
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Note também que 0 < Wp(V;) = 1, para 0 < N| =< N, ou s¢ja, a probabilidade €
um namcero positivo, que varia entre 0 ¢ 1. Como m = Np — N,, a probabilidade

Py (m) sera dada por

N+m N-m

N1
Palm) = 2 2
I\/(m) (Nﬁ—mJl[Ar—mjlp q (2)
2 ) 2 )

com p+g=1.

Para explicitar a conexao com os fenémenos de difusao, podemos fdrmular
o problema do caminho aleatério por meio de uma equagao estocastica (isto €,
envolvendo variaveis aleatérias ou probabilisticas) de diferencas. Vamos supor que
cada passo seja dado em seqiiéncia, num intervalo de tempo 7. Entdo, Py (m) pode
ser interpretada como a probabilidade de o caminhante (ou de a particula) ser
encontrado na pOSi(;ﬁO x = ml no instante de tempo = N7. Somente uma par-
ticula que csteja nas posicoes x= (m+ 1)lou x= (m—1)Ino tempo ¢= N7 é que
pode atingir a posicdo x=m{ no passo seguinte [isto €, para = (N+ 1) 7}. Podemos,

cntao, escrever a relacio de recorréncia
P‘,\fﬂ(m): pPN(m—l)+qPN(m+1) . (%)

I facil verificar que a distribui¢io binomial, dada pela equacio (2), satisfaz cssa
relacao de recorréncia. Sequéncias em que a probabilidade num dado instante
depende apenas dos valores das probabilidades no instante anterior sao conhecidas
como “cadeias de Markofl” e tém grande relevancia em problemas de interesse
fisico. Equacoes estocdsticas dessa natureza, em que os detalhes da dindmica de
um sistema fisico sdo substituidos por assertivas probabilisticas, descmpenham
um papel cada vez maior no estudo contemporaneo de sistemas fora do equilibrio
(ver capitulo 16). No caso particular em que p=¢=1/2, tomando o limite no qual

7 e [s3o muito pequenos, podemos escrever a representacao continua

Pna-Py 0P
T ot

P(mi—1)+P(ml +1)-2P(ml) %P
2 x>

Nesse limite, portanto, obtemos a famosa equagao diferencial da difusio,
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2
op _ 9P

— {4)
ot On?

com o coeficiente D= {2/97.
1.2 VALORES MEDIOS E DESVIO PADRAO

Seja wuma variduel aleatéria que pode assumir M valores discretos, tal que

u; ocorra com probabilidade P; = P(), onde 0 < P; =< 1, para qualquer j. Em

geral, vamos considerar distribni¢des devidamente normalizadas, isto €, tal que

M

ép(uj) =1.

O valor médio, ou valor esperado da variavel u, € definido por

T =)= 3o o) |

E facil mostrar que: (i) {f (u) + g(w)) = {f ()} +{g(w)} e (i) {¢f (1)) = ¢ (f ()}, onde
¢ é uma constante ¢ f e gsdo func¢oes (aleatdrias) de w.

O desuvio da média é definido por

Au =~ <u) . )
E claro que
(8u) = {(u—(u))) =0 |

ou seja, o valor médio do desvio da média € de muito pouca utilidade. O desvio

quadratico € dado por



Introducdo aos Métodos Estatisticos »

(Au)2 = (u—(u)) . ‘ (8)

((80)) = ((u-<u>)2> = ()~ (u)? o

E claro que {(Au)2}2 0, ou seja, (12) > {u)2. A dispersao, muitas vezes, é chamada
de varidncia. A raiz da disperséo ¢o chamado desuvio padréo. A comparagdo entre
o desvio padrdo e o valor médio € muito importante, pois fornece uma idéia da
largura da distribuicdo de probabilidades (ou seja, indica se a distribuicio é muito
fina, centrada no valor médio, ou muito espalhada, com grandes flutuacées de
valoresem torno da média). Finalmente, podemos definir o momento em relacio

a média de ordem =,
<(A.u)”‘> - <(u - (u))”>, : (10)

que também podera ter utilidade. Por meio dos momentos, sempre & possivel
reconstituir uma distribuicao de probabilidades. No entanto, em muitos casos de
interesse, para um numero grande de eventos, vamos ver quc basta um conhe-

cimento dos dois primeiros momentos, (u, e <u2 ’

AW N : b Wy (N}

1

1

1 /

: . - . '
0 Ny N 0 N N
(AN * <€ (N,

Figura 1.2 Exemplos de distribuicées estatisticas. No lado direito, ANT < (: N) 3

No caso do problema do caminho alcatério, temos

N N

Nl N
<N1> = AE(‘]ZVIIV‘M(A{TI) = MLZ:O.N Wp\qu\Q R
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onde Ny = N- N} e, no final, devemos fazer ¢=1 - p. Portanto, podemos escrever

(;T ): )i i _*'V‘I_;bj\"l Neg :p__(p+q) =
ol I Ny N1 1N ! g ap

) N-1

= pN(p+q = pN .

E claro que (No)={N-N)=N- PN =gN. Em resumo, temos

(ZV-1> = pN ,
‘ (11)
(Ng)=qN .

Para calcular a dispersao em relaciio a mdédia, podemos proceder da mesma
maneira, observando que

¢ a J N N Ny N
N2 = 2 < 2 M Ny
<‘ 1> (p ap] [ﬁ apJ MZZ‘ONHNQIP !

- (p %]{pN(p + q)N-l} = pN + p?N(N -1).
Portanto, temos
<(AN1 )2> = (N7 )= ()" = g | (12)
que conduz a famosa forma do desvio padrio, proporcional a VN,
AN| = V‘<(ANI )2> (1) 2N (13)

Entdo, temos o desvio relativo,

AJV% 11/21 .
(N> r) N’ (9
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indicando que a distribui¢cao binomial se torna muito fina, centrada em torno do
valor médio (Ny), para N suficientemente grande (ver figura 1.2).

1.3 LIMITE GAUSSIANO DA DISTRIBUICAO BINOMIAL

No limite N — o, temos Wy (0) = ¢V — 0 ¢ Wy (N) = p¥ — 0. Portanto,
Wi (V) deve ter um maximo para Nj = Nj = 7N, com 0 < r < 1. Para N grande,
embora N| seja um inteiro, podemos supor que perto do maximo afuncao Wy(N))
seja quase continua em relagdo a variavel aleatoria N. Na realidade, em vez de
trabalhar com Wy (), € mais conveniente trabalhar com In Wy (Ny), que varia
bem mais lentamente. Como a funcao logaritmo ¢ monotdnica crescente, tanto

faz achar o maximo de Wy (Vy) ou de In Wy (N)). Assim, temos
F(N])=InWx (N )= InNI=In Ny 1= In(N - Ny )1+

+ Ny bln P+ (N - Ny ) Ing .

Perto do maximo, tanto N| quanto N~ N| devem ser da ordem de N. Torna-se,
entdo, interessante eliminar os fatoriais por mcio da famosa expansao assintotica

“de Stirling (ver apéndice A.1), que sera usada muitas vezes nesse texto,

InN!=NInN-N+0(InN). (16)

Entac, temos

S(Ny)=NInN-N-NInNy +N; (N =Ny )In(N - N) )+

(17)
+(N =N }+ Ny Inp+(N =Ny )Ing+0(In Ny, In(N = Np ) -
POI‘taIltO, pOdeOS €SCrever
af (11
=-InNy+In(N-N J+Inp-Ing+0| —,——— |=0. (18)
(;JV'I ) N N- 1\4'1

No limite N — %, temos

~In N} + 11‘1(N —N])+lnp -lng=0, (19)
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ou seja,

Ni = Np ={N), - (20)

indicando a coincidéncia entre o valor mais provdvel e o valor médio (ver equacao 11).

E facil obter a derivada segunda,

2

1
2t A W W IR S U | o
IN

12 N1 N~ N1 17\,712 (1\,“ _ ZV] )2

No ponto de maximo, para N— %, temos

92 1 1
S =— = - <0. (22)

'r2 F\/- T 2
N ey M {(am)F)

Vamos agora considerar uma expansio de Taylor em torno do maximo

Ny = {(Ny). Assim, temos

SN = m Wy (Ny) = InWy (&) -

2 Npq (\’1_- N )2 o (23)

A aproximagio gaussiana consiste cm abandonar os termos de ordem superior
nessa expansdo. Isso se justifica, pois, para N grande, W(N}) s6 tem um valor
apreciavel nas vizinhancas de seu valor maximo. Observando que Nl = 1\‘1\ e que
Npg={(AN)%)= (ANT)2 podemos escrever a aproximacio gaussiana para a dis-

tribui¢ao binomial,

(3= (M)]"

pe(Ni) = ppesp| —+———L | (24)

Q(ANl* )2

onde o coeficiente p, é determinado pcla condicao de normalizacio

J.;I)O exp| - X de=1 . (25)
2 AN, )



Introducdo aos Métodos Estatisticos *

Utilizando os resultados do apéndice A.2 para as integrais de forma gaussiana,

temos
RIRE
Do :{QR(AN]"') } . (26)

Podemos, entao, escrever a distribuigdo normal ou gaussiana:

(V- ()

PG(JVI):{2K(AN;:) ]—1,/2 exp -Q(AT . 27
Ny

Utilizando p,(Vy), € facil verificar que

. +oo

{M)g = JlNlibG(Nl)le ={N1) (28)
qule

/ 2 N 2 #\2

<(AN1) >(, = j(Nl - (M), ) pe(m)any = (any ) (29)

em concordincia com os resultados para a distribui¢ao binomial de origem.
Entretanto, os momentos superiores calculados com a distribuicao gaussiana
deixam de coincidir com os momentos correspondentes calculados com a distri-
buicio binomial. .

Cabe agora uma indagacao sobrc os limites de validade da aproximacao de
uma distribuicio binomial pela gaussiana correspondente (com os mesmos valores
do primeiro ¢ do segundo momentos). Para analisar essa questao, vamos con-

siderar a derivada terceira

3
FPr_1 120
N3

Ny ) NP (N-N) 1

No ponto de miaximo, para N— %, o termo dominante dessa derivada sera dado por

28
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2’/ g
3 O 2D
(?N1 Ny=T0, N=p=y

Aaproximacio gaussiana deve ser muito boa para

1 9 - -
NI -N; | > L{)l—l) Ny - N 7 ,
24’\?}(} ) 64,\72‘029» -

isto ¢, para

Fora desse intervalo, ou scja, para |V, - N [ > 3Npg/ lq— P |, temos

ijplz ’q_p(‘)

P ~ Poexp| - =0, para N =,

Portanto, no intervalo em que a aproximacdo € ruim, a distribuicio P € prati-
camente nula. Como o desvio padrao tanto da binomial quanto da gaussiana & da
ordem de N , tanto a binomial quanto a gaussiana sio muito (ou seja, expo-
nencialmente) pequenas quando Ny — N| for grande. Também é facil calcular

outras derivadas e mostrar que esse célculo continua valido em ordens superiores.

1.4 DISTRIBUICOES DE VARIAS VARTAVEIS ALEATORIAS. DISTRIBUICOES
CONTINUAS

Uma generalizagdo imediata do que ja foi visto consiste em levar em conta
duas ou mais variaveis aleatorias discretas. Vamos, por exemplo, considerar as variaveis
uc v. Ao par 5, U podemos associar a distribui¢io conjunta 0 < P( u},-,vk) =1, tal

que

ZP(uj , 'Uk) =1. (30)

7k

Podemos também definir a probabilidade
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bu(.uj) - Zp(u]. ,Uk) (31)
k

de que u assuma o valor u;, independentemente do valor de v;,. E claro que

EP,“(u]-)Zl. (32)
7

Duas varidaveis aleatorias sao estatisticamente independentes, on ndo correlacionadas,

quando
P(u v k) . P,“(u j)PT,(vk) . (33)

I% ficil calcular os valores esperados da soma ou do produto de varidveis alcatérias
distintas. Em particular, o valor csperado do produto € o produto dos valores
esperados apenas no caso de variaveis aleatorias estatisticamente independentes.

Outra generalizacao imcediata, que na realidade ja fot implicitamente uti-
lizada na construc¢ao das distribuigoes gaussianas, consiste em considerar varidveis
aleatérias continuas. Vamos supor que a varidvel aleatéria u possa assumir
qualquer valor no intervalo entre a ¢ b. Entdo, a forma diferencial p(u) du deve
ser interpretada como a probabilidade de que a varidvel w csteja entre os valores
we u+ du, ¢ afuncao p(u) representa na realidade uma distribuigao de den-

sidades de probabilidade. A normalizacao serd dada por

b

Jj)(u) du=1. (34)

a

I muito facil generalizar todos os concceitos probabilisticos que jd foram utilizados
para distribuicoes discretas. Por exemplo, o valor médio dafuncao estocastica f{ )

serd dado por
b
(f(“)> = Jf(u)P(u)du - (35)

No limite continuo de distribuicdes discretas, deve-se notar que du é geralmente
um intervalo macroscopicamente pequeno, porém microscopicamente grande. A

probabilidade deve-se anular com du, masa densidade (), que muitas vezes também
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& chamada distribui¢io de probabilidades, é independente do tamanho de du. Todas
essas idéias ja foram informalmente utilizadas na se¢o anterior, no processo de
construgdo da aproximacao gaussiana p;(Np) para a distribuicio binomial.

O problema do caminho aleatério em uma dimensio pode ser ligeiramente
gencralizado, supondo que o deslocamento no jésimo passo seja caracterizado
pelo comprimento aleatério continuo s, que ocorre com probabilidade w(s;) ds;.
Podemos, entdo, perguntar, depois de N passos, qual a probabilidade $(x;N) dx

de encontrar o individuo no intervalo entre x e x + dx, onde

N

3
j=1

Tanto s 4> para j=1,...,N, quanto xsao variaveis aleatérias continuas. O com-
primento x & uma funcdo das variaveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas sy,...,5x7. O valor médio e adispersao davariavel x podem ser calculados

1 N

imediatamente. Assim, temos

(x) = .ZSJ',=Z’<SJ'>:N<S>’ | C(36)

()= [salsyas. | -

Entao,
N N N

D SUREIOED Y )T Y N

7=l ' Jj=1 J=l

Portanto, temos
N

(ax)= 3 (as;) =0 | | o

=

Da mesma forma, temos
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N N N ¢

(ax)* = 3 as; ,;Ask :z(mj)z-+ > (as;)(as,). (40)

j: ]=1 j#]‘.’

Portanto,

(@)= 2o} Blosa).

j=1 J7k

Porém {A.s'j Asy)={A sj> (Ask} =0, para j# &, pois os passos sio estatisticamente inde-
pendentes. Entdo, temos

(18 )= 32 (a5, ) = (o) -
onde

<(A5)2> = J.(As)g zu(s)(ls . ' (43)

Finalmente, podemos obter o desvio relativo

Rl
—~———
-
/\

——
B
&

N’

"o
——

—

\K(A") ~ 1 1
() () N N

(44)

Novamente, para Ngrande, supondo que w(s) scja uma funcio bem-comportada,
anulando-se de maneirasuticientemente rapida paras— + o, a distribuicio plx; N)
deve ser localizada nas vizinhancas do valor esperado. Na préxima se¢iio, vamos
obter uma forma integral para p(x; N) e mostrar que clarealmente se transforma
numa gaussiana no limite de Ngrande. De certa forma, isso explica porque as dis-
tribuigoes gaussianas ocorrem com tanta frequéncia em sitnagaes fisicas envolvendo
um namero grande de eventos independentes (associados a nma forma arbitaria

de probabilidadc}.

o
2

~
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1.5 DISTRIBUICAO PARA O PROBLEMA DO CAMINHO ALEATORIO GENE-
RALIZADO. LIMITT. GAUSSIANO

Como os passos no problema do caminho aleatério gencralizado sao estatisti-
camente independentes, a probabilidade de uma determinada seqiiéncia é dada por
umsimples produto, de maneiraandloga ao que foileito no caso do problema discreto.
Vamos considerar de novo umaseqtiéncia de Npassos supondo que o deslocamento
no j€simo passo tenha o comprimento aleatério $;, ocorrendo com a probabilidade

w(.sj)(ls);. A probabilidade dc encontrar o caminhante entre x e x + dx, ondc

N

X = ZFJ, N
i=1
¢ dada por

p(x;N)afx = J‘ j w(.vl)dsl --'w(sN )dSN > (45)

x<spHso+ o sy <xtdx

onde as integragdes devem ser realizadas de — o a + o, com a restri¢io indicada.
Para remover essa restricio, podemos utilizar a funcio 8 de Dirac, que admite

uma representacao da forma (ver apéndice A.3)

Yy, para - y/2<x<y/2,
§(x) = (46)
0 para ‘x| >v/2,
com y— (). Portanto, tcmos
Ho0  foo N
j)(x; N)dx = J jw(sl)dsl ~~w(s1,\4r)ds‘;v dxd| x — 2 it (47)
oo —eo J=1

Utilizando agora uma representagao integral da fungéio 8 (ver apéndice A.3),
oo .
1
5(x) J.exp (‘—ikx)d,k, (48)

om

—00

emos
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Hoo 400 +oo N
p(x; N) = —2-% J. J.w(s]_ )d51 "'?!U(S‘Nr)d.?‘,\r jexp —ik] x — 2 si | ke
oo oo —oo j=1

(49)

Agora € facil perceber quc a integracao nas variaveis sy,...,sy se fatoriza, levando

finalmente 4 forma integral

=

p(wN)=

N

+oo
- J‘exp(-—ikx)[zb(k)]N dk., (50)

onde a funcio caracteristica (k) é a transformada de Fourier de w(s),

o

w(k)= J‘exp(iks)w(s)ds. (51)

—0

A titulo de mero cxercicio, vamos verificar que, de fato, esse formalismo
reproduza distribui¢ao bin omial no caso do caminho aleatério em uma dimensao

com passos de mesmo comprimento . Nesse caso, w(s) ¢ dada por

w(s) = j)5(s—l)+q5(s+l).

Entao,
zb(k) =p exp(ikl ) +q exp(—z’kl) ,

de onde vem que

N . ;
R N B - NI R\ _iki N-n
[w(k)] _-'ng’ -n!(N—ﬂ)I( e” ) (qe N )

1 v N!U N ,
j)(x;N) = %J‘exp(—zkx)nz:‘amp lq\‘ n CXp[[llml -

N

~iki (N - '”‘)]dk = 2—,(%!712711]‘“”5(»\" —2nl +NI) .
iy —n)l

n=0
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Entao, p(x) se anula a nao ser que x= (2n— N) I, com n=0,1,....N. Para obter a
forma discreta da distribui¢ido binomial, temos de integrar p(x) num intervalo.

infinitesimal no entorno de x= (2n -~ N) [. Assim, temos, finalmente,
(‘27’1.—N)[+€

S : = N N
PN(n) —( J.) }')(x,N)dx = n!(N_n‘)g pnq n
2n-N}l-¢

Também podemos obter p(x;N), de forma simples e dircta, por meio de
uma equagao estocastica de diferengas, como jé foi feito na se¢do 1.1 para o caso
do caminho aleatorio com passos iguais. Generalizando a equacao (3), temos a

relagao de recorréncia
oo
p(x;N+1): J.p(x-s;N)w(s)ds, '(52)

cujo lado direito em a forma de uma integral de convolucio. Introduzindo as

transformadas de Fourier,

“+co

j:’v(k;l\!): jexp(z’kx)p(x;]\")dx, (53)

c w(k), dada pela equacgio (51), temos
ﬁ(le;N + 1) = f)(k; N) zb(k) . (54)

Levando em conta que no instante inicial (isto &, para N=0) o caminhante csta

na origem, ou seja, que p(x; 0) = 8(x), essa equagao nos fornece
. . N
p(;{;l\‘ ) = [ZU(]{»)] . (55)

A distribuicao p(x;N) serd dada pela transformada inversa de Fouricr,

~+co

j)(x;i 7) = cl jcxp(—ikx)[zb(i’cb)]N dk , (56)

21
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que nao poderia deixar de coincidir com a equagio (50)!

Vamos agora obter uma expreséﬁo para p(x; N) nolimite de Nmuito grande.
Devido ao fator oscilante exp(iks), a funcio @ (k) sé é apreciavel nas vizinhancgas
de k= 0. Isso € ainda mais acentuado no caso de [@ (k) 1V, com Ngrande. Vamos,

entao, escrever a expansao

oo o0
w(k)= jexp(iks)w(s)ds = Jw(s){l + iks ~ % K52+ } ds =

(57)
= 1-f-z'k(s>—ék2<52>+... .
Portanto, temos
. N «
[w(k)] = exp[N In w(k)} =
: (58)
= exp{N{ik(s) + % i? ((5}2 - <52 >J + 0(1@3 )}} .
Abandonando os termos de ordem superior a k2, temos a integral
C
p(oc) = —21? J. exp{—z’kx + Nik<5> - %N<(As)2 > k> ] dk , (59)
que fornece a forma gaussiana
o \1/2 (- )
= [2n0® -, s
plx) = (2m0% ] exp 202 (60)

onde pu= f\f‘is} co?= N{(As) 2,‘ Novamente, encontramos uma distribuicao gaussiana
com o mesmo valor esperado € a mesma varidncia da distribui¢io original: Na rea-
lidade, a distribuicao gaussiana, nesse caso, ¢ uma manifestacao particular do
tamoso teovema do limite central da teoria das probabilidades. Isso tudo funciona
desde que: (i) os passos sejam estatisticamente independentes; (ii) a funcio w(s)
diminua de maneira suficientementc rapida com s — + © e (iil) N seja suficien-

temente grande. Condig¢oes dessa natureza podem ser identificadas numa grande
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variedade de fenémenos de interesse fisico, Justificando a utilizacao e a impor-

tancia da distribui¢ao gaussiana.

EXERCICIOS

2.

. Qual a probabilidade de fazer pelo menos seis pontos numa jogada de trés

dados?

Considere uma distribuicao binomial para o caminho aleatério em uma dimensao
com N=60,p=2/3eq=1-p=1/3.

(a) Trace um grafico de Py (Nj) contra Nj/N.

(b) Obtenha a distribuigao gaussiana correspondente, p,(N;) (isto &, com os
mesmos valores de (Nj} e (N2} da binomial). Trace um grifico de pa{Ny)
contra Ny /N. Compare com os resultados do item anterior.

(c) Repita ositens (a) e (b) com N=30 ¢ N=15. Hi modificacoes sensiveis?

. Obtenha expressoes para o terceiro ¢ o quarto momentos de uma distribuicao

binomial. Como é que se comportam esscs momentos para N grande?

. Dois bébados comegam a caminhar sobre uma linha reta, a partir da origem,

dando passos de mesmo comprimento para a direita ou para a esquerda, com a
mesma probabilidade. Suponha que os passos dos dois sejam simultineos. Ache
a probabilidade de que eles se encontrem novamente depois de dar N passos.

. A probabilidade de que um evento caracterizado pela probabilidade p ocorra

nvezes num total de N tentativas ¢ dada pela distribui¢do binomial,

N1

IV(?’I,) = mi)n (1 = }‘))

N-n

Considere uma situacao em que pseja pequeno (p <€ 1) e que, portanto, W(n)
seja apreciavelmente diferente de zero apenas para n <€ N. Nessas circuns-

tdncias, mostre que

W(n)~ 2= exp(~1),

n |
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onde A = Np & o nimero médio de eventos. Esta ¢ a chamada distribuicao de
Poisson. Formule um problema estatistico que poderia ser resolvido ¢cm termos

dessa distribuicao.

Num caminho aleatério em uma dimensao, depois de NV passos a partir da

origem, a posicao ¢ dada por

N

xZZSj s
j=1

onde {sj} € um conjunto de variaveis aleatérias independentes, identicamente

distribuidas, dadas pela distribuicao de probabilidades

(s—1)°

-1/2
wls)= (21t0'2) exp| —
l( ) P 20°

onde o e / sdo constantes positivas. Depois de N passos, qual o deslocamento
médio a partir da origem? Qual o valor do desvio quadratico médio da variavel
alcatdria x? Para Ngrande, qual a forma da distribuigao gaussiana associada a
esse problema? Como ¢ que scus resultados se modificariam sc cm cada passo
o deslocamento fosse sempre positivo, com probabilidades iguais de se situar

em qualquer ponto no intervalo entre [—-be I+ 6, com 0 < o< {7

Considere novamente o problema anterior com uma distribui¢ao da forma

1 .

com a > 0. Obtenha uma expressdo para a distribui¢iao de probabilidades
associada & variavel aleatoria x. Essa distribu¢do se transforma numa gaussiana

para N grande? Por queé?
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DESCRICAO ESTATISTICA
DE UM SISTEMA FISICO

Osingredientes basicos da analise mecinico-estatistica de um sistema fisico

em equilibrio podem ser resumidos nas seguintes etapas;

1. especificacao dos estados microscépicos do sistema (que formam um conjunto,
denominado ensemble estatistico);

2. estabelecimento de um postulado estatistico basico e utilizacido da teoria das
probabilidades. No caso de um sistema com energia total fixa, utilizamos a
hipotese simplificadora das probabilidades iguais a priori, que conduz a defini¢ao
do ensemble microcanonico;

3. estabelecimento dc uma conexdo com a termodindmica, ou seja, com as variaveis

visiveis do mundo macroscopico.

U sistema fisico de particulas € governado pelas leis damecinica (clz’tssiéa
ou quintica, dependendo do nivel ¢ dos interesses da nossa analise) que fornecem
os mcios para a especificagao de um estado microscopico. No entanto, dependendo
do fenémeno analisado, podecmos construir modelos especificos, as vezes de
carater semiclassico, em que a dinamica microscopica € drasticamente simpli-
ficada. Nesses casos, levam-se em conla apenas 0§ mecanismos essenciais que
seriam responsaveis pelas manifestacoes fisicas estudadas. Por exemplo, para
analisar as propricdades magnéticas de um cristal idnico isolante, &€ conveniente
considerar umarede cristalina rigida, desprezando o movimento vibracional dos
lons magnéticos. Em modelos magnéticos dessa natureza, normalmentc cstamos

interessados somente nos momentos magnéticos (isto &, spins) da capa eletronica,
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separando o cfeito dos demais graus de liberdade (inclusive dos spins nucleares) .
Porrazdesde ordem técnica, as vezes & interessante introduzir um modelo discreto
para um gas de N particulas num volume V: no chamado modelo do “gas de
rede”, o volume ¢ dividido em V células discretas que podem estar vazias ou
ocupadas por, no miximo, uma particula, simulando o cfcito de impenetrabi-
lidade produzido por um potencial intermolecular de caroco duro. Nesse caso,
a especificacio microscdpica do sistema cousiste na identificagao das conligu-
racoes de N particulas em Vcélulas. O ensemble estatistico & constituido pelo
conjunto dos estados microscopicos, aos quais serdo associados determinados
pesos probabilisticos.

Neste capitulo, vamos utilizar uma série de cxemplos para ilustrar a especi-
ficacio dos estadosmicroscopicos de modelos estatisticos. Também vamos enunciar
o postulado fundamental da mecinica estatistica, construir o ensemble microca-
noénico e apresentar uma discussao sucinta das bases da teoria.” A conexio com o
mundo macroscépico serd postergada para um préximo capitulo, aguardando a

discussdo das idéias basicas da termodinamica gibbsiana.

2.1 ESPECIFICACAO DO ESTADO MICROSCOPICO DE UM SISTEMA:
EXEMPLOS QUANTICOS

Na mecanica quantica, um sistema estacionario é caracterizado peta fungio
de onda W(gy,q9,... ). Em geral, essa fungao de onda pode ser escrita em termos
de umabase ortonormal completa de autofungdes de um operador, como o hamil-
toniano do sistema. Assim, temaos

V= Z”n O
"

(1)
Hoy = Ly¢,

onde H & o operador hamiltoniano. Os auto-cstados ¢,,, caracterizados pela
conjunto de n ntimeros quénticos, lornecem uma mancira simples de contar os
“cstaclos microscopicos” do sistema. Mais adiante, vamos voltar a cssa questao a
fim de mostrar que a prépria mecanica quantica ja tem um cardter estatistico
intrinseco, distinto da cstatistica necessaria devido i distribuicao de estados micros-

copicos do sistema.

Exemplo (1): particula localizada de spin 1/2.

Ha dois auto-cstados,
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) (2)

correspondentes a “spin para cima ou T ” e a “spin para baixo ou | 7, respecti-
77 . . . p
vamente. Na presenca de um campo magnético A, a energia (hamiltoniano) ¢

dada por

+it,H, com spin 1,

(3)
—H,H, com spin T,

—
onde p ¢ 0 momento magnético, com projeciao u, ao longo do campo, podendo

assumir os valores + g, 01 - &,

Exemplo (2): trés particulas localizadas de spin 1/2, nao-interagentes {(ou, talvez,
. . . -
muito fracamente interagentes), na presenca de uma campo aplicado /.

Nesse caso o hamiltoniano é dado pela soma
H o= —fiy - H—fig-H-fig-H .

Temos, entio, oito auto-cstados que siio dados pelos scguintes produtos: (i) T 7 1
ou o asay, comenergia—3u, H; (i) T 1 L,Giy 14 te@v) | T 71,comenergia
-, H; (V) Vi, L ey &L T, comenergia+u, H, ¢ (viii) | | |,
com energia + 3u, AH. Os auto-cstados com energias = u, A sao triplamente dege-

nerados.

Excemplo (8): Nparticulas localizadas de spin 1/2, ndo-interagentes, na presenca
—
cde um campo A,

Nesse caso, o hamiltoniano é dado pela soma

N N
W:”Z,[’,J"H :~,L1.()H20j , (4)
j=1 j=1

ondce o conjunto de “variaveis de spin”, {O'j;j =1,...N}, com o podendo assumir
os valores # 1 para qualquer j, designa cada wm dos microestados acessiveis ao
sistema. Dada a energia 7, temos grande degenerescéncia nesse sistema. De fato,
a encrgia pode ser escrita em termos do niimero de spins para cima, Ny, ¢ do

numero de spins para baixo, Ny = N— Nj. Assim, temos
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E = —pgHNy + figH (N =Ny ). (5)

Portanto,

Nl = l j\l'wi— ;e No= ]\i’_]\,’l = i N +_§‘_‘_ . (6)
2\ poH - b2 HoH

Como aencrgiadepende apenas de N e de N, podemos utilizar as mesmas nog¢oes
combinatérias que ja foram empregadas no problema do caminho alcatério para

obter o nimero de aunto-estados acessiveis ao sistema com uma dada energia I,

N! N1
Q E y l"\r ] = = 7 '
( ) N INo! I rE 1 L (7)
- —|N—=——— [ || =| N+ — !
2 Ho H ) 2 Ho H

Mais adiante vamos ver que, dadaa energia I, o postulado fundamental damecinica
estatistica estabelece que todos esses microestados sio igualmente provaveis. A
conexio com a termodinimica se da por meio da fungio entropia, que deve ser
identificacda com o logaritmo natwral de £} (I, N), no chamado limite termodi-
namico, em que I, N— o, com a razao [7/N fixa. Isse modelo de spins nao-inte-
ragentes representa muito bem o comportamento térmico de wn paramagneto
ideal. A introducao de interagdes entre os spins, que torna o problema estatistico
extremamente complicado, é capaz de produzir um modelo para a explica¢io

dos fendmenos de ordenamento magnético, como o ferromagnetismo.
Exemplo (4): oscilador harmdnico unidimensional de freqiiéncia w.

Nesse caso, os auto-estados sio dados pelos polindmios de Hermite, correspondendo
aos autovalores de energia

E, = [n+%]ﬁco, | )

com n=10,1,2,....

Exemplo (5): dois osciladores harmonicos unidimensionais localizados e inde-

pendentes, com a mesma freqiiéncia fundamental w.

Como no caso dos spins localizados e nao-interagentes, em problemas quanticos
O

dessa natureza o hamiltoniano é somavel, H= % + Hy, os auto-estados se mul-
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tiplicam, ¢ = ¢ 1.¢ o, ¢ as auto-energias correspondentes também se¢ somam,

E=1I + L. Portanto, as auto-energias sio dadas por

Ly e =7 +—;- fzw+(n2 +%]hw = (nl + 19 +])‘/’zco, 9

=

onde o par {ny,19) designa um auto-estado quintico. O auto-estado (0,0) tem
cnergiafiw; osauto-estados (0,1) ¢ (1,0) tém encreia 2% w; os auto-estados (0,2 ),

(2,0 e (1,1) tém a mesma energia 3% w, ¢ assim por diante.

Exemplo (6): conjunto de Nosciladores harmonicos unidimensionais, localizados
¢ nao-interagentes, com a mesma frequéncia fundamental w.

Essa gencralizagao do exemplo anterior, que da origem a um problema combi-
natério ligetramente mais sofisticado, constitui o [amoso modelo de Einstein,
proposto em 1906 para cxplicar a variagdao do calor especifico dos sélidos com a

temperatura. As auto-energias sao dadas por

4 -

. 1 1
Ly iy =(n1 tg oty g e

(1)
N
) oty -:-T fiw ,

i

onde o conjunto de nUMeEros QUANLCOS (12y,...,7y), com 2;= 0,1,2,...., para qualquer j,

designa o auto-estado correspondente. Podemos escrever essa energia na forma

I =Mho +%h(o . (11)

Y e TN

onde o inteiro M= ny + ... + ny representa o namero total de quanta de energia
no sistema. Para encontrar a degencerescéncia dos auto-cstados corresponcentes a
essa energia, basta descobrir o namero de maneiras de distribuir M= E/fiw— N/2
quanta de energia entre N osciladores localizados. O problema combinatério ¢
analogo ao cilculo da distribuicao de M bolas idénticas dentro de N caixas dis-
postas ao longo de uma determinada direcao. A figura abaixo auxilia o nosso

raciocinio:

oo ejlo e se|el.... .. o
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Na primeira caixa ha trés bolas, na segunda caixa, quatro bolas, na terceira,
uma bola, ¢ assim por diante, até a ultima caixa, que tem duas bolas. Para des-
cobrir todas as configuracdes possiveis, devemos calcular todas as permutacoes
de M+ N—1 elementos (isto &, das bolas mais as divisérias que definem as
caixas) e dividir o niimero obtido por M! (pois as bolas sio idénticas) ¢ por
(N-1)! (pois as divisérias também sdo idénticas). Assim, temos o niimero de

auto-estados acessiveis ao sistema com cnergia E,

EN ),
M+N-1j  |pew 2 '

MI(N-1)1 (£~i\i)1(w_1)v : (12)

Q(E,N) = (

hoo 2

No capitulo 4 vamos utilizar (I, N) para estabelecer a conexio com a termodi-
namica ¢ obter a famosalei de Einstein da variagao do calor especifico dos sélidos

com a temperatura.

Exemplo (7): particula livre de massa m, em uma dimensio, dentro de uma “caixa
de potencial” de lado L (ou seja, tal que 0 < x < L, com potencial nulo dentro
da caixa e infinito fora dela).

O hamiltoniano desse sistema serd dado por

1 o }‘lgﬁ

pe

= e [5 13
2m "X 2m x> (19)
Portanto, temos a cquagdo de Schroedinger
R AO(x) L
) a0
2m  dx
cuja solucao pode ser escrita na forma
¢(v) = Asen kx + Bcos kx , (15)
com as constantes A e Breais e a energia dada por
£2 2
p=ltr (16)

2m
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As condic¢oes de contorno, ¢ {0) = ¢ (L) =0, fornecem o espectro discreto de auto-

estados ¢ respectivos autovalores de energia ‘desse sistema,

qb(x) = Asenk, x ;

(17
hgks
T gy
com
nT
k, = T ondc n=123... (18)

Mais adiante, nestc texto, vamos preferir escrever a fungao de onda de particula
Gnica na forma complexa '

¢y (wc) =C exp(ikx) (19)

e utilizar condigoes periddicas de contorno, ¢ (0) = ¢ (L), tal que

2 +2 I t%gf,“.¢ (20)

LT LT L

ro

k=0, x

E importante notar que, no limite termodindmico, L — %, condi¢oes de contorno

distintas devem conduzir aos mesmos resultados termodinamicos.

Exemplo (8): sistema de N particulas livres e nao-interagentes de massa m, em
uma dimensio, dentro de uma “caixa dec potencial “ de lado L (ou seja, tal que
0=xq=<=L 0<x=<0L,. .., 0=<xy<L,compotencial nulo dentro da caixa e
infinito fora dela).

O hamiltoniano desse sistema sera dado por

N 9 N 9 _
1 9 h a°
W Y =g 2T =)
2m = 2m It
7=l 7=

Portanto, temos a equacao de Schroedinger
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h? N 2
“szﬁ(b(x],u.,xl\f)=E(D(x‘l,...,xli\]), (22)
=1 4

cuja solugao € dada pelo produto
D(xy, x5 ) = Opy (31)0 By, (37 ) 5 (23)

onde as fungoes de particula inica podem ser escritas naforma ¢, (x) = Cexp (ekhx),

como na equacao (19). A energia é dada por

2
r _h (e 9
E=Ey, iy =5 (kl +...+kN), (24)

e a imposicao de condicoes periddicas de contorno fornece a quantizagao dos
nameros de onda,
2T 21

kl =ﬂ"lT,H‘,kN:n‘VT" (23

onde ny,..,ny=0,+1, £ 2,+3,....Um particular estado microscopico do sistema
seria designado pelo conjunto de niimeros quanticos {k),....kxl. No entanto, as
fun¢des de onda de particulas quinticas idénticas dcvem ser simétricas (no caso
de bdsons) ou anti-simétricas (no caso de férmions) diante da permutacao de
duas variaveis de posicao. A andlise dos microestados do sistema quantico de N
particulas idénticas &, portanto, bem mais complicada; vamos postergé-la para um

capitulo especifico deste texto.

29 ESPECIFICACAO DO ESTADO MICROSCOPICO DE UM SISTEMA
CLASSICO DE PARTICULAS

Em mecanica classica, umsistema de n graus de liberdade fica perfeitamente
especificado quando conhecemos as n coordenadas generalizadas de posicao,
G1s-->4p» € as n coordenadas generalizadas de momento, py....,p,,. Por exemplo,
no caso de Nparticulas livres no espaco euclidiano, precisamos conhecer 3N coor-
denadas de posicao e 3N momentos, isto €, Xy, ¥, 21, ., Xy IN> Zns Py Py Payr -
Dures Py Pony- £ conveniente introduzir o cspaco de fase, constituido por 27 cixos,
tal que cada estado microscépico do sistema de n graus de liberdade seja repre-
sentado por um Gnico ponto nessc espago. Veja a figura 2.1, em que o par (¢,p)

designa o conjunto de variaveis ¢|,...,q,.f, .- ,f,- Podemos representar no espago
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de fase todos os pontos (estados microscopicos) compativeis com as condi¢des
macroscopicas de um sistema (energia, volume, nimero de particulas). Ao con-
trario dos exemplos quanticos, agora vamos ter de realizar uma contagem de
estados microscopicos num espaco continuo. Portanto, é conveniente introduzir
a funcao densidade p(g.p), tal que pdgdp dé o nimero de estados microscopicos

com coordenadas generalizadas dentro da célula dgdp.

Pip,p)
[

]

Figura 2.1  Representacao bidimensianal de um espago de fase classico.

Exemplo (1): particulalivre de massa m, em uma dimensio, com energia I, dentro
de uma caixa de comprimento L (isto €, com 0 < x =< L).

Como a energia tem a forma E= $2/2m, o momento sera dado por p=+ \,‘% .
Nafigura 2.2 representamos o espaco de fase associado a esse sistema. Todos os pontos

situados sobre os dois segmentos da figura sao acessiveis a particula com energia F.

A 3
172

+(gmli)

> X

—emty 2 |

Figura 2.2 Os segmentos indicam as regides acessiveis a wma particula de energia /S com posicio 0 < x=< /.,

Nesse caso, o espaco de fasc ¢ bidimensional, mas a regiao de pontos acessiveis

ao sistema, constituida pelos dois segmentos da figura, é unidimensional. Isso
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introduz algumas diliculdades técnicas. Scria interessante que a regido acessivel
ao sistcma tivesse a mesma dimensao do espacgo de fase (isto €, que fosse uma area
cm duas dimensoes, um volume em trés dimensoes, um hipervolume de dimensao
dnum cspaco de fase d-dimensional). Pararesolver essa questao, em vez de definir
uma energia fixa I, vamos dizer que a energia esta cntre Ec £+ 8F, onde 8E ¢
uma grandeza macroscopicamente pequena, mas de valor fixo (mais adiantc vamos
ver que, no limite termodindmico, esse artilicio facilita os calculos ¢ nao tem
qualquer efeito sobre a conexdao com a termodindmica). Na figura 2.3 repre-
sentamos as regioes do espaco de fase que sao acessiveis ao sistema (as duas faixas
hachuradas, com g = +/m/2E SE). Portanto, o volume do espaco de fase acessivel

ao sistema sera dado por

1/2
LOE . (26)

2m

Q(E,L,6E)=2L5p =

N

Mais adiante vamos ver que, de acordo com o postulado fundamental da [isica
cslalistica, a densidade de pontos & constante na regiao hachurada (com valor
normalizado dado por p=1/4}) e se anula fora dela. A entropia classica (embora
nao tenha qualquer sentido falar de ciitropia para um sistema de uma tnica par-
ticulal) seria dada pelo logaritmo natural de {2.

» §
" Y.
1 anyy 172 i /‘1.T 3p
; X
3 oL
i- :

_(2mty ¢'
4 JA p

]

Figura 2.3 Regides acessiveis a uma particula livre em uma dimensao com energia entre f1e I+ 817 ¢ posicao

0 < x= /,. Ossegmentos da figura 2.2 sio substituidos pelas freas hachuradas.
[=] )

Exemplo (2): oscilador harmoénico unidimensional com energia entre Fe I'+ 0.

O hamiltoniano classico dessc sistema ¢ dado por

1. o
+—kg” (27)
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onde m é a massa ¢ k> 0 ¢ a constante de mola. Portanto, dada uma energia 1, a

regiao de pontos acessiveis no espago de fase ¢ delinida pela elipsc

P /a
— 4 —_— = R FOQY
Qml 2L (28)
k '

Com a energia entre e I+ 8, a regiio acessivel € uma coroa eliptica (ver ligura

2.4), cuja arca ¢ dada pela expressao

Vl(
1/9

or . (20)

Q(£,68) = on| =

Nesse caso muito simples, o volume do espago de fase acessivel ao sistema (isto €,

aarca 1) € uma funcao independente da encrgia!

A P

+{%ml) L2

-y NEVAN

)
—(2nEp e

lignra 2.4 Regifio do espaco de fase acessivel a uni osciludor harménico unidimensional com energia entre

Felo+ 3k,

- Poderiamos agora propor varios outros exemplos. S6 quc acima de duas

dimensdes comega a ficar dificil desenhar no papel o espago de [ase! Além disso,

nem sempre ¢ facil calcular hipervolumes de regides limitadas nessc espago. Vamos,

portaito, apresentar apenas um exemplo adicional, de enorme interesse lisico.

Exemplo (3): gis ideal classico de N particulas monoatdmicas € nio-interagentes
(ou seja, desprezando quaisquer interagoes entre as particulas), de massa m, denuo
do volume V, com energia entre e £+ oL,

O hamiltoniano desse sistema € dado por

N

| S
H = —hi" . 0]
;m/] (30
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As coordenadas de posicio, ( Hv;;j= 1,..., N}, variam irrestritamente dentro do
volume V. Cada componente das coordenadas de momento pode assumir'valores
entre — % e + %, com a restricao de que a energia total esteja entre £ e £ + SE.
Portanto, o volume do espago dc fase acessivel ao sistema, () = Q (E, V, N; 8L),

sera dado por

.Q,:J....J‘ds ’F]"'ds??]\r j J (fgﬁl"'ﬂlsj_).i\r =
Vv

2m E Sf)ig +"‘+15NQ _2313(E+5E)

v J‘ J' de’l "‘dSﬁN . (31)

2m E Sj;lg +o —lwlrtjl’\,r(2 <2m({ F+0E)

Para calcular essa ultima integral, em primeira ordem em 8, vamos recorrer i
fomula para o hipervolume de uma hipercoroa esférica de raio R ¢ cspessura 6R

num espa¢o n-dimensional (ver apéndice A.4),

Q,(R;6R)=C,R"'OR, (32)

onde €, € uma constante que depende apenas da dimensio n. No nosso caso,
com n=3Ne R=(2mL)1/2, temos

3N .

m W2 3N T P (
Q,(E,V,N;6E) = [%J Csn(2m)2 oVVNE 2 SE, (33)

4

ondea constante Cyp; pode ser obtida por meio dasformulas do apéndice. Sistemas
dessa natureza, em que o volume e a encrgia, no limite de Ngrande, comparecem
nacxpressao de O naformade poténcias de uma fracio de A, constituem cxemplos

importantes de fluidos ideais, que vamos chamar de “sistcmas normais”,

#9.3 ENSEMBLE ESTATISTICO, HIPOTESE ERGODICA, POSTULADO FUN-
DAMENTAL DA MECANICA ESTATISTIC:

O conjunto dos auto-estados de um modelo quéntico, ou o conjunto dos
pontos do espaco de fase classico, acessiveis a um determinado sistema (ouscja, com-

pativeis com certos vinculos macroscopicos) constituem um cnsemble estatistico.
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P(g, p. 8

Figura 2.5 Trajetdria de um ponto na espago de fase clissico.

Para dar uma ilustrag¢do do que vem a ser a hipétese ergodica, que fornece
as bases para o estabelecimento do postulado fundamental da fisica estatistica,
vamos considerar a trajetdria no espago de fase, a partir de certo instante £, de
um sistema classico de ngraus de liberdade (ver figura 2.5). Na formulagdo hamil-
toniana da mecanica classica, em que o hamiltoniano % ¢ funcao das variaveis
independentes ¢, p, € ¢ (e onde ge psao paramctrizadas pelo tempo #), a trajetdria
no espago de fase é governada pelas equacdes de Hamilton,

ol _dg . P _ap

—_— = 4 . 34
o a ! Jq  dt .

Dadas as coﬁdig()es iniciais, as solucoes dessas equagécs sao univocas. Portanto,
as trajetorias, embora muito complicadas, ndo devem se cruzar no espa:go de fase.
Vamos agora considerar um conjunto (macroscopicamente denso) de pontos
em certa regido do espaco de fase. O nimero de pontos nessa regiao, no tempo
t, pode ser caracterizado pela densidade p = p(q, p, ¢). Assim, plg, p, t) dqdp
representa o niunero de pontos, no instante de tempo ¢, com coordenadas entre
gcg+dge pep+ dp. Agora é facil estabelecer uma equacao para a evolugio

temporal da densidade,

it 9l T Tl T o o ap ag o ®3)

Definindo os parénteses de Poisson de p com #,

{ ’9{} _ 8p IH (3’p IH (369
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podemos escrever a equacao diferencial

P 9P 37
dt _{p’J{}+az ' o7

Como o namero de pontos no espaco de fase se conserva, isto ¢, os pontos repre-
sentativos de um sistema fisico nao podem ser criados ou destruidos, pois as tra-

jetorias nunca se cruzam, temos uma equacao de conservagao,

w'm v,
§7-as I o (59

s v(s)

[I

em que S€ uma hlpersuperhcu: fechada que engloba o hipervolume V, e o fluxo
o —

¢ dado por J = pv em que o vetor v = (¢,p) é uma velocidade generalizada.

Utilizando o teorema de Gauss, a equagao integral (38) se transforma na equagao

diferencial
(39)

cm que V= (0/d¢, 9/0p). Explicitando a forma do divergente generalizado,

podemos escrever

_dp

(08 =-%.

Ip

g;j(pq") (40)

Utilizando as equacoes de Hamilton, temos

gl oy P9, (41)

Portanto, a equacao {40) pode ser escrita na forma
.
+ ) = 42
G it o= } (42)

Comparando as equagoes (37) e (42), obtemos o famoso teorema de Liouville,

de

dt

=  p = constante , (43)



Descricdo Estatistica de uwm Sistema Fisico ®

que funciona como ponto de partida para varias formulacoes da fisica estatstica
dos sistemas fora do equilibrio (como sera discutido bem mais adiante no capitulo
15). O teorema de Liouville garante que p é uma constante, ou seja, que 0s pontos
no espaco de fase se movem como um fluido incompressivel. Numa situnacao de
equilibrio, isto €, estaciondria, qu ando a densidade p nao deve ser uma func¢ao

explicita do tempo, temos

%:0:{,0,5{}=0, (44)

ou seja, a fung¢io p= p(g, p) s6 deve depender das coordenadas generalizadas g ¢
ppor meio de uma funcao do hamiltoniano do sistema, #H=H (g, p). Logo adiante
vamos ver que esse resultado fornece uma justificativa para o estabelecimento do
postulado fundamental da mecanica estatistica cm equilibrio.

Apos todos esses preliminares, vamos voltar a hipotese ergodica. Para calcular
uma média temporal de certa grandeza f no laboratorio, normalmente tomamos

a média de varios valores de fnum tempo grande 7. Assim, temos o valor médio

T

<f>ﬁab = lim “1— f(f)di . (45)

T—yoo T
0

A hipétese ergodica consiste em supor que esse mesmo valor, no equilibrio, pode

ser obtido por meio de uma média no espaco de fasc,

_[f(q,ﬁ)p(q,ﬂ)dqdif
<f>6'.§[ = )
Jp(q,p)dpdq

(46)

2

onde o ensemble ¢ constituido pbr todos os estados microscopicos acessiveis ao
sistema. A média temporal € substituida por uma média sobre o ensemble esta-
tistico. Estamos supondo que os pontos do ensemble sejam copias fi€is do sistcma
macroscopico e que, no decorrer do tempo, a trajetoria do sistema fisico no espago
de fase deve visilar todos os pontos do ensemble. Justifica-se, portanto, a subsu-
tuicio da média temporal por uma média instantanea no enscmble. Vamos usar
implicitamente a hipotese ergédica, como um instrumento de trabalho, que sc
justifica por meio das suas consequéncias. No entanto, desde o inicio do século
(a hipotese ergodica ja foi proposta e utilizada por Boltzmann), ha longas dis-

cussoes sobre a validade da hipdtese ergddica, cujo estudo acabou dando origem

5
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aum ramo da matematica. A hip6tese ergddica na sua forma mais forte somente
pode ser verificada para sistemas extremamente simples (como um oscilador har-
moénico). No entanto, formas mais fracas da hipotese ergddica, que teriam validade
em “quase” todos os pontos do espaco de fase (ou seja, exceto em regiocs de
medidanula), tém sido analisadas nalitcratura. O leitor interessado nessas questoes
deve-se referir a um excelente artigo de revisao, publicado por Joel Lebowitz e
Oliver Penrose em Physics Today (fev. 1973, p. 23).

Agora estamos preparados para enunciar o postulado fundamental da mecénica
estalistica em equilibrio (ou postulado das probabilidades iguais a priort), que scra justi-
ficado a posteriori, por meio de suas consequéncias. Em um sistema estatistico Jfechado,
com energia fixa, todos os microestados acessiveis sGo igualmente provduvers. Essa suposicao
de probabilidades iguais, a priori, de certa forma representa um reconhecimento
da nossa ignorancia sobre o estado microscopico do sistema. No caso do espaco
de fase classico, a densidade p deve ser constante na regiao acessivel ao sistcma e
nulafora dela (em concordanciacom o teorema de Liouville). Nesse caso, podemos

construir uma densidade devidamente normalizada por meio da definicido
I/Q para ESH(q,p)SE+5E,

0; de outra forma .

No caso de sistemas quénticos ou de modelos discretos, a probabilidade é dada
simplesmente pelo inverso do namero ) de microestados acessiveis ao sistema.
Definida a distribuicdo de probabilidades associada ao ensemble estatistico, que
nesse caso especifico se denomina ensemble microcanénico, podemos aplicar os

métodos usuais da teoria de probabilidades.

*2.4 CONSIDERACOES SOBRE A FORMULACAO DA MECANICA ESTATISTICA
DOS SISTEMAS QUANTICOS

Em mecdnica quantica, um sistema é caracterizado pela funcio de onda ¥,
que pode ser expandida em termos de um conjunto completo {¢,, } de autofuncoes
ortonormalizadas de um determinado operador. O processo de medida de certa
grandeza pode ser descrito pela chamada reducio do pacote de onda. Assim,
adotando o ponto de vista mais tradicional da mecanica quantica, a cada grandeza

fisica o estd associado um operador O tal que

Oy, =0, ¥, , (48)
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cm que {,} € um conjunto completo e ortonormalizado de autofuncoes e o, €
o autovalor correspondente a ¢ . A funcao de onda do sistema pode ser escrita

na forma

V=Y oW, | (49)
1

O processo de medida da grandeza fisica o, efetuado pelainteracio com um objeto
classico, pode produzir um particular valor o;, passando o sistema qudntico a ficar
no estado ¥,. No entanto, a priori, podemos dizer apenas que ha certa probabi-
lidade, dada por ¢ |2, de obter o valor g;. Se dispusermos de um nimero muito
grande de sistemas, todos idénticos, devidamente preparados no mesmo estado
¥ (por exemplo, por meio de uma selecido efetuada por medidas anteriores de
outra grandcza fisica), obteremos uma distribuicdao de valores da grandeza fisica

0, com o valor médio, ou valor esperado, dado por

(H1019) =3 cr eulWulOlv )= 2 et mlva) =2 leal 0 50

m,n e, N n

Até agora o processo descrito envolve apenas o caraler eslatistico intrinseco
da mecanica quéntica. Nao hd qualquer referéncia a respeito da possivel igno-
rancia sobre o estado microscopico do sistema. O que aconteceria entao se nao
soubéssemos exatamente a funcao de onda W? Isto €, se o sistema pudesse ser
encontrado num conjunto grande de func¢oes de onda W, todas elas compativeis
com as condi¢bes macroscopicas. Nesse caso, deve ser efetuada uma média esta-
tistica extrinseca, devido & nossa ignordncia sobre o sistema, muito semelhante
ao que se faz em mecanica estatistica classica.

Vamos considerar novamente o valor esperado do operador 0, utilizando
agora uma expansio de ¥ em termos das autofuncoes ¢,, do opetrador hamil-

toniano,

Y= a0, | 1)
T

onde conhecemos todos os coefientes a,,. Entao, temos o valor médio intrinseco

da mecdnica quantica,

<‘P16|‘P>=<é>= Za;an<¢m|él¢n>~ (52)

m,n

57



58 e Introducdo d Fisica Estalistica

Se nao conheccermos exatamente a fungio W, devemos fazer uma média estatistica

sobre todos os seus valores, ou seja, sobre todos os valores dos coeficientes Qy, .

Vamos designar por i . . . ), essa segunda-média. Assim, temos
A * oy e N
<<O>> = Z <an-¢a’n> <¢m| 0l ¢n> = 2 <a_ma,.l> . Omn . ) (5%)
est est est
m.n mn

Amédiaestatisticala,, a,),; pode scr muito dificil de calcular. Vamos sim plesmente

definir uma matriz densidade,
Prm = <a'.ma"n> . (54)
est

Entao, temos

<<(j>>esr = Z Prom érzavz = Z(p()),,m =TrpO=TrOp. (53)

m,n n

Quando O for diagonal narepresentacio {¢, },isto €, quando 0,,, = 0,,8,, ,,, teremos

<<é>>m - % Pun O (56)

onde a soma € sobre os auto-estados quéanticos definidos pelo conjunto {¢,, ).
Essas Gltimas expressoes devem ser comparadas com a média no espaco de

fase classico, utilizando uma densidade normalizada,
(/(g.0)) = If(M)P(q, p)dgdp . (57)

A matriz p desempenha, portanto, 0 mesmo papel da densidade classica norma-
lizada, p(g,). Nosso postulado fundamental, no caso quantico, significa que os
clementos de matriz p,,, devem ser ignais a uma mesma constante para todos os
auto-estados com a mesma energia E {ou com energia entre Ee E+ 8F, se for mais

conveniente).

EXERCICIOS

1. Osnucleos dos dtomos de certos sélidos cristalinos tém spin S= 1. De acordo

com 4 teoria quantica, cada nicleo pode ter trés cstados quanticos de spin
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{com m =+ 1, 0 ou -1). Esse nimero quéntico mede a proje¢io do spin
nuclear ao longo do eixo cristalino do sélido. Como a distribui¢do de carga
nuclear nao € esfericamente simétrica, a energia do nuclco depende da
orientacao do scu spin em relacao ao campo elétrico local. Assim, um niicleo
nos estados m==+1tem energia D > 0 e um nacleo no estado m= 0 tem energia
nula. O hamiltoniano de spin desse sistema de N ntucleos localizados pode

ser escrito na forma

) N
H=DY S]? ,
j=1

onde a varidvel de spin §; pode assumir os valores + 1 ou 0. Obtenha o nimero

de estados microscopicos acessiveis ao sistema com encrgia total U

Calcule o numero de estados microscopicos acessiveis a um sistema constituido
por dois osciladores harmonicos quanticos, localizados mas independentes,

com freqii¢éncias fundamentais w, € 2w,, respectivamente, € energia total L.

Considere um sistema unidimensional classico constituido por duas particulas
naoc-interagentes de mesma massa . O movimento dessas particulas estarestrito
a uma regido do eixo xentre x=0e x= L > 0. Sejam x; ¢ xy as coordenadas
de posicdo das particulas e p| € po 0s momentos canonicamente conjugados.
A energia total desse sistema cstd entre E e E + 0E. Desenhe a projecao do
espago de fase no plano definido pelas coordenadas de posi¢ao. Indique a
regido dessc plano que € acessivel ao sistema. Repita agora seus desenhos no

plano definido pelas coordenadas de momento.

. A posicao de um oscilador harmonico unidimensional é dada pela equacao

szcos(a)t-l-(p),

onde A, w e ¢ sao constantes positivas. Calcule p(x) dx, isto ¢, a probabilidade
de cncontrar o oscilador com posicao entre xe x+ dx. Note que basta calcular
dT/ T, onde Té o periodo de oscilacao e dT € o intervalo de tempo, dentro de
um periodo, em que a amplitude permanece entre x e x + dx. Desenhe um
grafico de p(x) contra x.

Raciocine agora cm termos do espaco de fase classico e de um ensemble de
osciladores harménicos unidimensionais com energia I A regiao acessivel do

espaco de fase ¢ uma clipse. Mostre que a densidade de probabilidade p(x)
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~I

também pode ser obtida por meio da razio entre o comprimento do segmento
de elipse definido pelo intervalo dx e o perimetro total da elipse. Este € um
dos poucos exemplos em que podemos verificar a validade da hipétese ergodica
e do postulado das probabilidades iguais a prior.

Considere um sistema classico de N osciladores harménicos unidimensionais,
localizados e muito fracamente interagentes, cujo hamiltoniano pode ser escrito
na forma

N 1 0 i 5
H = —pT=kxT |,
;[Qmpf 2”1)

onde m € a massa e & € uma constante elastica. Obtenha uma expressio para
o volume do espago de fase acessivel ao sistema quando E < #< E + 8E, com
S8[, <€ E. Este modelo classico para as vibragdes eldsticas de um sélido produz
um calor especifico constante com a temperatura (lei de Dulong e Petit). O
s6lido de Einstein, que € a versao quintica desse modelo, é capaz de produzir
um calor especifico que diminui com a temperatura, em concordancia quali-

tativa com os dados experimentais.

Desprezando toda a complexidade do espago de fase classico, considere um
sistema de N particulas distinguiveis, muito fracamente interagentes, que podem
ser encontradas em dois estados, com energia nula ou com enegia £ > 0, res-
pectivamente. Dada a energia total U desse sistema, obtenha uma expressao

para o nimero de estados microscépicos correspondentes.

Em um modelo muito simplificado para um gis de particulas, o volume do
sistema ¢ dividido em V células de volume unitario. Encontre o ntimero de
maneiras de distribuir N particulas distinguiveis (com 0 < N < V) entre V
células de modo que cada célula possa estar vazia on ocupada por uma Unica

particula. Como seria sua resposta se as particulas fossem indistinguiveis?

Os atomos de um sélido cristalino podem ocupar uma posicio de equilibrio,
com energianula, ouuma posicao deslocada, com encrgia £ > 0. A cada posicio
de equilibrio corresponde uma tnica posicao deslocada. Dados o ntiimero N
de dlomos e a energia total U, calcule o niimero de cstados microscopicos aces-

sivels ao sistema.



ROTEIRO PARA UMA REVISAO
DA TERMODINAMICA

A termodinamica sistematiza as leis empiricas sobre o comportamento
térmico da matéria macroscopica. Ao contririo da mecanica estatistica, ela prescinde
de qualquer hipdtese sobre a constitui¢ao microscépica dos corpos materiais. A
termodinamica de equilibrio, que sera objeto de estudo deste capitulo, fornece
uma descri¢do completa das propricdades térmicas de um sistema cujos para-
metros macroscépicos nio estejam variando com o tempo.

Nessa revisdo vamos considerar como conhecidas certas no¢oes como
energia interna, volume, ou numero de moles, que sao paramelros macros-
cOpicos extensivos, proporcionais ao tamanho do sistema. Também deve cons-
tituir uma no¢ao conhecida a “lei da conservacao da cnergia”, com Lodas as suas
consequéncias: o calor é uma forma de energia que pode ser transformada em

trabalho mecéanico.
3.1 POSTULADOS DA TERMODINAMICA DE EQUILTBRIO

Antes de introduzir os postulados da termodinamica de equilibrio, vamos
definir um sistema simples. Os sistemas simples sio macroscopicamente homo-
géneos, isotropicos, descarregados, quimicamente inertes e suficicntemente
grandes. Por economia de linguagem, vamos considerar neste capitulo um fhido
pure, isto &, um sistema simples com um Gnico componente ¢ na auséncia de
campos externos (clétricos, magnéticos ou gravitacionais). O estado termodi-

namico desse fluido puro vai ser caracterizado por um niimero muito reduzido
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devariaveis macroscopicas (que podem ser facilmente aumentadas para descrever

sistemas mais complicados).

Primeiro postulado: “o estado macroscépico de um fluido puro é completamente
caracterizado pela energia interna U, pelo volume Ve pela quantidade de matéria
(que pode ser dada pelo niimero de moles »)”. Para facilitar a conexio com a
mecinica estatistica, em vez de utilizar o ntimero de moles, vamos exprimir a quan-
tidade de matéria pelo ntimero de particulas N. No caso mais geral de um fluido
com r componentes, teriamos de dar o conjuito {Af;,»;j = 1,...,7}, correspondente
a0 ntimero de particulas de cada componente.

Um sistema composto € constituido por um conjunto de sistemas simples
scparados por paredes ou vinculos. As paredes sao divisorias ideais que podem ser
restritivas a certas variaveis: paredes adiabaticas sao restritivas a troca de energia
na forma de calor (caso contrario sao diatérmicas), paredes fixas sdo restritivas as
alteracoes de volume, paredes impermeaveis impedem a passagem de particulas

de um ou de mais componentes do fluido.

O problema fundamental da termodinamica, que sera respondido pelos
dois postulados scguintes, consiste na determinacao do estado final de equilibrio
atingido apos aremocao de vinculos internos de um sistema composto. Por exemplo,
qual scria o cstado [inal de equilibrio quando uma parede adiabética se transforma

cm diatérmica (ou quando uma parcde fixa € liberada para se movimentar)?

Figura 3.1  Sistema composto constituido por trés fluidos simples separados por paredes adiabiticas, fixas e

impermeaveis.

Segundo postulade: “hauma funcao de todos os parametros extensivos de um sistema
g (

composto, denominada entropia, S= S(U}, V), Ny, Us, Vo, Ny, .....), que € delinida
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para todos os estados de equilibrio. Na remocgao de um vinculo interno, os para-
metros extensivos assumem valores que maximizam a entropia”. A entropia, como
funcao dos parametros cxtensivos, constitui uma equacdo fundamental de um dado

sistema, contendo todo o conhecimento termodinamico sobre esse sistema.

Tercetro postulado: “a entropia de um sistema composto ¢ aditiva sobre cada um dos
seus componentes. A entropia é uma funcdo continua, diferencidvel e monoto-

nicamente crescente da encrgia”,

No caso de um sistcma composto constituido, por exemplo, por dois fluidos

puros, devemos ter

S’(LT] , Vi W, Y'T'l . lUQ Vo, 1\”2) = Sl (U]_ s V] R ]\,71 ) + SQ(UQ s Vg yd 72) . h

Além disso, dado S= S(U, V, V), o terceiro postulado garante-nos que (d $/d U) > 0
(narealidade, vamosver que essa desigualdade implicaa positividade da temperatura).
Portanto, podemos inverter a forma funcional de Se escrever U= U(S, V, N), que
também € uma equacao fundamental, em pé de igualdade com a entropia, encerrando

toda a informacao termodinamica sobre o sistema considerado.

Aaditividade da entropiasignifica que $= S(U, V, N) é uma funcao homogénea

de primeiro grau das suas variaveis, isto €, que

S(AU,AV,AN) = AS(U,V,N), ' | (2)

para qualquer valor de A (para A = 2, dobrando a cnergia, o volume ¢ o namero
de particulas, a cntropia também deve dobrar). Em particular, fazendo A = 1/N,

temos

1 i UV :
R,TS(U’V’N): [R?,E,].)=s(u,v), (%)

onde definimos as densidades u= U/N, v=V/Ne s=5/N.

Quarto postulado: “a cntropia se anula num estado em que (dU/dS) = 0". Mais
tarde vamos ver que este € o enuncidado da lci de Nernst, ou terceira lei da ter-
modinimica, que estabelece que a entropia € nula no zero absoluto (resultado

que pode ser violado pela mecinica estatistica classical).
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3.2 PARAMETROS INTENSIVOS DA TERMODINAMICA

. Na represeniacio da energia, a equagao fundamental de um fluido puro é dada

pela relacio U= U(S, V, N) . Temos, entio, a forma diferencial

Y 7
dU = (Q_U‘) dS+(LLr] dV+(aLT) dN 4)
(9 S V.N (9‘/ S,]\:' &A S ,V

que descreve um processo termodindmico ou quase-estatico (isto &, uma sucessio

infinitesimal de estados termodindmicos de equilibrio). Comparando com a

expressao usual da lei da conservagio da energia,

AU =AQ + Aw,macém'co +A 'rq'u:z‘mz'm s

= TAS = pAV + UAN ,

temos as seguintes defini¢coes dos pardmetros intensivos ou camposda termodinamica:

as

()
WV sy

. . { U
potencial quimico: u = .
SV

oU
temperatura: T= ;
V.N

ressan | h
p .

(6)

T oN

As funcdes T=T(S, V, N), p= PS8 VIN) e u=p(S, V,N) fornecem as equagies de
estudo na representagao da energia. O conhecimento de uma tGnica cquagio de
estado nao € suficiente para construir uma equacao fundamental. No entanto, duas
equagoes de estado ja seriam suficientes, pois é facil demonstrar que T=T(S, V, N),
p=p(S, V. N)ep=p(S V., N) sio funcdes homogéncas de grau zero das suas
variavels, isto €, T(AS, AV, AN) = 7(S, V, N}, e assim por diante. Note que estamos
utilizando uma notacdo deliberadamente complicada para as derivadas parciais,
fazendo questao de manter os indices a fim de indicar as variaveis que devem per-
manccer fixas no processo de diferenciacio. Esse procedimento ¢ muito itil em ter-
modinamica, diante da possibilidade muito [reqiente de trabalhar com diferentes

representacocs, caracterizadas por diferentes conjuntos de variaveis independentes)
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Na representacao da entropia, temos

N s 3
dS:(é%J dU+(£§j dv+(aij dN =Y FpdX 7)
a(, .V,S aV )U,N a.;’\ LT,I" k:ll .

onde X = U, Xo=V e X3=N. Portanto, utilizando a equacao (5}, temos as seguintes

equagoes de estado na representacao da entropia:

oS 1
= — =—, .
1 (30' )V,N T (8)

PN p
F, =] 22 =L .
2 (9VJUW- T @)

as
Fo = — = _
5 ( &N )er'V (10)

Como U(S, V; N) = Nu(s, v), também podemos escrever uma forma dife-

==

rencial em termos das densidades

du = (-CZEEJ ds + (@] dv = Tds —pdv . (11)
ds ), dv ), »
pois
aU) [auj
=|—| =T, (12)
( JIs V.N ds ),

()]
24 SN dv .

Identicamente, temos

ds = L aur Ly (18)
7T
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Como exemplo, vamos considerar um gas monoatdmico classico, definido pelas
equagoes de estado pV = NkgT (Ici de Boyle) e U= (3/2) NkgT (expressando o fato
de que num gas ideal a energia por particula deve ser funcao apenas da temperatura,
ou seja, o calor especifico deve ser constante), onde kg € a constante de Boltzmanin.

Essas equacdes de estado podem ser facilmente colocadas na forma entropica:

[) l‘\ﬁk‘.{) ‘ . 85 kB

L=t ou seja, — === 14
T % J v v v S
' b )

13N ou scia, os) _ 3kp 05
T U ‘ du /, Qu

Integrando cada uma das equacoes (14) e (15}, temos

s(u,v) =kplnv+ f(u) _ (16)

s(u,v) = ng Inw+ g(v) , (1 7)

onde f{u) e g(v) sdo fungoes arbitrarias de w e v, respectivamente. Comparando

essas duas expressoes, temos, finalmente,

s(u,v)zgklg Inu+kgInv+kge, (18)

onde ¢ é wna constante. Entao,

7 7 7
S{U,V,N)=Ns L, ! = EM& lng + Nk ]nL + Nkgpc , 19
N) BTN TR TR (19)

onde a entropia classica é dada a menos de uma constante.

8.3 LEQUILIBRIO ENTRE DOIS SISTEMAS TERMODINAMICOS

Como exemplo de equilibrio térmico, vamos considerar um sistema composto

constituido por dois fluidos puros. O sistema global esta fechado. Inicialmente,
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os fluidos estao separados por uma parede adiabatica, fixa e impermeével. Em um
determinado instante € alterado um vinculo interno: a parede se torna diatérmica,
mas permanece fixae impermeavel (ver figura 3.2). Passado algum tempo, atinge-
se novo estado termodindmico de equilibrio. Esse novo estado de equilibrio sera

dado pela maximizacio da entropia, que pode ser escrita na forma

S = 8§ {0y, V1, Ny )+ 83 (Us, Vo, No (20)
onde Vi, Vo, N} ¢ Ny sdo parametros fixos, e

Uy +Us = Uy = constante , (21)

onde U, € a energia total do sistema (que também estd fixa). Entao, temos

0S _ 395 9% 98 9% _ 1 1 _
ouy, Uy 9ty Uy JUs 1y Ty

(22)

Portanto, no equilibrio, 71 = 15, correspondendo a expectativa comum de equa-

lizagido das temperaturas dos dois subsistemas.

/. e Y
¥ %
L
:,// U, V)N, Uy, Vg, Ny ;
% ]
/LS Y4 /]

Figura 3.2  Sistema composto constituido por dois fluidos simples scparados por uma paredc adiabitica, fixa

¢ impermeavel.

Agora, temos de considerar a derivada segunda,

s %8s, 9 (98 ) _ %S, 9%Sy
= = + (23)

gu?  gul dU\dly ) Ut ouf

Utilizando a equacio de estado para o inverso da temperatura, temos
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72s 9 (1 d (1) 191, 1 IT

- —_— |+ - | 3 ¢ .
oup  dU\Ty) dUs\Ty) 179Uy T oUy

(24)

Para que essa derivada segunda seja negativa, € preciso que
a‘T]
—_—] >0 (25)
( al] .V,N

para o fluido puro. Invertendo a derivada da fungao implicita, temos

_] .
T U 1
JU - = ’ (26)
aU V,;M aT V,I\'T J’,\Q}V
onde
, =£(£] _L[EJ |
VENLAT )y NUIT )y oy (@7)

€ o calor especifico a volume constante. Portanto, o postulado de maximizagao
da entropia esta intimamente ligado a uma propriedade fundamental de estadr
lidade térmica da matéria. Num sistema termicamente cstavel, o calor especifico
{que é proporcional a razao entre a quantidade de calor injetado no sistema ¢ a
conseqientc variacao da tempceratura) nao pode ser negativo. Obscrvando
novamente a equacgao {23), podemos reescrever a condi¢io de estabilidade na

forma

( J 1) 9% -0
o = J (28)
U T V.N (9(,72 VN

ou seja, a entropia deve ser uma func¢ao concava da energia. Nesse ponto, € inte-
ressante fazer algumas consideracocs sobre fungoes convexas (ou concavas). Uma
funcio diferenciavel f{x) € convexa quando sua derivada segunda for positiva para
qualquer valor de x; caso a derivada segunda seja negativa, a funcao € concava.
Por exemplo, a funcdo f(x) = exp(x) é convexa e a uncao f{x) = Inx é concava.
Na rcalidade, poderiamos ter usado uma definicao mais geral, possibilitando que
a funcdo f{x) fosse nao-diferenciavel em certos pontos (como vamos ver que

ocorre nas transi¢oes de fases). Mais adiante vamos ver que para assegurar a esta-
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bilidade térmica e mecanica de um sistema é necessario que a densidade de
entropia, s = s(u, v), seja concava em relacio as variaveis independentes « ¢ v.
Por outro lado, a densidade de energia, u= u(s, v), deve ser convexa em relacio

as variaveis independentes s e v.

Vamos agora dar um exemplo de equilibrio térmico e mecanico. Considerando
a mesma situagao antcrior, mas com uma parede que pode-se tornar diatérmica
e mével a partir de um determinado instante, podemos escrever a entropia na

forma da equacao (20),

S:Sl(le,Vl,i\’Tl)‘FSQ(ZJQ,VQ,A’TQ), {29)
ondc agora Ny ¢ Ny sao parametros fixos, mas

Uy + Uy = Uy = constante (30)
c

V1 +Vy =V, = constante , (31)

onde V, € o volume total (fixo) do sistema composto. Na nova situacao de equi-

librio, devemos ter

as a5 95 1 1
— = — = =———=0 - (39)
301 8U] 8U2 ‘T]_ ‘TQ
€
dS P
852581_ 72:1)11__112_:0. (59)
vy dVy Ve T1 Ty
A partir dessas equacdes, temos as expeciativas usuais no equilibrio,
T =Ty c n=pe (34)

Ou seja, as temperaturas e as pressoes se equalizam. Para continuar esta andlise,
precisamos considerar as segundas derivadas da entropia em relacao a energia e
ao volume. Como o nitmero de moles & sempre constante, basta amralisar o sinal

da forma quadratica
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2 2 R |
LS () = e+ 225 (o) .
2 ou” du dv 2 du” »

Essa forma quadratica € negativa definida quando a densidade de entropia,
s = s(u, v), for uma func¢ao concava das varidveis independentes v e v. Vamos
deixar como exercicio averificacao de que as condig¢des de estabilidade térmica
¢ meccanica estao relacionadas a positividade dos calores especiticos e da com-
pressibilidade isotérmica (notando que a derivada (dp/dv) ptem de sernegativa

em qualquer sistema fisico!).
3.4 RELACOES DE EULER E DE GIBBS-DUHEM
Ja vimos que a propriedade de aditividade pode ser expressa na forma
U(AS,AV,AN) = AU(S,V,N). (36)

Derivando os dois lados em relaciao a A, temos

QU(LS,AV,AN) . JU(AS,AV,AN)

I T"r -+
d(AS) AV}
(37
JU(AS, AV, AN) &7
N=U(S,V,N).
I(AN)
Fazendo A =1, obtemos a relagdo de Fuler da termodinamica,
TS - pV +uN=U. , ' (38)
Tomando a forma diferencial dessa relacao, podemos escrever
TdS + SdT — pdV ~ Vdp + pdN + Ndp = dU : (39)
ou scja,
Sd1 —Vdp + Ndpt = 0, o (40)

que também pode ser colocada na forma
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du = vdp - sdT" , (41)

que ¢ conhecida como relagio de Gibbs-Duhem. Essa forma diferencial mostra que
o potencial quimico como funcio da temperatura e da pressio € uma equacgio
fundamental do fluido puro. Por outro lado, as densidades ve s como funcdes da

temperatura e da pressao ndo passam de equac¢oes de estado.
8.5 DERIVADAS TERMODINAMICAS DE INTERESSE FISICO

Ha determinadas derivadas termodinamicas de ficil acesso experimental ¢,
portanto, de grande interesse fisico. Muitas vezes, é conveniente exprimir as
grandezas termodinamicas que estdo sendo estudadas em termos dessas derivadas
mais importantes (que, em geral, sdo tabeladas cm compéndios sobre dados ter-
modindmicos).

No caso de um fluido puro, as seguintes derivadas apresentam maior interesse:

(a) coeficiente de expansao térmica,
. 1{ AV 1{0V
o= lim —|— =—| — , (42)
AT=0VAAT ),y VAIT ),

que mede a dilatacao relativa de um sistema a pressao constante.

(b) compressibilidade isotérmica,

o 1({aAv 1(ov ’ ?
Kp=lm -2\ =~ =375 - (43)
a0 VAAD Jrny V9P )y

quec mede a variagio relativa do volume com a pressio a temperatura fixa.

As vezes, € interessante medir a compressibilidade adiabdtica, e, que é
. S

definida com a cntropia fixa (em vez de tcmperatura constantc).

(c) calor especifico a pressio constante,

_1(AQY  T(3S
cp= lim —|—=} =—|—| (44)
AT>O0 N\ AT N\ 2T DN

f] N

que corresponde a uma experiéncia em que se mede a razdo entre o
calorinjetado num sistema fechado, a pressdo constante, e a conseqiiente

variacao de temperatura.
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(d) calor especifico a volume constante,

. 1{AQ T(JdS
ey = lim —| — =—| — . (43)
AT—0 N AT V.N N aT V.N

Para assegurar a estabilidade térmica, devemos ter ¢,,cy> 0. A estabilidade
mecanica sera garantida por k7, kg= 0 (notar o sinal na defini¢ao da compressi-
bilidade!). O coeficiente «, por outro lado, nao precisa ter um sinal bem definido
(é conhecida a contracdo de volume com o aumento da temperatura da agua, por
exemplo, nasvizinhancas de 4° (). Podemos verificar que ¢, > ¢y por meio de uma

relagao famosa para fluidos,

TVa?
NKy '~

Cp=cy+ (46)

que serd demonstrada mais adiante.

£ interessante observar que a, kpe ¢y sao fungdes das variaveis 7'c p. No
caso de fluidos, nao deve haver dividas de que essas variaveis sao bem mais praticas
e convenientes do que S, Ve N. Isso sugere a utilidade de construir representacoes
alternativas da termodindmica, objetivo que sera conscguido logo a seguir, mediante

0 emprego do formalismo das transformadas de Legendre.
3.6 POTENCIAIS TERMODINAMICOS

Em vez de trabalhar na representacao da énergia, em que S, Ve Nsao as
variaveis independentes, ou na representacao da entropia, em que U; Ve Nsao
independentes, pode ser muito mais convenienté trabalhar com variaveis inde-
pendentes de acesso experimental mais facil, como a temperatura 7 ou a pressao
p (note que a temperatura 7, por exemplo, € uma derivada parcial de U com
relacio a S). Para resolver esse tipo de problema, vamos considerar uma fungao
y = y(x), com derivada p = dy/dx. Teriamos de encontrar uma outra fungio, da
forma i = i (p), que fosse equivalente a y = y(x). Isso € conseguido por meio de
uma transformagao de Legendre.

© Uma funcio 9= y(x) pode scr construida mediante uma tabela dos pares
de valores (y, x). Consideremos agora uma tabela de pares (y, ). Cada par desse
tipo corresponde a uma familia de rectas paralelas no plano x -y, sem qualquer
possibilidade de definir a fun¢do y = y(x). Na realidade, a relacao y = y(p), que

pode ser escrita na forma y = y(dy/dx), ndo passa de uma equacao difercncial,
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cujasolugio pode ser encontradaa menos de uma constante. No entanto, podemos
construir uma tabela diferente, envolvendo o valor da tangente (f) e da inter-
seccdo dareta tangente a curva y= y{x) com o €ixo y (que scra chamada ). Veja,
por exemplo, a figura 3.3. Dessa forma, estamos construindo no plano x— yuma
familia de tangentes a curva y = y(x). No caso de uma fun¢ao com uma conve-
xidade bem definida, como é o caso das equagoes fundamentais da termodi-
namica, podemos construir o “envelope convexo” da curva y = y(x) € determina-
la completamente. Observando a figura 3.3, a transformada de Legendre da

funcao y= y(x) &€ dada pela fungao = s (p), tal que

YA

tan =

{p)

7 1) PRI

X

Tigura 3.3  Transformada de Legendre da fungio y = y(x). No grafico estdo indicados o valor da tangente no

ponto (x, y) € a interseccao  (p) da reta tangente com o CixO 7.

w=w(p)=5(x)-px, (47)
onde a variavel x deve ser eliminada por meio da equagé‘o

D

P = dx (48)

Poderiamos também ter utilizado uma definicao mais abrangente (que conti-

nuaria valida, mesmo quando a derivada p nao fosse definida em alguns pontos),
wlp) =it {y(x)-px}, | (19)

onde inf significa o menor valor em relacao a x.

Exemplé: transformada de Legendre de uma fun¢ao quadratica.
Vamos calcular a transformada de Legendre da funcdo y = y(x) = ax> + bx +¢.

Utilizando a equagido (47), a transformada de Legendre pode ser cscrita como

~I
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1;/({))=ax2+bx+c—px,

onde
-
p= Y = ax+b.
dx
Portanto,
. p=0b
2a
c
w(p)z—-nl-«pg+ip—£+c
T da 2a 4q

Note que se afuncgao y (x) for convexa, entao a fungao () serd concava ou vice-
versa (isto ¢, a transformacao de Legendre € uma operacio que inverte a conve-

xidade de uma funcao).

Exemplo: formulagao hamiltoniana da mecanica classica.
Na formulagdo lagrangiana da mecénica classica, a funcao de Lagrange, dada por
L= L(g,q, 1), em termos das variaveis ¢, g ¢ ¢, ¢ uma equacao [undamental. O

momento generalizado € definido pcla relacao

, = 9L
r=3,

+

Na formula¢ao hamiltoniana, que contém exatamente a mesma informacao fisica,

a funcio de Hamilton é dada pela transformada de Legendre

~H (g, pot) = L{q.4.t) - pq .

No caso de um oscilador harménico unidimensional, temos

] 1
L= —-m.i’z ——kx2
2 2

Entao,
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~H =L—-%p, ,
onde
dL ,
Pe = 9%
Portanto,

ﬂzij)?—klk.ﬂcg .
2m-* 2

Vamos agora construir as diversas transformadas de Legendre da energia,
g g 214,

U= U(S5, V, N}. Lembrando que

U
T=|— ;
( 7N jV,N
»--{22) :
av SN '

50
INJsy

temos os seguintes potenciais termodindmicos:

(1) energia livre de Helmhollz,

UlT)=F(I\V,N)=U-TS, (51)

onde a varidvel §foi substituida pela temperatura T

(ii) entalpia,

Ulp]=H(S.p.N)=U+pV, (52)

onde o volume V foi substituido pela pressao p;

(iif)

Ulp]= A(S.V,u)=U-uN, (53)
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onde N foi substituida pelo potencial quimico u, e que ndo tem uma deno-
minacao especial;

(iv) energia livre de Gibbs,
U[T,p]=G(T,p,N)=U-TS +pV, (54)
onde foi realizada uma dupla transformada de Legendre, em relacao as

variaveis Se V;

(v) grande potencial termodindmico,

U[T,u]l=@(T,V,u)=U-TS - uN, (55)
onde a transformada foi realizada em relacao as variaveis Se N, ¢
) Ulp,u]= fol S, po1)=U+pV —uN, (56)
quc também nio é conhecida por nenhuma denominagio especial.

Como U= U(S, V, N) éuma fun¢do homogénea de primeiro grau das suas
variaveis, tomando a transformada de I.egendre em relacio as trés variaveis inde-

pendentes, obtemos uma funcao identicamente nula,

UlT, p.u]=U~TS+pV —uN =0, (57)

que tornaa fornecerarelagio de Euler da termodinamica. Entdo, também podemos

cscrever

G(T,p,N)=Nu=Nu(T,p), | - (58)

ou seja, o potencial quimico como fungao da temperatura ¢ da pressao € a energia
livre de Gibbs por particula, com o status de uma equacao fundamental, como ja
haviamos visto por meio da deducio da equaciao de Gibbs-Duhem. Além disso,

ainda tecmos

(I)(T,V,,U,) = HV}*) = —Vp(T,/.L) s (59)

ou seja, a pressao, como fungao da temperatura e do potencial quimico, € uma
equacdo fundamental para o fluido puro, correspondente a razao entre o grande

potencial termodinamico ¢ o volume.
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Poderiamos construir uma séric andloga de potenciais termodindmicos a
partir das transformacoes de Legendre da funcao entropia, S= S(U, V, N}, em
relacio as suas varidveis. Esses potenciais, que sao chamados de fun¢oes de Massicu,

tém, no entanto, menor interesse f{isico.
3.7 RELACOES DE MAXWELL

Na representacio de Helmholtz, a energia livre € dada por FF'= U- T8,

Portanto, temos a forma diferencial

dF = dU - TdS — SdT = ~S8dT — pdV + ptdN (60)

ou seja,

oF ]
U= " o -
(ah Ty _ (81)

Entio, S= S(T, V. N), p=p(T, V; N) e = u (T, V, N) silo equacdes de estado na.

representacio de Helmholtz (observe que a entropia s6 € uma equacao funda-
mental para um {luido puro quando expressa em termos da cnergia, do volume
e do nimero de particulas). A partir da equacio (61), tomando as derivadas

cruzadas, obtemos trés relacoes de Maxwell,

aV)pn \O0T Jyn’ (62)
_[mj - E’ﬁj ‘
EN Jpy \OT Jyy (63)
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_(éﬁJ .(EEJ
ON )y KOV )py

(64)

Em cada representacio da termodinamica, podemos obter um conjunto de relacoes

de Maxwell. Hd um esquema mneménico (os quadrados de Born) para se lembrar

de todas elas. No entanto, talvez seja mais ficil deduzi-las em caso de necessidade.

Como podera ser notado por meio de alguns exercicios, as relagoes de Maxwell

$40 mMuito Uteis para relacionar o comportamento de grandezas fisicas, A primeira

vista, profundamente distintas.

Na representacgao dc Gibbs, usando a encrgia livre G= U~ TS+ PV, temos

dG = ~8§dT +Vdp + ptdN .

Portanto,

_s :(5_0) ,
J1 N

ap TN

()
IN T,p’

dc onde vém as relacoes de Maxwell,

[9_SJ :(ﬂj
dp TN aT p,N’

ON Jr, \IT bN

o8
IN Jp. » ap TN

{65}

(66)

(67)

(68)

(69
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Exemplo: gis ideal monoatdmico classico. ‘
Segundo a equacao (19), na representacao da entropia a equagao fundamental
do gas ideal monoatémico classico ¢ dada pela expressio

9 T 7

Ny Lk Ny L 4 Nige
N N

S ==
2

“

onde ¢ € uma constante. Entao, na representacao da energia, temos

723 c '
U=N N expiz- S -c||.
4 3\ Nip

A energia livre de Helmholtz sera dada por

N\2/3
F=U-75=N Y| expl 2| S _cl|-75,
v 3\ Nkg

com a entropia S eliminada por meio da equacio

. (8U 2 (N T/g‘ of s
I=|— =— — exp| — -c |-
aS % E\f 3k B Vv AL Nk B

Assim, temos

N 2 3kyT :
I = —kgTN Y Ek,-;FN In B2 4 NRT 3 _.).
Vo2 2 2
Na representacao de Helmholtz, podemos escrever as seguintes equag¢des de
estado:

. t .L'T \]
(i) §= -[ ‘)FJ kNI S T

ﬁ + Nk B s

que € uma conhecida expressao paraa entropia classica, onde a constante

¢ sera determinada mediante o limite classico da entropia de um gas

ideal monoatémico quéntico;

oy dF hptN
(i) p= —(—j =& ,
TN

av v
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que ¢ a famosa lei de Boyle para um gas perfeito;

oF Y

! 3]33T
aj\r J '[*‘ Vv

Y4 N
- kT = 35,71 +hyT i—c\,
N 2 2 9

&

(iil) u =[

indicando que o potencial quimico cresce monotonicamente com a den-
sidade p=N/V.

*Exemplo: concavidade da cnergia livre de Gibbs.

Ja nos referimos ao fato.de que a densidade de entropia, s= s(w, v), € uma funcao
concava das suas varidveis. Por outro lado, a densidade de energia, « = u(s, v),
deve ser uma funcio convexa das variaveis s ¢ v. A energia livre de Gibhs por par-
ticula, g= g(T, p) = G/N, pode ser obtida por meio de uma dupla transformada
de Legendre da densidade de energia, g= u— T's + pv. Portanto, a densidade de
cnergia livre de Gibbs deve ser uma fun¢do concava em relagao a temperatura ¢

a pressio. De fato, podemos mostrar que a forma quadratica

1 & 2 [ 97 1{ 9% |,
Pg=g| 25 (aT) +| 558 5 )’

— d1T dp +—
a1op | TS

€ sempre negativa. Como dg=— sdT + vdp, temos

| 'a“"rJ [ag\
s == == e = .
%) %

Portanto, podemos verificar que
g [asj 1
2= — | =-—¢, <0
2 . jb bl
oT J1 b T

onde utilizamos a definicdo do calor especifico a pressao constante, e

9 .
é—g:[@] =—vKkp <0, .
Ip WP Jr

onde utilizamos a defini¢ao da compressibilidade isotérmica. Também tcmos

9% [ dv } x
= —| =va,
aTdp \dT ),
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onde utilizamos a defini¢ao do coeficiente de dilatacao. Para mostrar quc a forma
quadratica d%g é sempre negativa, completando a prova da concavidade da den-
sidade de energia livre de Gibbs, nao basta obter o sinal das derivadas segundas

de gem relacdao a T'e a p. Ainda temos que mostrar que

9
6‘2g 82g_[ 5’2g ] >

or? 9p* {IT I
ondc
Py 37 2 Y 1 o i Too
£28_ £ = S OyUKp — 112052 YT €y — v .
aT? 9p? | 9T Ip T TP x

Para estabelecer o significado do termo cntre colchetes (ver equagdo 46), vamos

calcular uma expressao para o calor especifico a volume constante. Assim, temos

Lo (2) dsiw) _ a(si0) A7)

TV INGT), " 9(Tv) T, p) AT, e

ou seja,

IR
T ot )\ op ), \9p )y aTJp. v )1

onde recorremos fartamente as propriedades dos jacobianos discutidas no apéndice
A.b. Utilizando uma das relacées de Maxwell na representacao de Gibbs, ainda

podemos €sCrever:

2) -3,
W )y a1 J, '

Portanto, temos

1 1 9| -1
oy = | —ve, Ky + oo ,
T T UK

ou seja,
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Too?

y =Cp
Kp

’

que é uma férmula que ja havia sido escrita anteriormente (ver equagao 46).

Assim, temos

P g [ P ) v
878 1281 YRG0,
or2 ap® | Tdp | T

completando a prova da concavidade da energia livre de Gibbs. Além disso, como
(Tva?)/kr 2 0, onde a igualdade pode valer em alguns casos extremos, ainda
podemos mostrar que ¢,> cy.

3.8 PRINCIPIOS VARIACIONAIS DA TERMODINAMICA

O segundo postulado da termodinamica estabelece um principio variacional
que da origem a varios desdobramentos. De acordo com esse postulado, apos a
remocao de um vinculo interno, os pardmetros extensivos assumem um valor no
equilibrio que maximiza a entropia de um sistema composto fechado. Isso sig-
nifica que, com a energia total fixa, a entropia deve ser maximizada. Gomo a
cntropiaaque nos referimos é uma fungao monotonicamente crescente da energia
(estamos considerando temperaturas positivas!), podemos mostrar que, para a
entropia total (ixa, a energia € que deve ser minima. Esta € uma formulacdo alter-
nativa, na representacio da energia, do segundo postulado da termodinamica.
Ha um famoso problema dc geometria plana que também pode ser expresso por
meio de um duplo principio variacional: dado um perimetro, o circulo € a figura
geométrica plana de area méaxima; dada uma drea, o circulo € a figura geométrica
plana de perimetro minimo.

Podemos utilizar o segundo postulado para estabelecer principios varia-
cionais de grande utilidade nas diversas representagoes da termodinamica. Por
exemplo, vamos mostrar que para um sistema em contato com um reservatorio
térmico (isto &, a tecmperatura fixa) a remoc¢ao de wm vinculo interno conduz a
um estado de equilibrio em que a energia livre de Helmholtz deve ser minima.
Na figura 3.4 indicamos um determinado sistemna, com energia e entropia S, e
um reservatério térmico, com energia Up e entropia Sp (e temperatura fixa 77).
O sistema composto csta fechado, mas pode haver troca de energia, na forma de
calor, entre o sistema em consideracio e o reservatdrio térmico. Portanto, no equi-

librio devemos ter
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Figura 3.4 Sistema com energia Ue entropia Sem contato com um reservatério térmico (com energia Uy,

entropia Sy e temperatura 7). O sistema composte estd isolado.

U+Ug =U,, (70)
d(S+Sp)=0 (7
.
P(s+55)<0, | 2)

onde U, € uma constante € todos os outros parametros macroscopicos (volume,
numerc de particulas) que caracterizam o estado do reservatdrio e do sistema

considerado estao fixos. O reservatdrio térmico € descrito pelas equagoes

AUy = TdSy

(78)
PUr =0 e d’Sp =0,

pois, por defini¢ao, a temperatura 7 € uma constante. A partir da equacao (70),

(7
temos dU= - dUgp e d2U = — d2U,. Entio, lancando méao das equacdes (73) e
R R q

(71), temos

dU = -dUp = -TdSp = TdS (74)

d*U =-d’Up =0 . (75)

Utilizando essas ultimas equacoes, podemos escrever

dU-TS)=dU -TdS =0 (76)
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d2(U-7S) = a®0 ~Ta%s = -Td>S . 77)

Mas, como d?Sg= 10, a equacio (72) nos garante quc

d*(U-TS)=~-Td*$ > 0. (78)

Portanto, a energia livre de Helmholtz do sistema, F= U- TS, deve ser minima.

No caso de um sistema em contato com um reservalorio térmico (tempe-
ratura fixa) e de trabalho mecénico (pressao fixa), podemos mostrar que a energia
livre de Gibbs deve ser minimizada. Em uma situagio a pressao fixa, como em
diversas reagoes quimicas de interesse, a entalpia € que deve ser minimizada. Para
tempceratura ¢ potencial quimico fixos, o grande potencial tcrmodinimico deve
ser minimizado.

Cabem agora alguns comentarios sobre sistemas mais complicados. Com
maior ou menor grau de facilidade, todos os principios termodinamicos que
vém sendo discutidos neste capitulo podem ser generalizados para sistemas
mais complexos do que um fluido puro mediante a introduc¢ao de variaveis
cxtensivas adicionais associadas aos seus respectivos campos. Basta incluir essas
variaveis extensivas adicionais na definicao da funcdo entropia de equilibrio
(ou na corrcspondente fungao energia). A partir dai, continuardo sendo pro-
duzidas outras equagoes fundamentais por meio dos mecanismos usuais das
transformacoes de Legendre. Por exemplo, no caso de um fluido simples com
varios componentes, a forma difercncial na representacio da energia pode ser

eserita como

dU =TdS - pdV + Y u;dN; ,
-

(79

onde M € o potencial quimico do j€simo componente, Para descrever um sélido
ha presenga de tensoes anisotrdpicas, os elementos do tensor deformacao desem-
penham o papel das variaveis extensivas adicionais. Na presenca de campos elé-
tricos ou magnéticos, podemos introduzir a polarizacao (elétrica ou magnética)
como variavel extensiva adicional. Nesse caso, ha manciras diferentes, porém per-
feitamente equivalentes, de estabelecer as equacoes lermodinamicas do sistema,
dependendo daforma de tratamento da energia associada ao campo (vamosvoltar

a essa questao no contexto dos modelos estatisticos).
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EXERCICIOS

no

. O potencial quimico de um fluido simples com um anico componente é dado

pela expressio

; o P
= ¢o{T)+ kpT'l ,

onde T € a tempcratuta, p ¢ a pressao, ky ¢ a constante de Boltzmann e as
funcoes ¢,(T) e p,(T) sao bem-comportadas. Mostre que o sistema obedece
a lei de Boyle, pV = NkpT. Obtenha uma expressao para o calor cspecifico a
pressao constante. Quais as expressoes da compressibilidade isotérmica, do
calor especifico a volume constante e do coeficiente de dilatagio? Obtenha

uma forma para a energia livre de Helmholtz por particula, f= {T,v).

. Para um fluido puro, mostre que

2
du ), o712

Utilize esse resultado para mostrar que o calor especifico de um gas ideal é

independente do volume. Mostre também que

(9_06} :_(&j
W )y IT )y N

Considere um fluido puro caracterizado pelo grande potencial termodindmico

D= W"O(T)exp[wﬁm] .
kT
onde f,(T) ¢ umafuncao bem-comportada. Escreva as equacgoes de estado nessa
representacao da termodinamica. Obtenha uma expressdo para a energia
intcrna em funcao de 7, Ve N. Obtenha uma expressao para a energia livre
de Helmholtz desse sistema. Calcule as derivadas termodinimicas K4 ¢ o em

funcao da tempceratura e da pressao.

Obtenha uma cxpressao para a energia livre de Helmholtz por particula,

/= AT, v), para um sistema puro quc obedcce as cquagocs de estado
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U=
c

1o oo

pv e p= AvT? ,

onde 4 é uma constante.

Obtenha uma expressao para a energia livre de Gibbs por particula, g= g(7, p),

para um sistema puro caracterizado pela equacio

4 9

]T-c
s ) oart
N N3

onde 5, e Asao constantes.

Considere uma tira elastica de comprimento Lsubmetida a uma tensao /. Num

processo quase-estatico, podemos escrever

dU =TdS + fdL + udN .

Suponha agora que a tensdo seja aumentada rapidamente, de fpara f+ A f,
mantendo a temperatura 7 constante. Calcule uma expressio para a variacio
da entropia logo ap6s o restabelecimento do equilibrio. Qual a variacao da
entropia por mol para uma tira elastica que obedece a equacio de estado

L/N=¢f/ T, onde ¢ &€ uma constante?

Considere um material magnético que obedece alei de Curie, m= CH/ T, onde
& uma constante positiva, H € o campo magnético aplicado (corrigido por
possiveis efeitos de superficie), m & a magnetizacdo por particula ¢ 7, a tem-

peratura. Num processo quase-estatico, podemos escrever

du = Tds + Hdm ,

onde u = u(s, m) desempenha o papel de uma energia interna. Mostre que

num processo mfinitesimal adiabatico temos a relacao

AT =Y Am
L'].]I’

onde ¢ € o calor especifico a campo magnético constante.
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8. Mostre que a entalpia de um fluido simples &€ uma funcao convexa em relacio

a entropia € concava em relacao a pressao.

9. Mostrc que a entropia por mol, s = s(u, v), ¢ uma funcao céncava das suas
variaveis, Note que isso pode ser estabelecido por meio do célculo do sinal da

torma quadratica

2 . 2 2 4
d23=la S(du 2+ Js dudv+la—f(dv)z.
2 Jul du dv 2 Ju?




ENSEMBLE MICROCANONICO

O postulado fundamental da mecinica estatistica estabelece quc todos os
estados microscopicos acesstveis a wm sistema fechado em equilibrio sio igualmente provdveis.
O namero de estados microscopicos de um fluido termodindmico, com energia
E,volume Ve niimero de particulas N, na presen¢a de um conjunto { X ;1 devinculos
nternos, € dado pela fungao ) = Q (£, V, N, {X;}). Por exemplo, no capitulo
anterior ja trabalhamos com uma situagdo desse tipo, considerando um sistema
constituido por dois fluidos simples separados pelos vinculos representados por
uma parede adiabatica, fixa e impermeavel (ver figura4.1). A probabilidade P({X })
de encontrar o sistema sujeito ao conjunto de vinculos {X;} deve ser proporcional
aQ (E, V, N; {X;]), ou scja,

P({x;})=(E, V. N:{X,}). | ()

Nessalinha de raciocinio, podemos utilizar a distribuicao de probabilidades P({X )
para tratar estatisticamente um processo termodinamico, provocado pelaremocio
de um determinado conjunto de vinculos internos (dando origem a interpretagio
estatistica da termodinémica). Neste capitulo vamos dar alguns exemplos da uti-
lizagao de técnicas estatisticas, mostrando que num processo de remocio dc
vinculos internos os valores mais provaveis dos novos parametros devem ser iden-
tificados com grandezas termodindmicas no equilibrio. Certamente existem flu-
tuacocs ecm torno dos valores mais provaveis. No entanto, a nao ser ¢n certos casos

excepcionais, os desvios relativos tornam-se extremamernte pequenos no fmite ter-
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modindmico de um sistema fisico suficientemente grande. Também vamos apre-
sentar uma série de argumentos para justificar a definicao da entropia como o
logaritmo do nimero de estados microscopicos acessiveis ao sistema (segundo
postulado da mecanica estatistica em equilibrio). Nas duas altimas se¢oes, o for-
malismo do ensemble microcandnico sera utilizado para calcular as propriedades ter-

modinamicas de alguns modelos estatisticos, inchiindo o gas ideal classico.

41 INTERACAO TERMICA ENTRE DOIS SISTEMAS MACROSCOPICOS

Vamos utilizar a linguagem estatistica para repetir o tipo de analise que ja
foirealizadano capitulo 3, no contexto da termodinémica classica, sobre o processo
de equilibrio entre dois fluidos simples em contato térmico. Inicialmente, os
fluidos (1) e (2) estao dentro de um recipiente fechado, devidamente separados

por uma parcde adiabdtica, fixa ¢ impermecavel (ver figura 4.1).

7777 Z 7777777777 A
L/ % /|
4 , % . /
//’f EpLVi Ny /] Ep. ¥y, Ny %
% ? /]
% A 9

777777 7777777/

Figura 4.1  Dois fluidos simples separados por uma parede adiabatica, fixa e impermeével.

O numero dc cstados microscopicos acessiveis ao sistema (1) ¢ dado por
Qy(E, V1, Ny) eaosistema (2), por Qo{Es, Vo, Ny). Portanto, o nimero de estados
microscopicos acessiveis ao sistema composto, constituido pelos dois sistemas

simples totalmente independentes, € dado pelo produto

Q:Ql(El,I'fl,f\TI)QQ(Ez,lfg,j\’vfz). (2}

Vamos supor que, num determinado instante, a parede divisoria interna
s¢ torna diatérmica. A energia total permancce constante, mas as encrgias de
cada sistema, £ € £y, podem flutuar a vontade, contanto que Fy + E9=E,, onde
E, ¢ acnergia total constante. Note que os outros parametros macroscopicos dos
dois subsistemas ( Vi, Vo, N}, Ny) permanecem constantes. Note também que con-

tinuamos utilizando o conceito de parede ideal, cuja energia interna pode ser
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desprezada. Eliminando os pardmetros constantes para simplificar a notacao, o
nimero de estados microscdpicos do sistema composto, numa situacao em que
o sistema (1) tenha energia £y ¢ o sistema (2) tenha energia Eg = E, - E;, pode

ser escrito na forma

Q(E; By ) = (£ )Q9 (Eg- ) - (3)

Portanto, utilizando o postulado fundamental da mecanica estatistica, a probabi-
lidade de encontrar o sistema composto num estado microscépico em que a
energia do subsistema (1) seja dada por Ey (com a energia do subsistema (2) dada

por I'g = E,— E;) pode ser escrita como

P(Ey) = cQ(E;Eg )= ¢ Qy (B )Qq (Eg - By ), (4)

onde o inverso da constante ¢ € o niimero total de estados microscépicos aces-

siveis ao sistema composto global,

1 2
==Qc = Y O (E)Q(E - L) (5)
¢ E =0

Nessa argumentagio heuristica, vamos sempre nos referir a situacao mais simples
de um modelo com energias discretizadas, embora nao seja dificil reelaborar os
argumentos para sistemas com parametros continuos.

Em geral, A(E) deve crescer com o aumento da energia £ (pois devem
aparecer mais estados microscépicos disponiveisamedida que a energiaaumenta).
Portanto, {1 (E7) cresce enquanto {15 (E,—F;) decresce comaenergia Fy, indicando
que a funcdo P(E;) deve apresentar um maximo. Por conveniéncia, vamos tomar

o logaritmo da probabilidade e escrever

f(Ey)=mP(E))=lnc+InQy (£ )+ Qg (Ey - Ey) . (6)

Na situacao de probabilidade maxima, temos

81nP(E1)_QInQI(El)_BanQ(EQ)_O
oE,  9E JB, ™

onde Eg = E, - E;. Introduzindo agora a definicdo de entropia,

91



92

o Introdugdo @ Fisica Estatistica
S(E)=kpnQ(E), (8)

onde kg€ a constante de Boltzmann, recuperamos a condicao termodiniamica de
cquilibrio térmico, 7 = Ty. Portanto, com a definicéo (8), a maximizacdo da pro-

babilidade corresponde diretamente a maximizacdo da entropia termodindmica!

Exemplo: contato térmico entre dois gases ideais classicos.

No capitulo 2 obtivemos uma expressao para o volume do espacgo de fase acessivel
aum gasideal monoatémico classico (ver exemplo (3) dasecao 2.2). Para Nmuito
grandc, podemos utilizar a expressio do capitulo 2 para escrever

§ N

Q(E)=CE2 |

onde a constante C incorporaa dependéncianos parimetros fixos Nc V. Portanto,
temos

3
In P(E]‘) = constante + ;Nl In By +gNQ InFEs ,

onde Eq = £, - F. Calculando a primeira derivada em relagio a I,

8111P(,E1) 3Ny 3Ny

OF; 2E 2 E

obtemos a condicio de extremo,

B _ Ly
N, No

Utilizando a delinicao de entropia, dada pela equacio (8), e identificando os
valores mais provaveis da cnergia com a prépria energia interna termodinamica,

ou seja, fazendo U= I, obtemos

1 _ 3Ny 1 3N

kgly 20U,  kyTe  2Us

dc onde decorrem a equalizagio das temperaturas, 7] = 75 = 1, e a equacao de

estado de um gas ideal monoatémico,
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3
U = EI\’TI{'BT .

amos agora considerar a derivada segunda,

3% 1n P(F]) B 3Ny B 3Ng

2 2 op?
oL QE1 ZEQ

1

No ponto extremo, fazendo

El - Ul = g]\rlk’BT

C
EQ = L’Q = SAI\IQZCBT 3
temos
82 hlP(El) ‘ :—g 1\7‘14—1\72 <0
o 3KETZNINg
1 max C'B 1 2

garantindo a condicdo de maximo da probabilidade. Nas vizinhancas desse maximo,

podemos escrever a expansao de Taylor

. 1 Ny +N:
1nP(L1) = constlan(c — — —— 2

3 2
| Iy ~ = NyjkgT | +
3,0 - ( 1 - 1B ] cau
3 RZT*N{Ng 2

Portanto, temos a aproximacao gaussiana (ver capitulo 1),

2
1 J\/Yl +1\’72 3 Y e -
j)G E] :ACXP ——H‘(—“—C—‘W“(El—-":-JNYIRB/] 5
() 3 k3TN Ny 2

onde A € uma constante de normalizacao. Utilizando essa distribuicao gaussiana,

podemos calcular o valor médio,

3 .
<E1 >G = "é‘]\'TIfCBJ s
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e o desvio quadratico em relacao a média,

22 a7
((AE1)2> _ 3 HgT NNy
¢ 2 Nj+Ng

Temos, entdo, o desvio relativo

|'<(AE )2> /2
\ Yl _|2 No J -0,

(E{ >G 3 J\’Tl (1\71 + AIQ )

que se torna muito pequeno para um sistema suficientemente grande {com N]‘,
Ny — ). Portanto, nesse limite termodindamico, as flutuacoes em torno do valor
médio, quc coincide com o valor mais provavel, sao extremamente pequenas, jus-
tificando a identificacio entrc a média probabilistica da energia e a propria energia

interna termodinamica.
49 INTERACAO TERMICA E MECANICA ENTRE DOIS SISTEMAS

Vamos considerar de novo o sistemarepresentado nafigura4.1. Inicialmente,
a parede interna impede qualquer contato entre os dois fluidos simples (¢ adia-
batica, fixa e impermeavel). A partir de um determinado instante cla se torna dia-
térmica e movel. Portanto, a partir desse instante, embora N] ¢ Ny permanecam
fixos, a energia e o volume de cada sistema podem flutuar, mantendo os vinculos

globais

El +E2 = EO C V1 +V2 = Vo , (9)

onde E, e V,sdo constantes. No equilibrio, o niimero de estados microscopicos
acessiveis ao sistema composto, quando o sistema simples (1) tem energia [ e

volume V7, serd dado por

Q(Ey, V13 Eg. Vo) = (B, V1 )Qo(Eg - B,V - V1), (10}

onde estamos omitindo a dependéncia com os parametros fixos N, e No. A pro-
babilidade de encontrar o sistema composto num cstado em que o sistema (1)

seja caracterizado pelos parametros macroscépicos £y, V| € Ny sera dada por
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P(E1,171)=CQI(EI,Vl)QQ(EO—El,Vo—Vl), (1])

ondc o prefator constante € obtido por meio da expressido

£y Yo .
1 »
S= Y (B Vy)Q(Eg -y, Ve - V1) (12)
¢ E=0 vi=0

Maximizando o logaritmo da probabilidade P(£;,V]), tcmos

811’1P(E1,Vl)_é?lllQl(E],Vl) 811’1Q2(E2,V2)
ElD) OB OE,

=0 ' (1%)

(})IHP(EI,VI)__C—i)anI(El,I/rl) 811192(,&?2,‘/2)
vy B oV I

=0. (14)

Com adefini¢ao de entropia, estabelecida pela equacdo (8), obtemosas condigoes
usuais de equilibrio da termodinamica,

1_1 1’1)_1_])2

=, (15)
T] TQ ‘Tl T2

ou SCJa Ty =Ts e py = po. Dessa forma, podemos construir novamente toda a ter-
modinamica de equilibrio: a maximizacao das probabilidades & idéntica 4 maxi-
mizagao da entropia. No limite de um sistema muito grande, esperamos que as
flutuacdes em torno do equilibrio sejam muito pequenas, permitindo a identi-
ficagdo dos valores médios {ou mais provaveis) com as grandezas macroscopicas
da termodindmica.

Para enfatizar o papel desempenhado pelo limite termodindmico, vamos verificar
as condi¢coes em que a entropia estatistica de um sistema composto € igual 4 soma
das entropias estatisticas dos seus componentes mais simples. A fim de nio sobre-
carregar a notacao com uma somatoria dupla, € mais interessante voltar ao excmplo
da-secao anterior, em que dois subsistemas estao em contato térmico, separados
por uma parede divisoria fixa e impermedavel. Utilizando a definicao (8),aentropia

do sistcma composto deve ser escrita como

95
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Eg .
SC = kB In Q‘C = kB In zgl(El)QQ(EO -—El) . (16)
E\=0 )

Vamos agora considerar asomatéria na energia. Certamente, cssasoma de niimeros
positivos deve ser maior do que seu termo maximo. Por outro lado, deve ser menor
do que o termo maximo multiplicado pelo nlimero total dc termos. Trabalhando
com uma energia discretizada, o nimero total de termos € da ordem de £,/ 8L,

onde 6E é um valor pequeno mas fixo. Entdo, podemos trivialmente escrever a

desigualdade
Ly
Q) (U)) Qo (Eg ~ Ty )< D Q) (Ey ) Qo (L — ) <
£=0

E ) o
35—291(01 )0 (E-0n).

Como todos os termos sao positivos, também vale a mesma desigualdade para os

logaritmos,
. Ey
111 Ql (DTI ) + ]Il QQ (EO — U’l ) <In 2 Q]. (El )QQ (EO - El ) <
E{=0 :
l (18)
<InQy(U) }+1nQy (EO -0 ) +InLEy ~1In dE .
Portanto, temos
$1(Th )+ S (Ug ) <S¢ < 8y (U7 )+ 82 (Us ) +
‘ (19)

+hgInEy — kg In SE .

No limite termodindmico, devemos tomar Ny, Ny — o, U, Us — %, mas fixando
ovalor dasrazdes N| /N, No/N, U/ N, Us/ N (cssc limile pode ser visualizado como
uma coleg¢ao de sistemas idénticos, colocados lado a lado, de tal forma que os
parimetros extensivos sc adicionem, mas as densidades permanecam fixas) . Entao,
as entropias §;, Sy e S devem ser da ordem de N, enquanto In I, € da ordem de
In Neln 6F ¢ independente de N. Conseqiientemente, € nesse limite termodi-

namico que vamos ter a estrita observancia da aditividade da entropia,
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SC — SL(LIL)'FSQ((]Q) . (20)

Na década de 60 houve um esforgo consideravel para colocar esscs argumentos
heuristicos em bases matematicas rigorosas. Mais adiantc vamos voltar a essa
questao, no contexto do ensemble candnico. Atualmente, & possivel provar a exis-
ténciadafuncgao entropia, no limite termodinamico, com as propriedades corretas
de convexidade, para todos os sistemas de particulas cldssicas ou quanticas

envolvendo interacdes de natureza fisica.

4.3  CONEXAO ENTRE O ENSEMBLE MICROCANONICO E A TERMODI-
NAMICA

O primeiro postulado da mecanica estatistica de equilibrio estabelece que
todos os estados microscépicos de um sistema fechado, com energia fixa, sio
igualmente provaveis, definindo o ensemble microcanonico. O segundo postulado
é a definicao de entropia, dada pelo logaritmo do mimero de microestados acesstvels ao
sistema, possibilitando a conexdo endre o ensemble microcandnico e a termodindmica. No
caso de um fluido puro, em que o estado termodindamico é caracterizado pela
energia I, pelo volume Ve pela quantidade de matéria representada pclo nimero

de particulas N, a entropia € definida por

S(E,V,N)=hky nQ(E,V,N), @)

ondc ky é a constante de Boltzmanu ¢ (£, V, N) & o nimero de microestados
(ou o volume do espago de fase, no caso de um modelo classico) acessiveis ao
sistema. No entanto, essa conexao deve ser feita no limite termodinamico, ou seja,
para £, V, N— @, com densidades fixas, E/N=w«, V/N= v, onde u ¢ vsiao cons-
tantes. Apenas nesse limite € que se eliminam os efeitos das condicoes de contorno
¢ quc a entropia de um modelo matematico, obtida por meio da definicao (21),
deve ser uma func¢ao homogénca de primeiro grau das suas variaveis extensivas,
de acordo com as exigéncias da termodinamica classica. Do ponto de vista fisico,
nao deve haver davidassobre aimportancia do limite termodindmico: as derivadas
termodinamicas de interesse expertmental, como os calores especificos, os coefi-
cientes de dilatacao ou as compressibilidades, sao sempre medidas e tabeladas
pormol (ou por particula), sem qualquer referénciaao tamanho do sistema (desde
que cle seja suficientemente grande!). As propriedades termodinamicas sempre
se referem ao material como um todo (ao que sc chama em inglés de bulk ), impli-

citamente utilizando a no¢do de limite termodindmico. Do ponto de vista mate-

97



98 o Introducéo d Fisica Estatistica

matico, ja apresentamos algumas ilustragoes para mostrar que o limite termodi-
namico é essencial, a fim de permitir a conexdo de valores médios ou mais pro-
vaveis com os valores macroscopicos das grandezas termodindrnicas. Mais adiante
VAINOS VEY que a equivaléncia entre os diversos ensembles da mecénica estatistica
somente se verifica nesse limite. Portanto, o segundo postulado, representado

pela definicao (21), deveria ser reformulado como

s(u,v) = lim%S(E,V,N) = lim% kg InQ(E,V,N), (22)

i

onde o limite ¢ tomado para E, V, N— «, com E/N=u, V/N=v, onde u ¢ v estao

fixos. Vamos, agora, retomar os exemplos do capitulo 2.

| Exen : paramagneto ideal de spin 1/2
Retomando o exemplo (3) dasecdo 2.1, vamos considerar Nparticulaslocalizadas,
despinl/2, na presencade um campo magnético. Como javimos, o hamiltoniano

do sisterma é dado pela expressao

N
H=-p,HY 0, (23)
j=1

onde o conjunto de variaveis de spin, [crj], coma;=x 1, paraj=1,...,V, caracteriza
os estados microscopicos do sistema. No capitulo 2 realizamos um trabalho de
contagem para mostrar que o nimero de estados microscopicos acessiveis ao

sistema, com energia fixa £, &€ dado por

71
Q(E,N)= N , :
l N—L g_l_ T_}_L | (24)
2 HoH j || 2 Mot
Portanto,
InQ(E,N)=InN!-In N om| S v 2]
. 2 HoH 2 HoH

Como estamos interessados na entropia no limite termodindmico (isto €, para E,

N— », com E/N= u fixo), podemos utilizar a expansio de Stirling para escrever
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an(E,N) =N lnN—l N———E— In l N——L -
) 2 ﬂoH 2 ,LL()H

- %[V +i) ln{%[l\f +iﬂ +0(InN,InE).

HoH

Entao, temos

lim lan(E,N): an—%[].«LJln[l——L]—

N HoH HoH

—l[n—"‘i_}n[uLJ,
ol poH uoH

onde a densidade de energia estd sendo tratada como uma variavel continua. A

E,N—)oo;izu
J\(

entropia por particula do paramagneto ideal sera dada por

s(u)=kBan~-;-kB(l—LJln(l— “ J—

HoH HoH

-}kB(H-“—]ln(n “ ] .
2 HoH HoH

A partir dessa equacdo fundamental podemos obter todas as propriedades termo-

(25)

dindmicas do paramagneto ideal de spin 1/2. Por exemplo, a temperatura é dada

pela equacdo de estado

1 _0ds _ kg nf1-—%_|__fB .l % | (26)
T odu 2ugH MoH ) 2ugH HoH

Nafigura 4.2 eshocamos um gréfico de s(u) contraa energia por particula u. Note
que a densidade de entropia ¢ uma funcio céncava da energia e que a regiao
fisica, correspondente a temperaturas positivas, se verifica apenas para u < (0. Para
u=—, H, todos os spins devem estar alinhados com o campo, ha um tinico estado
microscopico acessivel ao sistema e a entropia deve ser nula. Quando u =0, a
entropia € maxima (nessa situacdo, metade dos spins estiao orientados para cima

eaoutrametade, para baixo). Mais adiante vamos ver que por meio de um artificio
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fisico engenhoso € possivel atingir a regiao de temperaturas negativas que, no

entanto, deve corresponder a energias sempre maiores.

T>0 T<0

il [ Pof! u

Figura 4.2  Grifico da entropia contra a energia por particula para o paramagneto ideal de spins localizados.

Invertendo a equagdo dc estado na representagio da entropia, obtemos

uma expressao para a encrgia por particula do paramagneto ideal como funcio

da temperatura,

Hotd
BT (27)

u = —poH tanh

Observando que a cnergia pode ser escrita na forma
E= —_LLoH]\Tl + ‘UOHAFQ ,

onde Nj e N, sao, respectivamente, o namero de spins para cima ¢ 0 namero de

spins para baixo, e definindo a magnetiza¢do por particula,

= M _ HoNL= 1Ny
N N ’

obtemos a relacao
uw=—-Hm ,

de onde vem a famosa equagao de estado para a magnetizacio de um paramagneto

ideal,

H
m = [ty tanh 'IZO—T . (28)

B
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Na figura 4.3 esbocamos um gréfico da magnetizacio adimensional por particula
contra o campb magnético em unidades de T/ u,. Para w,H > kgT, ou seja,
para campos altos ou temperaturas baixas, o sistema fica saturado (m/p,— + 1,
dependendo do sinal do campo H). De acordo com o comportamento caracte-
ristico dos cristais paramagnéticos, para u, - < kgT, amagnetizacao varia linearmente

com o campo.

m/ Ry A

Figura 4.3  Mugnetizacio (adimensional) por particula contra o campo aplicado para o paramagneto ideal de

spins localizados.

A partir da equacao de estado para a magnetizacao, m= m(T, M), podemos
obter a suscetibilidade magnética (que € o andlogo da compressibilidade iso-

térmica dos fluidos),

2
X(71, H) = @ = —ILIO cosh -2 _‘UOH (29)
(9H T kBT kBT
A campo nulo, temos
- C
%O(T)=x(1,H:O):F, (30

onde €= ;.L% /kg > 0. Esta & a expressao da conhecida lei de Curie para o para-
magnetismo, verificada experimentalmente para grande variedade de sais para-
magnéticos (e servindo algumas vezes como um termometro secundario a baixas
temperaturas). Geralmente os dados experimentais sio colocados num grafico
em que as coordenadas sio o inverso da suscetibilidade a campo nulo ¢ a tempe-
ratura absoluta. O coeliciente linear da rcta experimental fornece informagoces
sobre o valor do momento dos fons magnéticos do sistema. Vamos voltar a esse

problemamais tarde, no contexto muito mais conveniente do ensemble candnico.
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{Exemplo (2): slido de Einstein. |
No exemplo (6} da secao 2.1 consideramos um sistema constituido por N osci-
ladores harmonicos unidimensionais quanticos, localizados e nao-interagentes,
oscilando com a mesma freqiiéncia fundamental w. Para simular as vibragoes
elasticas de um cristal tridimensional, bastaria localizar os osciladores nos sitios
da rede cristalina, considerando oscilagoes independentes ao longo das trés
dire¢oes. Certamente, este ainda € um modelo muito simplificado, com uma Gnica
frequéncia fundamental de oscilagdo, ndo levando em conta as interacocs entre
os osciladores. Em um de seus trabalhos pionciros, aplicando as idéias de quan-
tizagao da energia que haviam sido recentemente utilizadas por Planck, Einstein
mostrou que esse modelo muito simples de osciladores quantizados é capaz de
prever adiminuicao do calor especifico dossélidos com a temperatura. No capitulo
2, os estados microscopicos do modelo de Nosciladores eram caracterizados pelo
conjunto de nimeros quanticos (ny,...,ny), onde Ch 0,1,2,... designa o ntmero
de quanta de energia do j€¢simo oscilador. Portanto, a encrgia total do sistema

era escrita na forma

) .
Ey oy :tho+;th, (31)

€ o problema estatistico se resume na contagem do nimero de possibilidades
de distribuir M quanta de energia entre N osciladores. No ensemble microca-
nonico, essa contagem, que sé pode ser {eita de maneira exata em casos muito
simples, € sempre a parte mais dificil do problema. No capitulo 2, dada a energia
total I ¢ o numero de osciladores N, ja tinhamos obtido o niimero de auto-
estados acessiveis,

Portanto, utilizando a expansdo de Stirling, podemos escrever

1nQ(E,N):[£+£—1)1n £+ﬁ_1jm(£_£)1ﬂ(£-£]_
ho 2 hw 2 heo 2 ho 2
-(N—l)ln(N.—1)+0(InN,lnE).

No limite termodinamico, temos a expressao da entropia por oscilador



Ensemble Microcanénico *

I | u 1 w1 U 1
=kg| —+= |In| —+= |~kg| ——=|In| ——— |,
hw 2 ho 2 hoo 2 hw 2

a partir da qual podemos descrever o comportamento termodinamico do sélido
de Einstein.

A equagao de estado para a temperatura € dada por
T Jdu ho hawo 2 how 2

Invertendo essa expressao, podemos obter uma equagao de estado para a energia

por oscilador em termos da temperatura,

1. ho
w=—ho+—r-.
2 [hco ] (34)
expl —— -1
kpT

No limite de baixas tcmperaturas {(ou seja, para kT < fiw), obtemos a energia
quéntica de ponto zero, u — fw/2. No limite de altas temperaturas (k1> fw),
recuperamos o famoso resultado classico, u—> kpT. O calor especifico desse modelo

¢ dado por

2’ 3K
exp| 22 | -1 )
Pl T |

com a forma esbog¢ada na figura 4.4. No limite de altas temperaturas, para
T Tg= hw/kg, onde a temperatura de Einstein 7g € da ordem de 100K
para os crislais mals comuns, recuperamos o resultado classico, ¢ — kg,
conhecido como lei de Dulong e Petit. A baixas temperaturas, para 7 << Tp=

fiw/ky, o calor especifico se anula exponencialmente com a temperatura,

. ho 2 ho
c—> J[CB ﬁ CXp| — T .
B B
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Alguns anos depois do trabalho pioneiro de Einstein, foram feitas medidas bem
mais precisas da variagao do calor especifico dos sélidos com a temperatura. Em
vez de um decaimento exponencial, muitos sélidos apresentam um calor espe-
cifico que varia assintoticamente com 73 para T— 0. Esse comportamento foi
posteriormente explicado por Debye, incluindo interacdes entre os osciladores
quénticos do modelo de Einstein,

0 T

Figura 4.4 Calor especifico contra a temperatura para o sélido de Einstein.

\ermplo (3): sistema de particulas com dois niveis de energia.

Antes de considerar o problema mais realista (e muito mais dificil) de um gas de
particulas no espaco de fase classico, vamos discutir um modelo drasticamente
simplificado constituido por N particulas que podem ser encontradas em dois
estados, com energias 0 ou £ > 0. A especificacao do estado microscopico desse
sistema requer o conhecimento da energia de cada particula. Estamos, portanto,
diante de um problema combinatério andlogo ao do modelo de fons localizados
de spin 1/2, quc ja foi tratado no primeiro exemplo dessa seczo. Considerando
umassituagao com Ny particulas no estado de energianula e Ny = N— Nj particulas
no estado com encrgia € > 0, o nimero de estados microscopicos acessiveis ao
sistema ¢ dado pelo fator combinatério '

_ NI
NN =N

Dada a energia total I = & (N - Np), ficam definidos os valores de N; e de Nj.
Portanto,

v N '
(v-E)(E)
£ €

Para obtcr a entropia, vamos escrever a expansao de Stirling,

Q(E,N)=
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mQ(E,N)=NInN - (N - -]5} 1n[N - Ej -
£ £

—£ln[£} +O(h‘1N,1nE) .
£ £

No limite termodinamico, N, E— «, com E/N = u constante, temos

E £

s{u) = 1im%kB InQ(E,N) = —ky [1 —Ejln(l _3] - Eln(i"—) o 6)
£y - € £

Na figura 4.5 esbogamos um grafico da densidade de entropia s contra a den-

sidade de energia u. Note que a entropia € uma funcao céncava da energia.

Para v = 0, a entropia deve ser nula, pois todas as particulas encontram-se no

estado fundamental, com energia nula (e a tangente da curva vai a infinito,

poisa temperatura ¢ nula). A entropia ¢ maxima para u= €/2, que corresponde

a uma situacao de temperatura infinita, em que os dois niveis de energia das

particulas sao praticamente idénticos (kg7 €), com metade das particulas em

cada nivel. Para u > &/2 terfamos uma regiiao nao-fisica, correspondente a tem-

peraturas negativas.

SA

0 &/2 s

Figura 4.5 Grifico da entropia contra a encrgia por particula para o sistema de particulas com dois niveis de

energia.

A equacao de estado na representacao da entropia € dada por

L_9s _hglpfro)m]
T Jdu e £ £

de onde. temos
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indicando que a fungdo entropia, s= s(u), € concava para 0 < u < £ A partir da
cquagao de estado na representacao da entropia, podemaos obter wna expressao

para a energia em func¢ao da temperatura,

ee"@ €

1+e"ﬁ6

(2

1l
—_
o
e
2

onde estamos utilizando a notacao 8= 1/(kgT ). Essa formula ja se presta a uma
interpretacao probabilistica muito simples, que vai ficar clara mais adiante, no
contexto do ensemble candnico. Considerando uma particulaisolada, poderiamos

atribuir as probabilidades

Py

il
o

Py =——5> (38)
1+e I+e

respectivamente, de que os niveis com energia nula ou energia € > 0 estejam
ocupados. Estes sao os famosos fatores de Boltzmann, que definem as probabilidades
de ocupagao dos estados de particula Ginica num sistema de particulas ndo-inte-
rageniesauma determinada temperatura 7. A média probabilistica, representada
pelaequacio (87), também pode ser obtida por meio da férmula do valor médio,
u=0x P +&x Py. Na figura 4.6 apresentamos um esboc¢o de % contra a tempe-
ratura T (como P| = Py, verificando-se a igualdade apenas para 7— ¢, a energia
varia entre o valor nulo do estado fundamental e o valor maximo &/2, quando
os dois niveis ficam igualmente populados). Por curiosidade, também estamos
incluindo o ramo de temperaturas negativas: note que qualquer temperatura
negativa corresponde a uma situagao mais energética, com energias maiores do
que as situacoes com temperaturas positivas. Pensando em termos dos fatores de
Boltzmann, Py € Py, numa situacao com temperaturas negativas, devemos ter
P, < Py, ou seja, devemos inverter a populacao dos dois niveis. Certamente isso
poderia ser conseguido invertendo o sinal de € Por exemplo, no caso do modclo
magnético com ions de spin 1/2, o espacamento entre os niveis de energia de
cada particula é dado por €= 2, H, podendo ser invertido mediantc uma simples
mudanga de sinal.do campo magnético externo produzido por um eletroima.
Apbs a inversao do campo, arede magnética ficaria com muita cnergia, ¢m dese-
quilibrio com arede cristalina e 0 meio ambiente. Foram efetivamente realizadas

experiéncias dessa natureza em determinados cristais magnéticos com tempos
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de relaxacao spin-rede suficientemente longos; o leitor interessado podera con-
sultar o trabalho pioneiro de N. F. Ramsey, em Phys. Rev. 103, 20 (1956).

u A

4

0

Figura 4.6 Grifico da energia por particula contra a temperatura para o sistema de particulas com dois
niveis de energia. Note que a regizo de temperaturas negativas corresponde sempre a valores

mais altos de energia.

Apartir daequagdo (37), paraaenergiaem funcio da temperatura, podemos
obter uma expressao para o calor especifico,

_ﬁg

2 [4

e = 2%~ by (Be)

S oT g (39)
[1+e )

[ ficil observar que o calor especifico tende a zero nos limites de baixas ou altas
temperaturas, para fe— 0 ou Be— . Na figura 4.7 esbocamos um grifico do
calor especifico contra a temperatura. Nesse grafico, hd um maximo arredondado
para B€~ 1, ou seja, para uma temperatura da ordem de &/ k. Este € o conhecido
efeito Schottky, marca registrada dos sistemas em que as particulas podem ocupar

apenas alguns niveis discretos de energia.

G A

i t >
&'k : T

Figura 4.7  Calor especilico contra a temperatura para o sistema de dois niveis.

10
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}Lx_e;nplo(il) gas de Boltzmann.
Cabcriam agou algumas consideracdes sobre uma generalizaciao do modelo de
dois niveis. Com o objetivo dc ressaltar o papel dos argumentos probabilisticos
na definicao da entropia, Boltzmann propds um modelo em que as particulas
de um gas poderiam ser encontradas num conjunto discreto de valores de encrgia,
{Ej;j: 1,2,3,..}. O modelo de dois niveis seria um caso particular, com g=0e¢
€ =£€> 0. O estado microscépico do gis de Boltzmann ¢é especificado fornecendo
a energia de cada uma das particulas. Vamos, entao, definir o conjunto de
‘nameros de ocupacao”, {N;}, em que N designa o niimero de particulas com
energia €, Ng designa o nimero de particulas com energia €, ¢ assim por
diante. Portanto, dados o conjunto de nimeros de ocupacao {NJ-}, a energia
total £ € o namero total de particulas N, podemos escrever o namero total de

microestados acessiveis ao sistema na forma

el NI |
o{w}.v)- Ny NgINg'. o

com as restricoes

J\’YZZN]- e E=ZE]‘1V]'- (41)
J J

A probabilidade de encontrar o sistema nessas condicdes serd proporcional a
Q([z\'}-}; E, N), comas restricoes impostas pelas equacdes (41). Entao, para encontrar
os nimecros de ocupagao em equilibrio, podemos maximizar (2 ({N]-}; E N) em
relacdao ao conjunto {Nj}, respeitando as condi¢oes (41). Utilizando o método dos

multiplicadores de Lagrange, vamos construir a funcio
f({Nj}, Al 12) =In Q({Nj} B, N) +

(42)

N — . ol F— N

+/"],1 N ZAJ +/12 L ESJN]
7 ' J

A extremizacdo em relagio aos multiplicadores de Lagrange Ay e Ag fornece as

equagoes (41). Utlizando a expansio de Stirling, também podemos escrever

/ — p -— —
— = _InN, — A —Aeg, =0.
BNA o ] 2 (43)
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Eliminando o multiplicador de Lagrange A, temos a distribuicdo de equilibrio

Ny _ exp(—lQSk)

— s 44

N Z )
onde o [ator de normalizacao Z; é dado por

Zl = Zexp(—lgej) . (43)

J

A expressao para N,/ N ja tem a forma de um fator dc Boltzmann e pode ser inter-
pretada como uma probabilidade de ocupagio do nivel de energia g,. O mult-
plicador de Lagrange Ay, que deve ser inversamente proporcional 4 temperatura,
pode ser encontrado impondo que a energia total £ s¢ja dada pela expressao
classica, (3/2) Nk,T. Entao, temos

Z £y, exp(—lzek ) .
E = Z N =N k = ‘—)E\%BT , (46)
k

2 exp(:—?ygej)
F

que pode ser escrita na forma mais compacta

3 .. .
AQ In Zl = EkBI . v (47)

De fato, no limite continuno, dado por

1 v .
& — Emv ’ (48)

podemos escrever

3/2
Z = d® 7 exp| —Ag lm~172 - 2 (49)
2 Agm

Utilizando as equagoes (49) e (47) podemos, finalmente, estabeleceraidentificacao

1

Ao = .
27 kgT

(50)
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Nesse limite continuo, também recuperamos a famosa distribuicao de Maxwell-
Boltzmann das velocidades moleculares,

Ny N 8 .
7\{-:— — p(~ )af v, D
onde
_3/'2v _9
. _ [ 2wkpT mu
p(z ) _( m ) =P 2kpT | (52)

O gas de Boltzmann representa uma tentativa pioneira, antcrior ao trabalho

de Planck, de introduzir um modelo com niveis discretos de energia. No entanto,
cmbora servindo parailustrar o papel da teoria de probabilidades e reproduzindo
certosresultados fisicos, o gds de Boltzmann nio passa do que se costuma chamar
de um “modclo de brinquedo”. Uma discussio mais adequada do gés classico vai
ser feita logo a seguir, utilizando o espaco de fase da mecanica classica. Por outro
lado, a discretizacao da energia de um gas de particulas somente pode ser feita
de maneira correta no contexto da mecinica quantica. Mais adiante vamos ver
que o modelo de Boltzmann, acrescido de alguns esclarecimentos e determinadas

corregoes, pode ser realmente obtido no limite classico dos gases ideais quanticos.
4.4 GAS IDEAL MONOATOMICO CLASSICO

O hamiltoniano de um gés classico de N particulas pode ser escrito na forma

N
H = _21—21;;51-2 +y V([ﬂ =7 U ; (63)
i

i<j

onde o potencial entre pares V(r) deve ter um caroc¢o duro, refletindo a impe-
netrabilidade da matéria, e uma pequena parte atrativa, anulando-se de maneira
suficientemente rapida para r — «. Uma forma realistica de V(r), para a qual
se pode mostrar a cxisténcia do limite termodinamico, é dada pelo famoso
potencial de Lennard-Jones. Modelos realistas, no entanto, sé podem ser tratados
de maneira aproximada e somente vio ser considerados bem mais adiante neste
texto. Vamos, por enquanto, limitar-nos a analise do gas ideal, simplificando
drasticamente a equacao (53), mediante a eliminag¢ao do termo de interacio
entre as particulas.
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No exemplo (3) dasegao 2.2 jd tinhamos considerado um gés cldssico ideal,
com NN particulas monoatdmicas de massa m, dentro de um recipiente de volume
V, com energia total entre Ee £+ §E. O volume do espaco de fase cldssico acessivel
ao sistema era dado pela expressiao

3N 3N

1,/2 3N )
Q(E,If’,N,éE)=[%) Can{2m) 2 TyNp2 s, (54)

onde Cgy € um prefator dependente apenas do nimero de particulas N (uma
expressao para Cyy € dada no apéndice A.4). Preparando-se para tomar o limite

termodinamico, podemos escrever £/N= ue V/N= v Entao, temos

-}—th(E,V,N,EE)z é—l Inu+lnv+ 3_1L 111(2m)+
N 2 N 2 ]
(55)
"“llnc?mj+111N+(-5—’—i InN + ! In| 2 +iln5E.
N : 2 1 2N 2 N

E importante observar que

lim lln oFE =0,
N—reo i :

pois 6E ¢ uma grandeza pequena mas fixa (justificando a conveniéncia da escolha
de um ensemble em que a energia pode variar entre E ¢ E + 8E). Portanto, no
limite termodindmico, F, V, N— ¢, com E/N= ue V/N= v fixos, recuperamos o

conhecido resultado para a entropia do gds ideal monoatémico,

s(u,v)= lim%i_cBInQ(E,V,NﬁE) zng Inu+kglnv+sg, (56)

onde s, € uma constante, desde gue o prefator Cgp tenha um comportamento assin-
totico para N grande da forma

3
s

—— . 5
CSJ\T — N 2 a»‘\ s 57

onde a € uma constante, como pode ser visto por meio de uma mera inspecdo da
equacdo (55). A partir da equacdo fundamental (56), obtemos as equacdes de

estado na representacdo da entropia,
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N e
|

que podem ser reescritas na forma mais comum

U = %}{B’T [ p‘U = kBT . (58)

Do ponto de vista cldssico, ndo ha nenhuma possibilidade de obter a constante
5., pois a propria escolha das coordenadas generalizadas do espaco de fase nao €
univoca {e o volume ) € uma grandeza dimensional).

Vamos fazer alguns comentirios sobre esses resultados. A existéncia da
funcio entropia, s = s(u, v), no limite termodindmico, foi estabelecida supondo
uma dependéncia bem definida do prefator Cgp com o niimero de particulas N
(veja de novo a equacdo 57). No cntanto, nem seria necessario lancar mao do
limite termodinamico para obter as duas equagocs de estado do gasideal. De fato,

utilizando a equagao {54), podemos escrever

S(E,V,N;8E)=kyInQ(E,V,N;6E) =
3. . .
zngNInE+wBN1nv+f(NgaEy

onde f(N; 8E) é uma funcio de Ne 8E. Portanto, temos as expressoes

1 3S _SkpN .
T JB 2E

que sdo idénticas as equagdes de estado obtidas anteriormente. No entanto, para
obter o potencial quimico, ou trabalhar com a entropia de uma mistura de gases,
temos de analisar a dependéncia correta com o nimero de particulas. Surge,
entio, um problema grave, que ja tinha sido percebido por Boltzmann ¢ Gibbs.
Considerando com maior cuidado as equacdes do apéndice A4, verificamos que
o volume de uma hipercoroa esférica de raio R ¢ espessura muito pequena 6R
num cspago n-dimensional € dado por
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Q‘n (R; 5R) =C, 1"'1612 = 2_"—Rn—15R'

: 59
) .
2

Portanto,

ﬁn'/? _?N N
Csny =2———<~N 2 o7, (60)

8

em discorddncia com o expoente de N na cquacao (57). Logo se percebeu quc
seria necessario introduzir um fator ad-hoc de correcao das formulas classicas no
espaco de fase, dividindo o volume acessivel ) por N1, a fim de obter o compor-
tamento esperado. De fato, utilizando a forma correta de Cg), dada pela equagio
(60), temos

[ <N
"""""C%,\T"’.LN’ 2 a »
N

com 0 mesmo comportamento assintético da equacao (57). Entao, no caso de

particulas classicas no espaco de fase, vamos sempre fazer

1 .
Q—)"\TTQ, (61)

garantindo a existéncia do limite termodinamico. Esse Jalor de contagem corveta de
Boltzmann vai-nos acompanhar durante todas as nossas manipulacoes com a
mecdnica estatistica classica de um gés de particulas. Embora a divisio por NI
esteja refletindo o carater distinguivel das particulas classicas, a introducdo desse
fator nao passa de um mero artificio para assegurar que a definicao estatistica de
entropia produza, de fato, uma funcao aditiva, com as propriedades de homoge-
neidade da cntropia termodinamica. Mais tarde vamos ver que esse artificio acaba
sendo justificado por meio do estabelecimento do limite classico da entropia de
um gas ideal quantico. Neste limite classico € que surgem tanto o fator correto
como todas as constantes que nos permitem calcular univocamente a entropia de

um gas de particulas.
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EXERCICIOS

1.

oL

Considere um modelo de N ions magnéticos localizados, definido pelo hamil-

toniano de spin
N
2
H=D) S7,
25
j=1

onde a variavel S; pode assumir os valores — 1, 0 ou + 1, para qualquer j (ver
exercicio (1) do capitulo 2). Dada a energia total £, utilize a cxpressao do
numero de estados microscopicos acessiveis ao sistema, {3(E, N), para obter a
entropia por particula, s = s(u), onde v = E/N. Obtenha uma expressio para
o calor especifico cem func¢ao da temperatura 7. Esboce um grafico de ¢ contra
T, verificando o maximo arredondado caracteristico do efeito Schotiky. Escreva
agora uma eXpressao para a entropia como fungdo da temperatura. Quais os
valores limites da entropia para 7— 0 ¢ para T — o?

No modelo do sélido de Einstein, poderiamos introduzir uma coordenada de
volume supondo, de maneira fenomenologica, que a frequéncia fundamental

w seja uma funcdo de v= V/Nda forma

o =w(v)=wy-Aln L
vy

onde w,, A ¢ v,530 constantes positivas. Obtenha expressoes para o cocficiente

de dilatacao e a compressibilidade isotérmica desse modelo.

. Aexemplo do que foi feito no problemaanterior, podemos introduzir o volume

no modelo do gas de particulas com dois niveis de energia supondo que
a

- k

v?

onde a e y sdo constantes positivas. Obtenha uma equacao de estado para a
pressao, daforma p=p (7, v) e uma expressao da compressibilidade isotérmica
(note que a constante y desempenha o papel do p'arémetro de Grineisen de

um so6lido).

O nimero total de estados microscopicos acessiveis 20 gas de Boltzmanii, com

encrgia £ e namero de particulas N, pode ser escrito na forma
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v NI
NpINo!...~

QEN)= D,

Ni,No,...

com as restricoes

=N N.=F
> N;=N e > eiN;=E.
J J

Escreva uma expressdao formal para a entropia, no limite termodinamico, em
termos da distribuicao de valores dos ntiimeros de ocupac¢iao no equilibrio.
Mostre que a entropia depende da temperatura de acordo com um termo do

tipo — kgTIn T,

. Considere um gas de rede constituido por Nparticulas distribuidas em Viecélulas

{com N= V). Suponha que cada célula possa estar vazia ou ocupada por uma

unica particula. O nimero de estados microscopicos do sistema serd dado por

V!

AN = )

Obtenha uma expressio para a entropia por particula, s= s(v), onde v= V/N
A partir dessa equacao fundamental, obtenha uma expressao para a equacao de
estado p/ 7. Escreva uma expansao para p/ 7T em lermos da densidade p=1/v.
Mostre que o primeiro termo dessa expansao corresponde a conhecida lei de
Boyle dos gases ideais. Esboce um grafico de w/ T, onde u € o potencial quimico,
contra a densidade p. Qual o comportamento do potencial quimico nos limites

p—>0ep— 17
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Na mesma linha das representagoes alternativas da termodindmica, que se
podem tornar convenientes dependendo das circunstincias, na mecénica esta-
tistica também é possivel trabalhar com outros ensembles, distintos do ensemble

microcandnico, caracterizados por outro conjunto de parametros macroscopicos.

© ®

Figura 5.1  Sistema S em contato com o reservatério térmico R (a temperatura 77). .

Podemos, por exemplo, considerar um sistema termodindmico simples em
contato com um reservatério térmico por meio de uma parede diatérmica, mas fixa
eimpermeavel. Nafigura 5.1, o reservatorio Ré muito grande em relagcdo ao sistema
de interesse S (ou seja, K deve ser caracterizado por um nimero muito grande de
graus de liberdade em relacdo a §). Quando o sistema composto (5 + R) estiver
isolado, com energia total E,, valem os postulados fundamentais da mecanica csta-
tistica de equilibrio. Portanto, a probabilidade B de encontrar o sistema S num par

tieular estado microscipico j sera dada por
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Pj=cQp(Ey-E;), (1)

ondc ¢ ¢ uma constante de normalizacio, EJ € a energia do sistema Sno particular
estado microscoépico je Qp(E) é o nimero de estados microscopicos acessiveis
ao reservatorio térmico R com energia £, Como o reservatorio é sempre muito
grande, a energia £;deve ser muito menor do que a energia total £, para qualquer
7- Entao, justifica-se a expansio

InPj=1Inc+InQp(Ey)+ Il (8) (-£;)+
E |,

1| # nQy(E) 2 &)
+§‘ —a—ETz"— (_.Ej) +--. . .

Usando a definicao de entropia proporcionada pelo segundo postulado da mecanica
estatistica, temos

dmQgp(E) 1

= , 3
Jk kgt @)
onde 7 € a temperatura do reservatério. Também devemos ter
9*In Qg (E
& )=i_‘?_ 1 >0, (4)
Jr? kp OE\T

no limite de um verdadeiro reservatério térmico, em que a temperatura esta pra-

ticamente fixa. Portanto, a expansao (2) se reduz a forma

In P]- = constante —

kgl ®

ou scja,

b o) o
J zexp(—ﬁEk)
k
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onde usamos a nota¢do abreviada 8=1/(kgT'), muito comum em fisica estatistica.
O ensemble candnico é constituido pelo conjunto de microestados {j ], associados a distri-
buigao de probabilidades dada pela equagao ( 6), acessiveis a um sistema S, em contato com

um reservatorio térmico a temperatura’¥.
(A) CONEXAO COM A TERMODINAMICA

Define-se fungdo de partigao (ousoma sobre estados, do alemao Zustandsumme)

COITLIO d Soma

Z = Zexp(—ﬁEj) , | (7

J

que estd associada a normalizacio da probabilidade £;. Deve-se notar que essa
soma ¢é efetuada sobre os estados microscopicos. Portanto, dado um certo valor
da energia, pode haver vérios termos iguais, correpondentes a todos os estados
microscopicos com esse particular valor da energia. Levando cm conta esse “fator

de degenerescéncia”, podemos escrever

2= Y expl-BE;) = 3 0(E)exp(-5E),
j E

onde Q(E) é o nimero dec cstados microscopicos do sistema § com energia E.

Substituindo a soma pelo seu termo maximo, de acordo com os argumentos heu-

risticos que ja foram utilizados no capitulo anterior, no limite de um sistema

grande, temos

Z= Zexp[ln Q(E) —,BF] ~ exp[—ﬁ mgn{E -78 (F)}] , (9)

E

onde novamente utilizamos a defini¢ao de entropia, S(I) = kgln ((F). Como a
opcragio de minimizagio em relagéo a energia corresponde a uma transformacao
de Legendre, essc raciocinio heuristico sugere que a conexao entre o ensemble

canénico e a termodindmica seja dada pela correspondéncia
Z— exp(—ﬁF) s (10)

onde F é a energia livre de Helmholtz. No caso de um fluido puro, os niveis de

energia Ii;devem ser fungdes do volume Ve do nimero de particulas N. Portanto,
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a funcao de parti¢ao Zdepende de T, Ve N, ou scja, Z= Z(T, V, N). Nesse caso,

podemos escrever

F=F(T,V,N)- ——é—InZ(T, V,N). an

Com maior precisdo, podemos definir a conexio com a termodinamica por meio

do limite

-Bf(T.v)=  ltm_ ilnz(T,v,N).

-
AV
V. N—oo;—=u

1

(12)

(B) ENSEMBLE CANONICO NO ESPACO DE FASE CLASSICO

Com pequenas modificagdes de linguagem, argumentos heuristicos dessa
mesma naturcza também poderiam ter sido apresentados no contexto do espaco
de fase classico. De fato, na mecinica estatistica classica, podemos definir a distri-

buicao canonica de Gibbs mediante a densidade de probabilidade no espaco de fase,

exp{-B#s(q.p)} . (13)

N

plg.p)=
onde

7= J‘cxp{-—ﬁﬂs (¢.0)}dgap (14)

cm que o sistema S, dado pelo hamiltoniano Hg(q, p), estiem equilibrio com
um rescrvatorio térmico infinitamente grande R, com temperatura absoluta
T=1/(kgP). A conexdo entre o ensemble candnico e a termodinimica érea-
lizada no limite termodinimico, expresso pela energia livre de Helmholtz
por particula, definida pela equacao (12). Em determinadas circunstancias,
supondo uma forma conveniente para o reservatorio R, é possivel deduzir
rigorosamente a distribuicdo candnica (18) a partir do postulado fundamental
da mecanica estatistica; o leitor interessado devera consultar o capitulo 2 do
texto de C. J. Thompson, Classical Equilibrium Statistical Mechanics, Oxford,
Clarendon Press, 1988.
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(C) FLUTUACOES DA ENERGIA

Certamente ha flutuagdes da energia no ensemble candnico. Utilizando a
distribuicao de probabilidades P, dada pela equacao (6), podemos obter o valor

médio, ou valor esperado probabilistico, da energia do sistema S,

ZE j exp(-BE;)
=——1InZ, (15)

<Ej> = fz exp(—ﬁEj) B

onde a fun¢ao de particio Z¢é dada pela equagio (7). No limite termodinamico,
lancando mao da conexéo com a termodinamica, I'— — kpT In Z, € ficil perceber
que o valor esperado da cnergia pode ser identificado com a prépria energia
interna Udo sistema S, ou seja, que U— ’\E]> Vamos agora obter uma eXPressao

para o desvio quadratico,

ou seja,

(-2 - 2222~ 26)

Identificando o valor esperado da energia com a energia média termodinamica,

temaos

<(Ej - <E]>)2> = —% U = kpT? % = NigT2c, 2 0. (18)

onde ja se manifesta a positividade do calor especifico a volume constante.

Finalmente, podemos escrever o desvio relativo,
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B - 2 1',[2
<(ﬂf"<bi>) > ~ w’r\’kﬂ‘?cv 1 (19)

() Nu VN

Portanto, de acordo com nossas expectativas, o desvio relativo se anula com 1/ \/ﬁ,
no limite N — «, garantindo a conexao com a termodindmica. No entanto, em
situacoes especiais, o calor especifico pode ser muito grande, provocando enormes
flutuacoes da cnergia no ensemble candnico. Mais adiante vamos ver que isso
acontece nas proximidades das transicdes de fases de segunda ordem, dando

origem as peculiaridades do comportamento critico da matéria.
(D) DEDUCAO ALTERNATIVA DA DISTRIBUICAO CANONICA

Ainda dentro de uma perspectiva heuristica, podemos obter a distribuigao
canodnica a partir de um raciocinio alternativo, que se mostrou particularmente

1itil em certas aplicagoes. Escrevendo a energia livre de Helmholtz na forma

1 1 - : |
F:m——an:——anexp(HﬁEj), (20)
B B 5

temos a entropia

:_ﬂszﬁi’_aE

1 :
aT (')]ﬁ=k8 1nZ+kBﬁEZ]‘Ejexp(—ﬁEj). (o1

No entanto, a partir da expressao de PJ,-, dada pela equacao (6}, temos

~BE;=n(ZP;). (22)

Inserindo na cquacao (21), obtemos uma expressao para a entropia ¢m termos

da distribui¢ao de probabilidades,

S = -szPj ll'lP/ ’ (23)
J

que, ds vezes, € conhecidana literatura como entropia de Shannon. Na realidade,

uma expressao desse tipo também € valida no ensemble microcandnico; nesse
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caso, PJ =1/0, ha () estados acessivels ao sistema, € a equagao (23) se reduz a
forma conhecida S = kgln{}. No passado houve diversas tentativas de generalizar
a equagao (23). Recentemente, Constantino Tsallis, do Centro Brasileiro de
Pesquisas Iisicas, no Rio de Janeiro, inspirado nas equagdcs para as dimensodes

generalizadas dos objetos fractais, propds a defini¢do alternativa

Sq = kB

1-» pP7,
p—! %f | (29)

que se reduz a entropia de Boltzmann-Gibbs, dada pela equacio (23), no limite
g— 1 [ver C. Tsallis, /. Stat. Phys. 52,479 (1988)]. A entropia d¢ Tsallis nao é aditiva
€ nao pode, portanto, ser aplicada a problemas dc interesse termodindmico. No
entanto, € uma forma interessante, que da origem a diversos desdobramecentos e
que talvez encontre aplicagoes em outros dominios da ciéncia.

Poderiamos agora introduzir um postulado de maximiza¢ao da entropia,
dada pcla equacao (23), para uma distribuicao arbitraria de probabilidades, (B,
sujeitaa determinados vinculos. No caso do ensemble candnico, temos os vinculos

de normalizacao,

;P]:]"’ (25)

e a energia média termodinamica,

zEJ-Pj =U. (26)
j

Usando a técnica dos multiplicadores de Lagrange, devemos, entao, maximizar a

funcao

f({Pj}’ Ay, Ao ) = kg 3, P;InD; -

J

| (@7
-4 sz—l ~ Ao ZEj-Pj—U .
J J

Entao, temos
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ff =—kBlnP]-—kB—),1-/12E]-=O. (28)
(713’1

Eliminando A por meio da equagao (25), vem

o exp(—lQEj /kB) c
Pj - Zexp(—}ygEj / &B) . =
7

A equagao (20) possibilita a identificacao do multiplicador de Lagrange A9 com
oinverso da temperatura absoluta, reproduzindo a distribuicao de probabilidades
caracteristica do ensemble candnico.

Por enquanto, adotamos uma linha de raciocinio puramente heuristica,
longe de qualquer rigor matematico. Dessa forma, conseguimos construir o
ensemble candnico e estabelecer a conexao com a termodindmica por mcio da
energia livre de Helmholtz. Atualmente, € possivel colocar essa argumentacao em
bases matematicas mais slidas. Para uma classe muito grande de potenciais inter-
moleculares, pode-se provar a existéncia da energia livre por particula no limite
termodindmico, com as propriedades de convexidade exigidas pela termodinimica
classica. Pode-se também mostrar que os potenciais termodinamicos nos ensembles
candnico e microcandnico estao devidamente interligados mediante uma trans-
formacao de Legendre, proporcionando a mesma descricao termodindmica de
um sistema fisico. Vamos apresentar um exemplo dessas demonstracoes mate-
madticas no proximo capitulo. Antes disso, no entanto, vamos percorrer uma série

de exemplos de utilizagao do formalismo candnico.
5.1 PARAMAGNETO IDEAL DE SPIN 1/2

Vamos novamente considerar um sistema de N particulas magnéticas loca-
lizadas, de spin 1/2, na presenca de um campo magnético A, mas agora em
contato com um reservatorio térmico a temperatura 7. O hamiltoniano do sistema

¢é dado por

N
H=-u,HY 0, (30)
7=1
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onde Uj=% 1, para j=1,2,...,N. Como o estado microscopico do sistema é carac-
terizado pelo conjunto de valores das variaveis de spin, {0']'}’ afunc¢ao canoénica de

particao pode ser escrita na forma

N
Z= Z Cxp(—ﬂH) = 2 CXp B;UOHE G, - (31)
{0‘/} 01,09,...0 j:]_

Agora € facil perceber que essa soma multipla se fatoriza, podendo ser escrita

como
Z = Zexp(ﬁ‘u.oHGl) ECXP(ﬁuoHO'N) =ZlN , (32)
g ON
onde
Zy = ZCXp(ﬁ,uOIIG):?cosh (B#OH) . (33)
o=%1

Portanto, torna-se muito simples calcular a [ungao de parti¢ao sem a nccessidade
de lancar mao de argumentos combinatorios, em geral bem mais dificeis. Esse
mesmo tipo de fatoriza¢io da soma (ou da integral, no caso do cspago de fase
classico) na expressao da funcio candnica de particao vai ocorrer no caso de todos
os sistemas classicos ou semiclassicos de particulas nao-interagentes. Tudo se passa
como se bastassc calcular a fungao de particao 7; de uma tinica particulal

A partir da funcao de parti¢ao, estabelecemos a conexdo com a termodi-

namica por meio da energia livre magnética por particula,

g(T,H) S lim ivlnl = —kgT In QCOShL

Noe N

.
Hol ) (34)
]u’,BrF

Devido a forma do hamiltoniano (que rellete a nossa escolha da energia mag-
nética, incluindo a interagao com o campo aplicado), a energia livre magnética
por particula surge como uma fun¢ao de 7'e de H. Vamos, entao, adotar a nomen-
clatura g = ¢ (7, H), em analogia com a funcao de Gibbs de uwm fluido puro, que
depende dos parametros intensivos pc¢ 7. Agora ¢ facil obter todas as propriedades
termodinamicas do paramagneto ideal (que devem ser idénticas aos resultados
obtidos no contexto do ensemble microcandnico). A entropia por particula é

dada por
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s =- 22 = kg In| 2cosh BH - kp HoH tanh H"I? . (35)
aT H kBT kBT kB]

de onde podemos calcular o calor especifico a campo fixo. A magnetizacao por

particula é dada por

m=—| 28—y ann| £ ] (36)
oi ). iy T

que é exatamente a mesma expressao obtida anteriormente no contexto do

ensemble microcandnico. Pode-se também notar que esse valor termodinamico
da magnetizacio por particula corresponde ao valor médio probabilistico no

ensemble candnico. De fato, utilizando a distribuicio candnica, temos

N
o Y, 0; L9 nz- ug tanh(B ugH ), (37)

N - Y
N & NB OH

que fornece a mesma expressao da magnetizacao por particula da equagao (36).
Como ja foi visto no contexto do ensemble microcanénico, a partir da expressao

m=m{T, H) obtcmos a suscetibilidade magnética,

9
%(T. H)= Im ) _ Mo 2| HeH . (38)
JH ) kT kgl

de onde vem a famosa lei de Curie,

2
My

. (39)
}CBT

(T, H=0)=

Udlizando as equacoes (34) e (35), a cnergia interna termodindmica por par-

ticula pode ser calculada a partir da energia livre magnética e da entropia,

u=g+7Ts = —pyH tanh Kot . (40)
kT

que também coincide com o resultado do capitulo anterior. Poderiamos igualmente
ter utilizado a equagao (15) a fim de obter a energia interna termodinamica por

meio do valor esperado probabilistico da energia, .
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V(E{Gf”:—%%lnz:—ﬂOHtanh(ﬁ,u.OH)zu . (41)
! - N

Nesse ponto, vale a pena notar que a fungao de particao também poderia
ter sido obtida mediante uma soma sobre os valores discretos da energia, uti-
lizando o fator combinatorio calculado no contexto do ensemble microcanénico.
De fato, supondo que haja N} spins para cima € Ny = N— Ny spins para baixo, a

energia do sistema pode ser cscrita na forma

E(Ny)=—ugHNy + poH(N - Ny). (42)

Portanto, a func¢ao candnica de particio é dada por

i’\"r .
o VE;O W—Nl)!‘”‘l’[ﬁ HoH Ny = BUgH(N - Ny )| =
)=
(48)

= [¢xp(ﬁu()H) + cxp(—ﬁ,uOH)]N = [2 cosh(ﬁﬂOH)]N :

em concordancia com o resu]l;ado anterior.
5.2  SOLIDO DE EINSTEIN

Vamos retomar o exemplo do sélido de Einstein discutido no capitulo
anterior, considerando N osciladores harménicos unidimensionais, localizados e
nao-interagentes, oscilando com a mesma frequiéncia fundamental o, mas agora
em coiltato com um reservatorio térmico a temperatura 7. Os estados micros-
coOpicos desse sistema sao caracterizados pelo conjunto de nimeros quanticos
{n1,79,....,nx7}, onde n; designa o nimero de quanta de energia do j€simo oscilador.
Dado um estado microscopico {nj}, a energia desse estado pode ser escriLa na

{forma
N ]
E{nj} = Z[nj +§]hw . o (44)

Portanto, a funcdo candnica de particao & dada por
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. N
Z= 2 exp(*,BE{nj}) = Z exp "2("]’ +é)ﬁfzw . (45)

{n.],,'} NN o BN j=1

Novamente, como nio ha termos de interacio, a soma multipla sc fatoriza, dando

origem a uma expressao muito simples,

) N
Z = {Zexp!}-(ﬂ + %Jﬁhw}} =2, (46)
n=0

-onde

o l—cxp(—ﬁhw)

De novo, tudo se passa como se estivéssemos considerando a fungao de particao
de um Gnico oscilador isolado.

A energia livre de Helmholtz por oscilador € dada pela expressao

1 ha
=—— lim —111——-ﬁ(u+] TInll- . 4R)
f }3 l\rlim N I en 1[ cxp( CBTH (48)

A partir dessa equacao fundamental podemos calcular todas as propriedades ter-
modinimicas do modelo. Em particular, a entropia por oscilador como funcao

da temperatura é dada por

af ho
5= —gff =—fkp ]n[ - exp(——:;-f‘]il+

(49)
ho exp(—fw) / k.BT)
+ kB N
kT J[1-exp(-ho / kyT)]
de onde podemos obter o calor cspecilico do solido de Einstein,
’ 2 .
(50) s ho e):p(ﬁa) / kBI)
c=1 “(5'_]—— = kB T 9 7
BT ) [exp(he / kyT)-1]
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que é exatamente a mesma expressao calculada anteriormente no contexto do
cnscimble microcandnico.
Utilizando a equacdo (15), podemos calcular aenergiainterna por oscilador

como fungao da temperatura,

w=et Pz =Pz = Lhws ho
exp(h(o / kpl) -1

N P Jp ’ ey

que corresponde a mesma expressao obtida no capitulo anterior. Como vamos
ver mais adiante, essa expressao também coincide com a energia média em funcao
da freqiiéncia do modelo de osciladores de Planck para explicar a radiacao do
corpo negro. No limite classico (kgT > fiw), temos v — kpT, fornecendo um
calor especifico constante com a temperatura (lei de Dulong e Petit paraum cristal
unidimensional). No limite de baixas temperaturas (kg7 <fiw), u— fiw/2, que

& o conhccido valor da energia de ponto zero (do vacuo quantico).

.

5.3  PARTICULAS COM DOIS NIVEIS DE ENERGIA

Vamos novameite considerar o gas de N particulas semiclassicas que podem
ser encontradas em dois cstados, com energias € =0 e & = £> 0, respectivamente,
numa situagiao em que a energia total do sistema pode flutuar, mas a tempcratura
permanece com um valor fixo 7. Um estado microscodpico do sistema global fica
caracterizado pela atribuigao do estado de energia de cada particula. Podemos,
entao, mtroduzir uma variavel t]-, associada i j¢sima particula, com j=1,2,...,N,
tal que ¢;= 0, quando a particula j tiver enecrgia nula, e tj= 1, quando a particula
j tiver energia £ > 0. Um estado microscopico do sistema, caracterizado pclo

conjunto de valores {t]-}, tem encrgia

N

E{tj}: > et (62)
7=1
Portanto, a [ungio candnica de particao pode ser escrita na forma

N
Z= zexp(—ﬁE{t]—})= z exp —2,38!]' , (53)

{{7} {1 50 to J=1

que novamerite se fatoriza dando origem a uma expressao muito simples, Z=Z 7,

onde
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Z = zexp(—ﬁ St) =1 +exp(—ﬁ 8) . ‘ (54)
[

Tambeém poderiamos ter obtido esta mesma expressio paraa fungio de parti¢ao,
de forma alternativa, a partir do nimero de estados microscépicos no ensemble

canodnico. De fato, bastaria ter escrito

N

NI
Z=> Q(E,N)exp(-Be)= D W&Xp[—ﬁ eNy ), (55)
. N|,Ng=0 B A

(f\q +No =1V)

onde Nj € o nimero de particulas com energia £ = 0 € Ny & o ntimero de par-
ticulas com cnergia & = £> (). Aplicando o teorema do binémio de Newton, recu-
peramos o resultado anterior.

A conexdo com a termodinamica se faz pormeio da energialivre de Helmholtz

por particula,

. 1 1 (g
=f{T)=—= lim —InZ = -kl In| 1+exp| — . 36)
=100 w2 o

A partir dessa cxpressdo obtemos a entropia por particula,

’ —&/ kT
=—a—f=k31n 1+ exp| ——— | [+ = exp(-¢ / kyT) ; (67
ar kpT T1 +exp(—£ / kBT)
e o calor especifico, ’
ds € : exp(—s/ k T)
c=i[‘——=k3[ ) L (58)
JT kpT [1 + exp(—£ / I{BT’)]"

que coincide com a expressao obtida anteriormente no contexto do ensemble
microcanonico.
Observando que /=« Ts, podemos utilizar as equacées (36) e (57) para

escrever

_ ecxp(-e/ kgT)
B 1+cxp(—€/ kBT) ’
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que ja haviamos obtido na capitulo 4. A fatorizagao da funcdo candnica de particao
& que possibilita a interpretacao probabilistica dessa formula, apresentada no
capitulo anterior. De fato, considerando uma nica particula, as probabilidades
candnicas de encontrar essa particula nos estados com energia nula ou com energia

&> 0 serdo dadas, respectivamente, por

xp{—fBe
p= ¢ Py = Lpg P ), (60)
4 B )
onde
7y =1+exp(-fe), (61)

como na equagao (34). Para £> 0 (e temperaturas positivas!), temos sempre
P, > Py, ou seja, o nivel de energia mais baixa esta sempre mais populado de
particulas. Para T — 0 (isto &, f— ), P; — 1 ¢ P’y — 0, indicando que todas
as particulas estao no estado fundamental, com cnergia nula. Para T—> o (isto
é,B—0),P —1/2¢ Py~ 1/2, indicando quc os dois niveis de energia estio
igualmente populados (e que a energia interna por particula tende a a’?).jz’l
nos referimos a possibilidade de inverter o sinal de €, simulando uma situagao
efetiva de temperaturas negativas, em que as populacoes dos dois niveis estariam
invertidas.

Finalmente, gostariamos de observar que eliminando a temperatura ¢ subs-
tituindo na cquacdo (57) rccupcramos a mesma equacao fundamental obtida no

contexto do ensemble microcanonico,

U
- ?

bs-:s(u)=—kB[l—1—L In I—E —kB%hlg

£ £
justificando a perfeita equivaléncia entre os dois cnsembles.
54 GASDE BOLTZMANN

Permitindo que a energia total possa flutuar, mas mantendo o sistema em
contato com um reservatério térmico a uma determinada temperatura 7, ¢ muito
facil calcular a fun¢do candnica de particdo associada ao modelo do gas de
Boltzmann, definido no capitulo anterior. Vamos novamente considerar o conjunto

de nimeros de ocupacao, {Z\a};j= 1....,N},em que N] designa o numero de par-
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ticulas com energia €;. Dados a energia total £ e o ndmero total de particulas N,
no capitulo anterior ja tinhamos estabclecido que o niimero total de microestados

acessiveis ao sistema ¢ dado por

;

Qt{ J}, ,N) If\ (©3

Com as restricoes

N = Z "Vj. 5 (64)
J

E= Z E; j\[ .
(65)
A funcao canénica de particdo pode, entdo, ser escrita na forma

Z= EQ({ }E"\'JCXP( -BE) = 2 —Ll,,exP ~Zﬁe]-Nj . (66)
{Nj} H‘NJ' : i

J

onde permanece na altima soma a restricao (64), fixando o niamero total N de
particulas. Uma aplicacdo direta do teorema multinomial (que é uma simples
generalizagao do teorema do bindmio de Newton) permite-nos escrever Z= 7 '\'
onde

& = ZCXP("'BSJ' ) ' (67)

J

fornecendo novamente uma forma fatorizada para a fungao de particao (¢ cor-
roborando osresultados que ja haviam sido obtidos nno capitulo anterior por micio
do ensemble microcandnico).

No contexto classico, o gas de Boltzmann ndo passa de um toy model, pois
nao ha possibilidade de interpretar a discretizacao da energia. No entanto, mais
adiante vamos ver que introduzindo certas corre¢des a expressio (67) corresponde,

de [alo, a0s resultados do limite classico das estatisticas quinticas para o gas ideal.
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Nesse caso, o indice jdeve ser interpretado como o demarcador do estado quéntico
de particula Gnica (que vamos chamar de orbital, emprestando a linguagem da
quimica); no orbital j a particula tem energia €. Com essainterpretacdo, aformula
da funcdo candnica de parti¢ao Z deve também ser dividida pelo fator de contagem
corretade Boltzmann, N1, a_ﬁm de assegurar a existéncia do limite termodinamico.
Todas essas questoes vao ficar claras mais adiante, por meio da analise do limite
classico das expressoes termodinamicas para os gases ideais de Bose-Einstein e de

Fermi-Dirac.

EXERCICIOS

I. A energia de um sistema de Nions magnéticos localizados, a temperatura 7,

na presenc¢a de um campo H, pode ser escrita na forma

N N
H=DY S2-u,HY S,
i=1

=]

onde os parametros D, ., e H sdo positivos ¢ §;=+ 1, 0 ou — 1, para qualquer
sitio i. Obtenha cxpressdes paraa energia interna, a entropia e a magnetizagao
por sitio. Para campo nulo (H = 0), esboce graficos da energia interna, da
entropia e do calor especifico contra a temperatura. Indique claramente o
comportamento dessas grandezas nos limites 7— 0 ¢ T— «. Calcule o valor

esperado do “momento de quadrupolo”,

1 il 9
Q=25 )
i=1

em funcao do campo e da temperatura.

2. Considere um sistemamagnético unidimensional de Nspinslocalizados, a tem-

peratura 7, definido pela energia

N N
H=-] Y. o -kH Y 0
i=135,..,N-1 i=1

onde os parimetros /, u, € H sdo positivos e ¢; = + 1 para qualquer sitio 7.
Suponha que Nseja um niimero par e observe que a primeira soma & sobre os

valores impares de ¢.
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(a) Obtenha a funcao de parti¢io candnica e calcule a energia interna por
spin, u=u(7, H). Esboce um grafico de (T, H=0) contraa temperatura
7" Obtenha uma expressio para a entropia por spin, s= s(7, H). Eshoce
um grafico de s{T, H=0) contra T.

(b) Obtenha expressdes para a magnetizacao por particula,

N
m = m(T,H): % ;LLOZO'Z' )
i=1

¢ para a suscetibilidade magnética,

%= (T H) = (%)T .

Esboce um gréfico de (7, H=0) contra a temperatura.

3. Considere um sistema de N particulas cldssicas ndo-interagentes em contato
com um reservatorio térmico a temperatura 7. Cada particula pode ter energia
0, £> 0 ou 3¢. Obtenha uma expressio para a fungao canonica de particao ¢
calcule a energia interna por particula, u= (7). Esboce um grafico de u contra
T {indique claramente os valores de  nos limites T— 0 e 7'— ). Calcule a
entropia por particula, s= s(T), e esboce um grafico de s contra T Esboce um

grafico do calor especifico contra a temperatura.

4. Um sistema dc N osciladores quénticos localizados e independentes esta em
contato com um reservatorio térmico a temperatura 7. Os niveis de energia

de cada oscilador sio dados por

1 =
Enzhwo["*é‘} com n=1357,..

Note que » € um nimcro inteiro ¢ impar.

() Obtenhauma expressio paraa energia interna « por oscilador em funcao
da temperatura 7. Esboce um grafico de u contra 7. Qual a expressio de
uno limite classico (fw, << kpT)?

(ii) Obtenhauma expressdo para a entropia por oscilador em funcao da tem-
peratura. Esboce um grafico da entropia contra a temperatura. Qual a
expressao da entropia no limite cldssico?

(iil) Qual a expressao do calor especifico no limite classico?
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Considere um sistema de Nparticulas cldssicas e nao-interagentes. Os estados
de particula Gnica tém energia €, = ne ¢ sdo n vezes degenerados (£> 0;
n=1,2.3,...). Calcule a func¢ao de particao canénica desse sistema. Obtenha
expressoes para a energia interna e a entropia em fungio da temperatura.
Quais os valores da entropia e do calor especifico no limite de altas tem-
peraturas?

Um conjunto de N osciladores classicos em uma dimensio é definido pelo

hamiltoniano

¢ 19,1 99
}[zz P F—mwtg | .
2m=t 2 ’
i=1
Utilizando o formalismo do ensemble candnico no espac¢o de fase classico,
obtenhaexpressdes paraafungio de particio, a energia por oscilador, a entropia
por oscilador e o calor especifico. Compare com o limite classico dos resultados
quanticos. Calcule uma expressao para o desvio quadritico da energia em

fun¢ao da temperatura.

Considere novamente o problema anterior. A funcio canénica de particao

pode ser escrita na forma integral
7Z(B) = JQ(E) exp(-BE )dE
0

onde (L) & o namero de estados microscopicos acessiveis ao sistema com
energia £ [tanto em Z(8) quanio em Q(E) estamos omitindo a dependéncia
com o nimero Nde osciladores, que permanece sempre constantc]. Conhecendo
Z(B} apartir do problema anterior, fagauma antitransformada de Laplace para
obter uma forma assintética (no limite termodinimico) para {}(£). Compare

com a expressao que ja foi calculada diretamente no ensemble microcanénico.

Um sistema de N osciladores unidimenstonais localizados, a uma dada tempe-

ratura 7, & definido pelo hamiltoniano

2m

N
9-[:2[ 1 ]);‘)+V(qi)J :
i=1

onde
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—mW°q para ¢ >0,

%mwgq2+€ para ¢ <0,

com £> 0.

(i) Obtenha a funcdo de particao canénica desse sistema classico. Calcule a
energia interna por oscilador, u= u(7). Qual a forma de %(7) nos limites
£€—»0eg—>o0?

(ii) Considere agora o anilogo quéntico desse modelo no limite £ %. Obtenha
uma expressao paraafun¢ao candnica de parti¢io. Qual a energia interna

por oscilador-desse analogo quintico?
A=



GAS CLASSICO NO FORMALISMO CANONICO

Um sistema classico de N particulas monoatémicas de massa m pode ser
definido pelo hamiltoniano

7= 7)) . )

—_

onde V(| +|) é um potencial entre parcs, com a forma esbocada na figura

(6.1). O potencial de um sistema realista tem um caroco duro (V(r) — @), para
— -

r= | - 7

ripida para r — . A fun¢do candnica de particao desse sistema classico, em

| - 0, e uma parte atrativa que sc anula de maneira suficientemente

contato com um rescrvatério térmico a temperatura 7, dentro de uma regiao

de volume V, & dada pela integral no cspaco de fasc,

Z(/, :J J.d% ?1 ds ;N J ‘[dg j_}ldS [;N CXp(—ﬁﬂ{), (2)
v

onde harestri¢oes sobre as integracdes nas coordenadas espaciais, que devem per-
manecer dentro do volume V. A integragio sobre as coordenadas de momento €

trivial, reduzindo-se a um produto de 3N integrais gaussianas da [orma

+oo

2 ; 1/2
jdpexp —ﬁng :(me] . (%)



138 e Introdugio d Fisica Estatistica

Intao, podemos escrever

91 IN/2
Zﬁ[ m] QN> (4)

onde a parte configuracional da fung¢do de parti¢io ¢ dada por

7 — Fj,) . (5)

0N :J. ~-~Jd3?1 2%y exp —ﬁzv(

VooV i<j

Va

Figura 6.1 Potencial de interagio entre um par de particulas clissicas.

No caso de um gas ideal (isto €, desprezando o termo de energia potencial
de interagao entre as particulas), a parte configuracional da funcao de particio

se reduz a expressao trivial

Qn=V". ()

Portanto, para o gas ideal monoatdémico cldssico, temos

o N2
LIlm N .
ZC = ( ‘B J 1/ A ’ (I)

ou seja,

9

ivln Z, = 5 ln( 2nm]+an . » (8)
N B
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A cxemplo do que jd ocorreu no contexto do ensemble microcandnico, essa
expressio tem problemas 6bvios no limite termodindmico, N;V— =, com V/N=w
fixo. A forma de corrigir esse problema continua sendo a mesma: basta dividir a
funcao de particao cldssica pelo falor de contagem correta de Boltzmann N1, Além disso,
vamos também dividir Z, por um fator #*¥, onde a constante % deve ter a dimensao
apropriada (de comprimento X momento), a fim de que a fungao de particio nao
ldependa da escolha dimensional do espaco dc fasc. Mais adiante vamos ver que
tudo isso se justifica no limite cldssico das férmulas obtidas para o gasideal quéantico
{a constante zpode seridentificada como a prépria constante universal de Planck!).

Levando em conta todos os fatores de corre¢io, vamos de agora em diante
modificar a equacao (4), escrevendo sempre a funcao de parti¢ao do gds classico

na forma

3N/2 _
1 1 . 1| 2ntm Oy, @

onde Qn= V¥ para o caso particular de um gds ideal.
6.1 GAS IDEAL MONOATOMICO CLASSICO

Para obter a energia livre do géas ideal monoatémico cldssico vamos utilizar

a equagdo (9), com Qp= VN, Entao temos

Lz 23 2 i o VY (10)
N 2 ﬁkz N N

No limite termodindmico, dado por N, V— «, com o volume especifico v=V/N

fixo, temos a energia livre de Helmholtz por particula,

1
f:f(T,v)=—% lim —Tan=—§kBT1nT—kBT1nv—kBTc, (11

V_. N J\’

{ 1'7' N= 'u)

onde a constante ¢ ¢ dada por

= gln _271:7;1}(,3 +1. (12)
2 A=
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As equacdes de estado na representacao de Helmholtz sdo dadas por

s=—(§—§]v :gklg InT + kp lnv+k3c+-§-k3, (13)

que conduz a famosa expressao do calor especifico classico,

ds 3
6v=T[ ] =_—kg, (14)
T ), 2
(o4
P=*("§;‘ij =“—kBT,- (15)
U T v

que corresponde a lei de Boyle, pv = kT . Na figura 6.2 mostramos um esbogo
da entropia contra a temperatura. Para temperaturas suficientemente baixas, a
entropia se torna negativa, em desacordo com as previsoes da termodinamica.
Este ¢ wm defeito inerente aos cdlculos cldssicos: no regime de baixas temperaturas
somos obrigados a utilizar a mecanica estatistica quantica. As formulas quinticas
corretas, pelo menos para modeclos realistas, com um estado fundamental bem

definido, sempre conduzem a uma entropia nula no zero absoluto.

S A

=y

Figura 6.2 Entropia contra a temperatura para um gis ideal monoatémico cldssico.

A energia interna por particula do gas ideal classico pode ser obtida a partir

da energia média probabilistica, dada por

0 3N 3
H)=——InZ ==——==NkpT , 16
< ) 49,8 Lt 218 9 B (16)
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de onde temos

P>
D
== kpT . (17)
U 5 iB

e

Utilizando a equacdo de estado (13) podemos obter a temperatura em
func¢ao de entropia, a fim de escrever uma equacao fundamental na representacao

da energia,

3. 93 2( s 3
= —kyv 2| ===, , .
“=g s exp[g . T (18)

que pode ser invertida para fornecer a entropia como fungao de u e v,

s = s(u, v) = %kB Inu+ kg Inv + constante , (19)

c¢m pleno acordo com a equagao fundamental utilizada na se¢ao 4.4, no contexto

do ensemble microcandnico.
6.2 DISTRIBU I(;AO DE MAXWELL-BOLTZMANN

Utilizando o formalismo candnico podemos facilmente obter a distribuicao
de Maxwell-Boltzmann para as velocidades moleculares do gds ideal monoatomico
classico. Como a funcdo de parti¢ao se fatoriza, a probabilidade candnica de
encontrar uma particula do gas ideal com velocidade entre T e v+ do deve ser

dada por

-9\
e Lo _BE ] 35
j)(b)d T —Z—IE expl — om Jd P, (20)

onde

Portanto,
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omg 1 \-3/2 e
"{)(z_}) _ (ZTEkBTJ exp| - muv - (99)

de acordo com o resultado que ja havia sido antecipado na discussao anterior
sobre o limite continuo do modelo do gas de Boltzmann. Como essa distribuicao

depende apenas do médulo da velocidade, é claro que (v, | = {vy ) ={v,}=0.
Devido aisotropia do espaco das velocidades moleculares, também podemos

escrever

p(7)d%0 = p(3)4noPdo = po(v)dv, (23)

- onde a densidade de probabilidade dos modulos das velocidades moleculares é

dada por

-3/2 9
po(v) = 4R(Mj v* exp| — mY_ (24)

Portanto, o valor mais provavel do médulo das velocidades moleculares, corres-

pondcn{c a maximizacao de p, (v), dado por

/2
2knT \" : _
U :[ ;j j s (25)

€ menor do que a raiz do valor esperado do médulo ac quadrado,

: RN 75
/2 Shnt VY
<_172>’/ — (__ij_) . (26)

m

A temperatura ambiente, da ordem de 300K, utilizando os valores da massa
molecular do nitrogénio, m = (28 x 10-%) /(6 x 102 kg, ¢ da constante de
Boltzmann, kg = 1,38 x 10723/ K, 0 médulo tipico da velocidade molecular de
um gas como o ar sera de aproximadamente 500 m/s, proximo da ordem de
grandeza da velocidade do som e decididamente fora do dominio relativistico.
Ha experiéncias engenhosas que comprovam a distribuicio maxwelliana de velo-
cidades; o leitor interessado poderd consultar o trabalho classico de R. C. Miller
¢ P. Kusch, J. Chem. Phys. 25, 860 (1956).
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6.5 TEOREMA DA EQUIPARTICAO DA ENERGIA

Grosso modo, o teorema da eqiiiparti¢io da energia, utilizado desde as pri-
meiras investigacoes sobre a teoria cinética dos gases, cstabelece que cada termo
quadratico na expressao de um hamiltoniano classico produz uma contribuicio
da forma kgT /2 para a energia interna do sistema.

No caso do gas monoatdmico classico, definido pelo hamiltoniano (1), é
facil utilizar o formalismo canénico para mostrar que a energia cinética média é

dada por

N N

- N Lo\ /1 /9 o o\ _ 3. . R
<Em’n>_ Z'é’;z' i ~§{<2?(pix+piy+;bizj —Ei\TkBI s (27)

i=1

que corresponde a energia interna do sistema no caso do gés ideal.
Para um sistema classico de N osciladores harménicos independentes, com

hamiltoniano dado por
N 9 9
=3 gttt

onde as coordenadas de posicao e de momento variam irrestritamente, temos o

valor esperado no ensemble canénico

-2 (et} (o)

= \(% kT + % kB'I‘) = NkgT

(29)

Com osciladores tridimensionais independentes, terfamos U= 3NkpT .
Podemos enunciar o teorema da eqiiparticio da cnergia de uma forma
mais precisa. Vamos considerar um sistema clissico, com n graus de liberdade,

dado pelo hamiltoniano

. . 2
H( 1o eos Qs Do b ) = 3o + 697 (30)
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onde: (i) %, e ¢ sio fungdes independentes da particular coordenada p; (ii) a
funcio ¢ é sempre positiva, ¢ (iii) a coordenada b varia de — %, a + «. Entdo,

temos o valor esperado
(002} = S haT | )
op; )= 5 kT - ,

Para demonstrar esse resultado, vamos utilizar a definicio de valor esperado no

ensemble candnico,

_,,.n.,% xpl =B, - o
<¢pf> _ J. .Jidg; dp (bpj exp[ {ﬁj{_ ﬂrf):;]}
J J"‘h dpy, exp{—ﬁj(o ﬂ@pj}

Levando em conta as restrigoes sobre as funcoes ¢ ¢ #,, podemos iniciaimente

{azer a integragio sobre a variavcl pino numerador,

+co

[o02 exe(-pot, ~por? Jap; = expl-por,)

—00

2 fol b0, = ewiopr - 521
- eXp(_ﬁﬂO)%[ﬁ—%T/g _ ;B exp(—ﬁﬂ{o):[qexp(—ﬁ¢f’;%}dpj =

“+co

= ?15 Jexp(—ﬁ'f[o “ﬁW’?)d’pJ '

—c0

(33)

Portanto, extraindo o fator 1/(28), as integrais multiplas no numerador ¢ no

denominador da equacao (32) sao absolutamente idénticas, isto €,

¢ 1 1

demonstrando a forma mais precisa do teorema da cqiiparticao da energia.
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6.4 GAS MONOATOMICO CLASSICO DE PARTICULAS INTERAGENTES

No caso de um gas monoatomico classico com interagdes entre pares, o
problema dificil reside no calculo da parte configuracional da funcio de parti¢ao,
Oy, dada pela equagao (5), na forma de uma integral maltipla que certamente
ndo se fatoriza. Vamos fazer uma tentativa de obter pclo menos uma equacao de
estado aproximada, com validade numaregiao de baixas densidades (ou seja, para
v= V/Nsuficientemente grande).

I comum apresentar os dados experimentais para os gases reais na forma

de uma expansao de virial, em termos de 1/v,

%:-1—+A—1—+BL+---, (35)

onde o primeiro termo fornece a lei de Boyle e os cocficicntes de correcido, A,
B,..., sdo fungdes da temperatura que sc encontram tabeladas para os gases mais
comuns. Uma das equagoes de estado mais conhecidas (¢ de maior sucesso) para

um gas real ¢ dada pela famosa equacao de van der Waals,
a
pr-5 (v—~b)=kBT, (36)
v

ondc a ¢ bsao parametros fenomenolodgicos positivos (segundo a argumentagio
. <

de van der Waals, o pardmetro & estaria ligado a impenetrabilidade da matéria,

refletindo o potencial intermolecular de caro¢o duro, enquanto o parimetro a

refletiria a pequena parte atrativa do potencial entre pares). A equacao (36) da

origem ao desenvolvimento em série de poténcia de 1/,

4 —l—i- h-— ! 2

kgl o kpT | 42 v3

Vamos, entio, desenvolver uma analise aproximada a fim de obter uma expressio
para o coeficiente de virial A em termos dos parametros do potencial intermo-
lecular e fazer uma comparagao com os parametros fenomenologicos da equacao
de van der Waals.

A parte configuracional da fun¢ao candnica de particio do gas monoa-

tomico classico pode ser escrita na forma
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'Fi - ;]1) =

O :st ;.1...".43 P exp —ﬁ’EV(

i<j

N N (38)
- Jd?’ 7, Hexp(—ﬂVij) = deg 7 H(l+fij),
i=1 i<j i=1 i<j
onde
Vi = V( Fi— 7 ) e [y = exp(—ﬁY’g)——l . (39)

Figura 6.8 Representacdes esquemiticas do potencial intermolecular V(v) e da fungio f(r) = exp(- gV) - 1.

Na figura 6.3 estao desenhados esquematicamente o potencial V(r) e a
fungao f(r). Paraum potencial tipico, deve-se notar que f{r) — —~1 quando r— 0
e f(r) — 0 quando r— . Se¢ a parte atrativa do potencial V(r) nao for muito

forte, f(r) ndo vai ser muito grande. Podemos, entdo, escrever uma expansao,

l_[ (1 + fg,) =1+ Zfl] + termos superiores . (40)
i<j i<j
Portanto,

Oy =VVN 4y Zjdf” FiJ.dS’ Pl (41)

i<j

de onde temos
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InQy-NInV=In 1+Vl2 Z"‘dg FiJ‘dg il

i<j

1 3 3 _
= V—22J.d ’I‘Z'Jd ’ijzj Fee =

i<j

(42)
N L N I
= 54\7(‘7\7 _l)ﬁjd T’ijd ‘?2f12 el
Preparando-se para tomar o limite termodindmico, podemos escrever
1IN ] 9 ‘
In QJ\,* —NInV — 5? j4TC'Y f(l) dr+--- . (43)
0

Utilizando a equagao (9), temos

L 1nZ=§ln ZTC_tn +L11‘1QN—111N+1+O In N . (44)
N 2 ﬁ,’zz N N

Portanto, inserindo a expressao de InQy;, dada pela cquacao (43), obtemos a
energia livre de Helmholtz por particula,

f(T,v)= -%kBT InT - kgT Inv—kgTe -

= (45)
- é chT%J4n'r'2f(-r)(ir+-~- R
0

onde ¢ € uma constante. Comparando com a equagao (11), verilicamos que o

termo cnvolvendo uma integracao representa o primeiro desvio em relagao ao
comportamento do gas ideal. A pressao € dada por

p = u(i) = k—ljrg—ﬂj4n7'2f(r)dr+--- ,
v ) v :

o2 (46)
U

ou scja,
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_f’_:l.,_Aif.F..., (47)
kgT v v?

com a forma da expansao (35}, onde o coeficiente de virial A é dado por

A= _QnJ7~2_f‘(r)dw- : (48)

Para um potencial intermolecular com um caroco duro ¢ uma pequena parte

atrativa, como esquematizado na figura 6.4, temos

A=—onl2 BV dr::EEErS__IEZETB(eﬁVh 1) (49)
B 5 0 g 0 D '
0

ara V, mui cqueno, te , finalmente,
Para V, muilo pequeno, temos, finalmente

3 317
2y, 14mriVg 1 3

A0 _ 070 (50)

3 3}{-3 T

de onde vém os parametros fenomenolégicos da equacgao de van der Waals,
3 3
27y 14wy V ‘

p=2"0 c g=—"0"0" (51)

confirmando a sua innterpretacao em termos de um potencial intermolecular com

um caro¢o duro e uma pequena parte atrativa.

V4

B R

Figura 6.4  Potencial intermolecular com um caroco dure € uma pequena parte atrativa.
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#6.5 LIMITE TERMODINAMICO DE UM SISTEMA CONTINUO

Vamos agora utilizar o formalismo do ensemble candnico no espaco de
fase classico para dar uma idéia dos avancos realizados nas tentativas de colocar
a mecdnica estatistica de equilibrio em bases matematicas rigorosas. Para csta-
belecer com precisao a idéia de limite termodinimico, vamos considerar uma
scquéncia de dominios tridimensionais {;,, com volume Vi, para k=1,2,3,...,1al
que Vi y > Vy, com Ny particulas e volume especifico v, = V,/ N fixo. A fungio
canonica de particao do dominio {2 pode ser escrita como

1 .
Zy =50, (52)
k /131\,“‘ Qk
onde
n V?TCW&]‘CBT
A= (53)
h
e
1 - = 3 3 -
Q= Nk!j...-[exp -B | .ZV(Q —rj) d7r - d TN, - (54)
- o I<i< SNy,
Para obter a energia livre por particula, vamos definir a fungdo
Jr=5"InZ,, (53)
Ny
€ exaninar para quais potenciais V(r) ¢ dominios (), existe o limite
f(7,0) = lim fj . (56)

h—oo

Quase todas as formas dc dominios {};, desde que a drea da superficic nao cresca
~ . . » D/ ~ - . A . . .
com uma poténcia superior a V ];/3, sao compativeis com a cxisténcia do limite.

O problema central reside na forma do potencial entre pares.

149
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1

Figura 6.5  Patencial intermolecular utilizado para provar a existéncia do limite termodinamico num sistema

classico.

Por simplicidade, vamos considerar um potencial entre pares da forma

oo | se 0<r<a,
V(T)= <0, sea<r<b, (57)
0, ser2b,

que seja limitado inferiormente, isto €, tal que ~ ¢ < V(r) <0, com ¢> 0, para
a < r<b (ver figura 6.3). Um potencial desse tipo foi, de fato, utilizado por van
Hove, em uma das primeiras tentativas de provar a existéncia do limite termodi-
namico [que depois foram colocadas em bascs rigorosas por David Ruelle, Michael
Fisher e virios outros investigadores; ver, por exemplo, M. E. Fisher, “The Free
Fnergy of a Macroscopic System”, Arch. Rat. Mech. Anal. 17, 377 (1964)]. Vamos
agorasupor que cada elemento daseqiiéncia { {2} seja constituido por um conjunto
de cubos de volume V), mas separados por uma parcde de espessura a. Para k=1,
odominio () é constituido por um tinico cubo de volume V) e paredes de espessura
a/2. Na figura 6.6 ilustramos em duas dimensées a formacao do dominio {2, 1 a
partir do dominio Q. O dominio £ , 1, com volume V, , =8V, e N, 1 = 8N,
particulas, ¢ constituido por 8 cubos de volume V.

Notando que ha (8N, _ )/ (N, _ ! )8 maneiras de arranjar N, particulas
dentro dos oito cubos idénticos do dominio €}, 1, ndo é dificil estabelecer a desi-

gualdade
N .
Zy 2 (21} - (58)

Portanto,
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Fu2 fra1s (39)

provando que a seqiiéncia { f}, } € monotonicamente crescente. Para estabelecer a
existéncia do limite termodinamico, resta agora uma etapa adicional que consiste
em encontrar um limite superior para essa sequéncia. O potencial de van Hove

certamente obedecc a condi¢io de estabilidade

Oy ; &
a L R L L I T T T - -
— 1

& ! &
—-| a |<—
Figura 6.6 Formacio do dominio 2, , 1 a partic do dominio £,

Fo—7.)>-BN :
ZV(W .z) BN, . (60)

para qualquer valor de N e para quaisquer configuracoes do sistema, onde B é
uma constante positiva ¢ independente de N. Isso pode ser facilmente verificado,
pois, como V(r) =0 para r> b, somente um numero finito de particulas, ou seja,
as particulas com didmetro ¢ que podem ser empacotadas dentro de uma esfera

de raio b € que interagem com uma determinada particula. Entdo, temos

Ni o N
Zy < N, V.t exp(f BN, ), 1)
ou seja,
In Zk < f\rk In er +ﬁBz’\’Yk "Ar]‘ In A’Tk +4?\'Tk 5 (62)

pois Iln NI > Nin N— N. Conseqiientemente, temos o limite descjado,

1

5
-

51
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Jr= —l-lnz <BB+1+Inwv. (63)

N

Na realidade, esse resultado poderia ter sido obtido com condi¢cdes bem menos
restritivas sobre o potencial, Bastaria que fossem satisfeitas as condicdes de Fisher:
(i) V(r) > - ¢, onde ¢& uma constante positiva; (i) [V(r) |< A/rd+£ para r—s o,
onde A e €sao constantes positivas e d é a dimensionalidade do sistema, ¢ (iii)
WVir) | > A" /rd+e, para r— 0, onde A’ e £’ sao constantes positivas.

Para mostrar que a energia livre por particula ¢ uma funcio convexa do
volume especifico, vamos considerar a mesma seqiéncia {{1;,) de cubos, mas res-
tringindo os dominios de integracao de tal forma que N,fl_)l particulas per-
manecam dentro de quatro cubos pertencentes a {0, _ , enquanto as N (,igl 1
particulas restantes permanecem dentro de outros quatro cubos. Vamos também
considerar fixos os volumes especificos vy = V;,_/ N(kll 1 €vo=V,_ 1/ N,E%)l. Entao,

¢ facil verificar a desigualdade
‘ m @
Zk (Qk,i\lrk,’[) > [Zk—l['gk—l’jvk__l’T)} [Zk—] (Qk—lﬁl Tk_lsT)] » (64)

onde
. o
Ny = zw}(f_),k cant? (65)

k-1

Portanto, temos

Lz, >tz (Qk_l,N,(l}] ,T] + 2z, (Qk_l,N}(?)I,TJ . (66)
Vk Vk h~1 {/71& —

Definindo a funcao

1 o
ar(p) = Whlzk (Q4.N,,.7), (67)
i

com p = Np/V;, e levando em conta que V), =8V, _, temos

1 1 :
gr(p) 2 5 8k (Pl)+§gk-1 (PQ): (68)

onde py =1/ ¢ pg = 1/v5. Como
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1 1
L .
P=5Pit5le (69)
também temos
prLtpe .1 1
gk(—z—j . §gk—1 (P1)+§gk-1,(92) : (70)

No limite k — =, temos, finalmente,

=

+ P9 1 1
o 2222 )2 2e(on)+ Lelon). o

provando que g(p) € uma fun¢ao concava de p. Como
1
fo)=vg| =}, (72)

é facil mostrar que f= f(v) também € uma fungao concavade v. Portanto, a energia
livre de Helmholtz por particula, obtida por meio de uma multiplicaciao de fv)
por — 1/, & uma func¢ao convexa do volume especifico v. Uma exposigao mais
detalhada dessas questdes pode ser encontrada no capitulo 3 do texto de Colin
J. Thompson, Classical Equilibrium Statistical Mechanics, Oxford, Clarendon Press,

1988, em que essa secao fol inteiramentc baseada.

EXERCICIOS

1. Umsistema de Nparticulas classicas ultra-relativisticas, dentro de um recipiente

de volume V, a uma temperatura 7, é definido pelo hamiltoniano

>

N _
H = Z le)i
i=1

onde a constante ¢ € positiva. Obtenha uma expressao para a funcao candnica
de parti¢do. Calcule a entropia por particula como func¢io da temperatura ¢

do volume especifico. Qual a expressao do calor especifico a volume constante?
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Considere um conjunto de N osciladores unidimensionais, descrito pelo

hamiltoniano
N 1 o 1 0
H = — p +—ma x|,
Z{ |: 2m pi 2 ¢ }

onde n ¢ um numero par ¢ positivo. Utilize o formalismo candnico para obter

uma expressao para o calor especifico cldssico desse sistema.
Considere um sistema classico de N moléculas diatémicas muito fracamente

interagentes, dentro de um recipiente de volume V, a uma dada temperatura

T. O hamiltoniano de uma tnica molécula é dado por

. Lf-o =9V 1 . _ @2
Hyy = (2()1 + po )+“Kl"l_r2| ’
2m 2

onde k > € € uma constante elastica. Obtenha uma expressao para a energia
livre de Helmholtz desse sistema. Calcule o calor especifico a volume constante.

Calcule o diametro molecular médio,

S

Como ficariam as respostas anteriores para um hamiltoniano do tipo

}[_1

" 9m

(312 + 522)”['&2 - 'folQ ;

— —
onde €e 7, 8a0 constantes posmvas [ T12 = | - ’}‘2 ;f

4. Desprezando o movimento vibracional, uma molécula diatdmica pode ser

tratada como um rotor rigido tridimensional. O hamiltoniano #,, da molécula
¢ escrito na forma de wm termo translacional #,, somado com um termo rota-
cional #,,

natureza, muito fracamente interagentes, dentro de um recipiente de volume

; (isto é, #H, = H, + 7). Considere um sistema de Nmoléculas dessa
V, a uma dada temperatura 7.

(i) Obtenha uma expressao para #,,, cm coordenadas esféricas. Mostre que

a func¢do candnica de particao desse sistema se fatoriza. Obtenha a con-
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tribuicao do termo rotacional para a fun¢ao de particio e uma expressao
para o calor especifico a volume constante.

(if) Suponhaagora que cada molécula possuaum momento de dipolo elétrico
permanente Ee que o sistema se encontre na presenca de um campo
elétrico externo & (com o dipolo :dirigido ao longo do eixo do rotor).
Como se modifica a parte rotacional do hamiltoniano? Obtenha uma
expressao para a polarizaciao por molécula em fung¢ao do campo ¢ da tem-

peratura. Calcule a suscetibilidade elétrica do sistema.

5. Considere um gas classico de Nmoléculas fracamente interagentes, a temperatura
1, na presenca de um campo clétrico E. Como nio ha momento de dipolo per-
‘manente, qualquer polarizacao serainduzida pelo campo. Podemos, entio, supor
que o hamiltoniano de cada moléculascja dado pelasomade um termo de translagao
com um “termo interno”. Esse termo interno envolve uma energia elastica, isotro-
pica, que tende a preservar a forma da molécula, € um termo de interagao com o

campo. A parte configuracional do hamiltoniano interno é dada por

}[=ima)2r2—qﬂ_:‘?
2 Q

Calcule a polariza¢iao por molécula em fung¢io do campo ¢ da temperatura e
a suscetibilidade elétrica. Compare com os resultados do problema anterior.
Faca alguns comentarios sobre as diferen¢as mais marcantes. Voce conhece

excemplos fisicos correspondentes a esses modelos?

6. A equacdo de estado para o nitrogénio gasoso a baixas densidades pode ser

escrita na forma

Yy ()Y
NigT v

Na tabela abaixo estdo alguns dados experimentais para o segundo coeficiente

de virial, A(T), em funcao da temperatura.

T(K) A/ kg(K/atm)
100 ~1,80

200 - 0,426
300 - 0,0549
400 0,112

500 0,205
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Suponha que o potencial intermolecular do nitrogénio gasoso seja dado por

o, {O<r<o,
V(ir)={-g, o<r<ny,

0, r>orgy .

Utilize os dados experimentais para determinar os methores valores dos para-
metros o, £e 7, (note que a equagao de estado deve ser expandida até segunda

ordem).



ENSEMBLE GRANDE CANONICO
E ENSEMBLE DAS PRESSOES

O ensemble candnico representa um sistema termodinamico em contato
com um reservatorio térmico, a uma temperatura fixa, bem definida. No caso de
um fluido puro, a funcao de parti¢ao canénica depende da temperatura, do volume
e do namero de particulas; a conexdo com a termodindmica ¢ realizada por meio
da energia livre de Helmholtz. Em situacdes mais gerais, podemos considerar um
sistema acoplado a um reservatdrio capaz de fixar outros campos termodinimicos,
€omo a pressao ou o potencial quimico.

O ensemble das pressoes estd associado a um sistema em contato com um reser-
vatério térmico (com a temperatura fixa) ¢ de volume ou trabalho (com a pressao
fixa). No caso de um fluido ptlro, as variaveis independentes sao a temperatura,
a pressao ¢ o namero de particulas. A conexao com a termodinamica é propor-
cionada pela energia livre de Gibbs. Na pratica, este nao ¢ um ensemblc muito uti-
lizado, embora haja fenémenos de interesse, como certas reagcoes quimicas, que
ocorrem a pressao constante (da atmosfera).

O ensemble grande candnico, também conhecido como grande ensemble,
esta associado a um sistema em contato com um reservatorio térmico (com a
temperatura [ixa) e de particulas (com o potencial quimico fixo). Portanto, a
energia e o numero de particulas podem flutuar em torno de scus respectivos
valores médios, com desvios quadraticos que devem ser muito pequenos para
sistcrmas suficientemente grandes. No caso de um fluido puro, as variaveis inde-
pendentes sao a temperatura, o volume e o potencial quimico. A conexao com
a termodinamica sc rcaliza por meio do grande potencial termodinamico. O

ensemble grande canénico & muito (til em diversas circunstancias, como no
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caso quantico, para tratar o problema de um gas de particulas (o formalismo
do ensemble grande candnico é particularmente adaptavel a linguagem da
segunda quantizacao).

No caso de sistemas mais complexos, podemos construir outros ensembles
estatisticos, adaptaveis a situagoes fisicas de interesse, colocando o sistcma sob
consideracao em contato com um reservatorio adequado. Neste capitulo, no
entanto, vamos restringir-nos aos exemplos do ensemble das pressoces ¢ do ensemble
grande candnico, com aplica¢des a um fluido simples. E importante observar que
qualquer ensemble generalizado pode ser construido exatamente da mesma
manecira. No limite termodindmico esperamos que todos esses ensembles fornecam
os mesmos resultados fisicos (ou seja, que os potenciais termodindmicos respectivos
estejam devidamente relacionados mediante uma transformacao de Legendre).
A utilizagao de um ensemble particular deve ser ditada pelas conveniéncias fisicas
ou matematicas do problema estudado.

7.1 ENSEMBLE DAS PRESSOES

Vamos considerar um sistema Sem contato com um reservatorio R de calor
e de trabalho (isto €, com temperatura e pressao fixas). O sistema composto ¢sta
isolado, com energia total £ e volume total V. A parede ideal que separa os sub-
sistemas & diatérmica e mével, mas impermedvel a passagem de particulas. Portanto,
a probabilidade do sistema S ser encontrado num particular estado microscopico j,

com energia Ii; e volume V;, pode ser escrita como

[)j '—"CQH(ED ij;,,V'O—I’rj); (1)

onde ¢ € uma constante e {) (£, V) é o nimero de estados microscopicos acessiveis

ao reservatorio R, com energia £¢e volume V. Podemos, entdo, escrever a expansao

\

InP; = constanic + (%J (—EJ.;)+
' E iy ‘

\
+[M&J _V].)+...
o £,V

Usando a definicao de entropia dada pelo segundo postulado da mecénica esta-
tistica, temos
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(91r1 QR . 1 o aanR _ p » 5
oL kT A% kT’ ©)

onde T'¢ psao a temperatura e a pressao do reservatorio. No limite de um reser-
vatério suficientemente grande, podemos abandonar os termos de segunda ordem

na expansao {2) para escrever

E. V.
InP; = constante — —&- — E—] R (4)
ou seja,
1
P] = ? CXP(—ﬁE] —/3}]‘/]) y (3)

onde a [ungao de particao Y é dada por

Y = Zexp(—ﬁ]fj —ﬁij) . (6)
J .

O ensemble das pressoes é constituido pelo conjunto {j ,Pj } de microestados e suas respectivas
probabilidades, dadas pela equagio (5). No caso de um fluido puro, a funcio de

particao Y depende das variaveis 7, pe N.
(A) CONEXAO COM A TERMODINAMICA

Asomasobre os microestados na equagao (6) podc ser feita em duas etapas:

fixando o volume Ve depois somando sobre todos os valores de V. Entao, temos

Y = ;exp(—ﬁpV} zexp[-ﬁEj(V)] , ' o

7

onde a soma em j deve ser restrita aos microestados com volume V. Essa ultima
soma, no entanto, € a prépria funcao de particao candnica para um sisterma a tem-
peratura 7 e com volume V. Portanto, utilizando a notacao Z= Z(f, V) para
enfatizar a dependéncia da fung¢ao candnica de particao com a tcmpceratura ¢ o

volume, também podemos escrever
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Y =Y exp(-Bpv)z(B,V). ' (%)
.

Para estabelecer a conexdo com a termodinamica, podemos substituir a

soma da equacdo (8) pelo seu termo maximo,

Y= Zexp(uﬁpV +In Z) ~ exp{—ﬁ rr%irn(—kJ_%T InZ +pV)] . (9
v ’

Reconhecendo a identificacio estabelecida no capitulo anterior entre — kyTIn 7
e a energia livre de Helmholtz F, temos

Y ~ exp]:—ﬁ min{F + pV}} , (10)
\4

onde o processo de minimizacio ¢ equivalente a uma transformagio de Legendre
da funcio energia livre de Helmholtz Fem rclagio ao volume V, produzindo a
fungio energialivre de Gibbs G (que deve depender da temperatura e da pressio).
Esse raciocinio heuristico sugere que a conexio entre o ensemble das pressocs e

a termodinamica seja dada pela correspondéncia
Y - exp(—ﬁ(}) : (11)
No caso de um [uido puro, podemos explicitar as variaveis independentes,

C=G(T,p,N)—> —%lnY(T,p,N) : (12)

Na realidade, a conexao deve ser definida no limite termodinamico, que, nessc

caso, significa tomar N— =, com temperatura ¢ pressao fixas,

g(T,p):-l lim iTlnY(T,p,N). (13)

N—oo 1V

Utlizando a relacao de Euler da termodinémica, mostrase que G= U- TS+ pV=Nu.
Portanto, a energia livre de Gibbs por particula, g= G/, € o potencial quimico em

funcao da temperatura e da pressio.
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(B) FLUTUACOES DA ENERGIA E DO VOLUME

Os valores esperados da energia e do volume sao dados pelas expressocs

<E,> = Y‘l;E jexp(-BE; - Bpv ;) = -a% InY + %%m ¥y (14)
e
<Vj> = Y_lej exp(—ﬁEj ~—,3ij) = -—%%IHY . (13)
J

Nao ¢ dificil perceber que esses valores médios correspondem, de fato, aos valores
termodinamicos da energia e do volume do sistema quando sc faz a identificacio
entrc — kgTIn Ye energia livre de Gibbs G.

O desvio quadratico médio do volume pode ser escrito na forma
2 , 2 Jo\ 72
(@) =iy )=(v3)-v) =
-1 2
=Y ZV]' exp(—ﬁEj - ﬁf){fj) -
J

2
_ . 1 ,18%Y
— YTV jexp(=PE ;= ppV )| =¥ -
J B cp

vl efpaar) 1 oo,
p? ép B2 op op) prop\op )

Lan¢ando méo da conexdo com a termodinimica, temos

J 6
%IHY‘—)—‘Bg——ﬁ".

Portanto,

12V
<(AV)->=—E[—J ZkBTVKTZO, (16) ‘
TN
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onde V¢ o volume termodindmico e k¢ a compressibilidade isotérmica (que é
uma grandeza sempre positiva). O desvio relativo se anula com v para um
sistema suficicntemente grande. No entanto, as flutuacdes do volume (ou seja, da
densidade, pois o numero de particulas esta fixo) poderio ser muito grandes nas

regioes criticas, em que a compressibilidade cresce exageradamente.
(C) EXEMPLO: GAS IDEAL MONOATOMICO CLASSICO

No capitulo anterior vimos que a func¢do canénica de particio do gas ideal
monoatdmico classico pode ser escrita na forma

Z=2(T,V,N)= 1121*”, (17
onde
. 3/2
A =[;’;J V. (18)
h

Portanto, utilizando uma forma continua da equacio (8), podemos escrever

Y(T,p,N)= | aVexp(-BpV)Z(T,V,N) =

| (9 3N/2 (19)
m ) .
ﬁ[ re J jI "exp(-ppv)av .
Notando que
Jt” Oy = j e My = )Q'Rnla_nrl s (20)
da”
0 0

onde a> (J e n é inteiro, tlcmos

1 2 31\]/2 7\ |
n_ 1| 2mm NI .
Y(T,p,N)= N![—ﬁfﬂ ] _(ﬁp)N“ : (21)
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Portanto,
1 3 2mm
Iim —InY=—-In —In ,

de onde obtemos a energia livre de Gibbs por particula,

kgl . (23)

. 3 2nmhgT
g= g(T,P) = --EkBT ln(h—QB]— kBT In

Nao & dificil verificar que essa expressao corresponde, de fato, auma transformada
de Legendre da energia livre de Helmholtz por particula, f= f(7, v), obtida no
capitulo anterior, no contexto do ensemble canénico.

As equagoes de estado na representacao de Gibbs sdo dadas por

= _ _ai =2 kg InT — kg In p + constante , (24)
aT » 2

de onde obtemos o calor especifico a pressao constante,

ds 5
¢ :T(—] =—ky, 95)
P T ), 2 (25)
[+
s ag kT
o) @
T

que corresponde a lei de Boyle.
Antes de encerrar essa discussao, seria interessante notar que mudando as
variaveis na integral da equacdo (19) podemos escrever a funcao de parti¢ao na

forma

3N/2 e
Y= %(%J Nexp(N In N)J‘dv exp[N(ln v— ,8-[)1/)] X (27)
0
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Para calcular ¥ no limite termodindmico (N — ), temos, entao, de obter uma

forma assintoética, no limite de N grande, de uma integral do tipo

o0

I(N) = Jdv exp[g\f(v)] . (28)

0

Esse cdlculo € um exemplo de aplicacao do método de integragao assintética de
Laplace, de enorme importancia em problemas de fisica estatistica. Se a funcio
J{v) =In v— Bpv tiver um méximo na parte positiva do eixo real, a contribuicao
paraaintegral /() vem essencialmente das vizinhancas desse maximo. De acordo
com o procedimento utilizado no capitulo 1, no contexto do problema do caminho

aleatdrio, vamos expandir o expoente do integrando em torno do maximo,
1 9 o 2
[(0)= fluo) =5 B (w—vp) -, (29)

onde vy = (Bp) L. Entdo temos a forma assintética

+oc

: 1 1. o090
I(N)~exp N[(WJ J.exp[——N j)‘x"j|dx =
()| [ :
or 172 (30)
=exp|-NIn{fp)-N|| ——
Portanto, podemos escrever
32 1/2
1| 2nm 2 | .
Y~—| =2 Nexp[NInN-NIn(fp)~N|| —5— (31)
A 2 T Z
de onde obtemos
lim —In¥ =2 1ol 22 [ 1ncBp), (32)
Noo N 2 | gr?

em perfeita concordancia com a equacio (22).
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7.2 ENSEMBLE GRANDE CANONICO

Vamos agora considerar um sistema § em contato com um reservatério R
de calor e de particulas {isto €, com a temperatura ¢ o potencial quimico fixos).
O sistcma composto estd isolado, com energia total £, e niimero total de particulas
N, {por simplicidade, consideramos um sistema puro, com um Gnico tipo de com-
ponente). A parede ideal que separa os subsistemas € diatérmica e permedvel,
mas permanecc fixa, impedindo quaisquer alteracoes de volume. Utilizando o
postulado fundamental da mecanica estatistica, a probabilidade de o sistema S
ser encontrado num particular estado microscdpico j, com energia I; e numero de

particulas N, pode ser escrita na forma

onde ¢ é uma constante e {(E, N) é 0 nimero de estados microscépicos aces-
siveis ao reservatdrio Rcom energia Fe niimero de particulas N (estamos omitindo
a dependéncia com o volume, que sempre permanece fixo). Podemos, cntdo,

escrever a expansao de Taylor

dInQp J
aE EOHMO

dJ ;

Usando a defini¢do de entropia proporcionada pelo segundo postulado da mecinica

In P]- = constante +( —E]- ) +

estatistica, temos

L

dinQp 1 . JdInQp U

) (35)

aE kBT (9_11\'r kBI
onde T e u sao a temperatura € o potencial quimico do reservatério. No limite
de um reservatério suficientemente grande, podemos abandonar os termos de

scgunda ordem na expansao (34). Portanto, temos

E; N
Inf. :constante———J+y z ,
J kpT  kpT

ou seja,
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1 T
P;= :exp(—ﬁE]- +ﬁ,u1\j) , (37)

E:Zexp(—ﬁEj— +ﬁ,uNj) .o (38)

O ensemble grande candnico é constituido pelo conjunto fj B}, de microestados j com as
suas respectivas probabilidades P] dadas pela equacdo (37). No caso de um fluido puro,

a grande funcao de particao E depende das varidveis T, Ve u.
(A) CONEXAO COM A TERMODINAMICA

Como no caso do ensemble das pressbes, a soma sobre os microestados na
equacao (38) pode ser rearranjada. Somando-se primeiro sobre os estados com
um ndmero fixo de particulas e depois efetuando uma soma sobre todos os valores

de N, temos

==Y, exp(BuN) Y, exp|-BE;(N)], (39)

N i

onde asoma em jdcve ser restrita aos microestados com um determinado ntimero
N de particulas. Essa soma, no entanto, é uma funcio de particao candnica.
Portanto, utilizando a notagao Z= Z(B, N), para evidenciar a dependéncia com

B e N, também podemos escrever

=) exp(BuN)z(B,N). v (40)
N

Para estabelecer a conexao com a termodinamica, vamos substituir a soma

na equacao (40) pelo seu termo mdximo,

E=) exp(BuN +InZ)~ exp[—ﬂ min (~kgl InZ - ,uN)}. (41)
}‘\T
N !

Reconhecendo a identificacdo entre — kgT'ln Ze a energia livre de Helmholtz £,
também podemos escrever
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=~ exp{—ﬁ min {F—ﬂN}} R (42)
N .

onde o processo de minimizagao é equivalente auma transformacao de Legendre
da fungio cnergia livre de Helmholtz Fem relagdo ao niimero de particulas N,
produzindo o grande potencial termodinamico ® (que deve depender da tem-
peratura e do potencial quimico). Esse raciocinio heuristico sugere que a
conexio entre o ensemble grande candnico e a termodinémica seja dada pela

correspondéncia

E- exp(—ﬁ <I)) X (43)
No caso de um fluido puro, podemos explicitar as variaveis independentes,

Q=0(T,V,u)— —%ln 5(T,V,u). (44)

Na realidade, a conexido deve ser definida no limite termodindmico, que, nesse

caso, corresponde ao limite V— @, com a temperaturac o potencial quimico fixos,

¢('T,,u.):—~% lim - InE (T Vi), (45)

VooV

onde ¢ = ¢(T, ) é o grande potencial termodindmico por volume. Utilizando a
relacio de Euler da termodinamica, mostra-se que ® = U= TS— Ny =—pV. Portanto,
o grande potencial termodinamico por volume, ¢ = ®/V, corresponde ao valor

negativo da pressao (como fung¢io da temperatura e do potencial quimico).
(B) FLUTUACOES DA ENERGIA E DO NUMERO DE PARTICULAS

No grande ensemble, a energia e o niimero de particulas podem flutuar em

torno dos valores esperados,

<Ej>:E‘1ZEj exp(“ﬁEj+ﬁﬂI\/']—)= %ln:+—ﬁ—; InE (46)
J
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(N} ==Y N exp(-pE; +BuN ) = %%lnz : (47)
j

O valor esperado da energia pode ser escrito de uma maneira mais simples, seme-
lhante a forma adotada no ensemble canénico, se usarmos a definicdo de fuga-

cidade (também chamada atividade),

z=exp(fu), (48)

a fim de expressar a grande func¢ao de particio = em termos das novas variaveis
independentes z ¢ 8 (e do volume V, que permanece fixo e vai ser omitido para
simplificar a notacdo). Assim, temos

E=5(zp)= 3" ex p(-BE; ) = iz“l (B.N), (49)
b N=0

onde a Gltima soma ¢ um polindmio em z, cujo coeficiente do termo genérico 2V
¢ uma funcao candnica de parti¢io para um sistema com N particulas. Em termos

dessas novas variaveis, podemos, cntio, escrever
——1 N J

que & aniloga (mudando Z por Z) a férmula do valor esperado da energia no

ensemble candnico. Também temos

(v;)==" 2 N exp(~pE; ) = Zg%li'la(zsﬁ) : (51)

Utlizando a equacao (44) para o grande potencial termodinamico, é [Acil mostrar

. A ) < A
quc osvalores esperados (L) e\ Ny} correspondem, de fato, aos valores termodinamicos
da energia interna Ue do niimero de particulas N do sistema sob consideracio.

O desvio quadratico médio do niimero de particulas é dado pela expressio
2\ _[(y WA 1 g -
<(AN) >—<(]\j—<fvj>) >_ﬁ—28—[—1h} (52)

Portanto, utilizando aidentificacao dada pela equacio (44) para o grande potencial

termodiniamico, temos
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<(Nj ‘<NJ>)2> - %{%L . 59)

onde N € o nimero termodinimico de¢ particulas (que corresponde ao valor
esperado (:N]-::?'). Como o desvio quadratico médio é positivo (¢ o volume estd fixo),
mantendo a temperatura constante, a concentracao p = N/ Vdeve aumentar com
o potencial quimico. Vamos agora escrever a expressao do desvio quadritico médio
em termos de grandezas mais conhecidas. Utilizando a relagao de Gibbs-Duhem

da termodiniamica, temos

S 1%
lt:——- lT"‘_d . 5
N A oY
Portanto,
3 7 -
< v IR o B < () IR
(\0.’7\’ TV N\ON. .V av TN N \OV N

Utilizando agora a representacdo de Helmholtz da termodinamica, podemos

escrever a relacao de Maxwell

== 3 . 56;
IN Jry Virn (56)
Portanto, tcmos
9
. =7 3 =-l 0 = =— ) (5
ON Jpy NV )y N}V )ry NPxp

onde k7€ a compressibilidade isotérmica. Entdo, podemos, finalmente, escrever
2 N e T
<(A_]\7)2> — (‘,\T..‘<_7\T.>) =l (9;7\ :‘?\WMEO, (58)
I J B\ du v ”

mostrando que a positividade do desvio quadratico médio cstd relacionada com
o sinal da compressibilidade isotérmica (ou seja, com requisitos bastante pro-

fundos de estabilidade termodindmica). O desvio relativo serd dado por
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—, (59)
U

) 2

\}<(AN) > _ (]‘BTKT Jl/z !

VN

que tende a zero com N para Nsuficientemente grande. As flutuacées da den-
sidade, no entanto, tornam-se exageradamente grandes nas vizinhancas de um
ponto critico, quando k¢ — ®. Ha um fendmeno espetacular de opalescéncia
critica, que permite uma visualizacao direta das flutuacoes de densidade em um
fluido. Nas experiéncias de opalescéncia, joga-se luz monocromaitica sobre uma
ampola contendo um determinado fluido. Acima da temperatura critica, quando
existe apenas uma fase homogénea, ou abaixo dela, quando existe um menisco
bem definido separando duas fases com densidades distintas, a luz € espalhada
de formahomogénea e uniforme. A opalescéncia comecaa ocorrer nasvizinhancas
da temperatura critica, quando o desvio quadratico da densidade € muito grande,
ocasionando a existéncia de uma enorme variedade de regices macroscopicas do
fluido, caracterizadas por diferentes valores da densidade. A luz, com um com-
primento de onda bem definido, € refletida de forma diferente pelas regites de
densidades distintas, produzindo um tipo de brilho e luminosidade que é conhecido

como opalescéncia critica.
(C) EXEMPLO: GAS IDEAL MONOATOMICO CLASSICO

Afuncao canoénica de particao de um gas ideal monoatémico classico pode

ser escrita na forma

3N/2
_ 1| 2mm v i
N ﬂh? ’ (60)
Utilizando a equac¢io (49), temos
o (9 IN/2 9 3/2
== ZZN—” Tc;n VN = exp z| 7”; Vi, (61)
N=0 j\' 4 ﬁh ﬁh
com a fugacidade z= exp (Su). Portanto,
3/2
| 21nm .
—lnE =z (62)



Ensemble Grande Canénico e Ensemble das Pressées

A partir dessa expressdo podemos calcular o valor esperado da energia,

3/2
J —_ 3 1(2nm
<Ej>=—%ln.:([3,z)=§zﬁ[ﬁn7] v, (63)

que deve ser 1déntico ao valor da energia interna termodindmica U, ¢ o valor

esperado do nimero de particulas,

V=InZ, (64)

<N].> = zailnE(ﬁ,z) = z[

que deve seridentificado com o niimero Nde particulas do sistema termodinimico.
A partir das equacgoes (63) e (64), com as identificacoes <E]) =Ue 17\]]/ = N, recu-
peramos a equacao de estado

U =2 NkgT (65)

do gds ideal monoatbdbmico classico.

Utilizando a equacao (62), que nao apresenta nenhuma dependéncia com

o volume, podemos escrever diretamente o grande potencial termodinamico do

gds ideal,

1 21m 32 5/2 u
d=-—InE=-V| == kpTY'* ex . 6
B ! [ K2 ] (5T) eXp(kBT] o

As equagoes de estado na representacao do grande potencial sao dadas por

3/2
JP 5 i 2rm 3/2 I
S=-|Z ) =y 2e, cE N (RT A
( aT)V# [2 B T)[ 2 ] (#57) exp[ e 67)
[aq:] (znmfﬁ 8/ [ p j
N=-| 2= =v|ZZ 0 (kTP exp| £
1)y Rz ) s ) Pl e (68)

/2 ‘
8@) (27‘57’!7,) 5/2 ( I ] .
y = | = = = kpT exp| — |. (69)
jb (817 ']"lu hQ ( B ) p kBT
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Essa Gltima equacdo, para a pressao em termos da temperatura e do potencial
quimico, ja tem o statusde uma equacao fundamental, pois poderia ter sido obtida
de maneira imediata pela razao entrc o grande potencial termodinimico e o
volume. Agora € facil eliminar o potencial quimico a fim de recuperar todas as

equagoes mais comuns para o gas ideal monoatdémico classico.
*(D) REPRESENTACAO COMPLEXA DA GRANDE FUNCAO DE PARTICAO

Vimos que agrande fungio de particdo pode ser escrita como um polinémio

em termos das poténcias da fugacidade z,

(==

(B.2)= 3,="2(B.N), (70)
N=0

{x
1l
[1]

em que o coeficiente do termo genérico z/¥ & uma fungio candnica de particao
paraum sistema com Nparticulas. A grande funcao de particio constitui, portanto,
uma geratriz para as funcoes canonicas de particéo. Vale a pena observar que no
caso de um sistema real 4 soma nunca se estendc até infinito, pois o volume Vesta
fixo e sempre ha um niimero maximo de particulas que podem ser colocadas
dentro de um dado volume. Vamos agora considerar esse polindmio no plano z
complexo. Como Z(8, N) ndo depende da fugacidade, podemos utilizar o teorema
de Cauchy para escrever

sig vy L f =B
Z(ﬁ,l / ) = omi § (7\74-1 ) dz . (71)
C

oude i= V-1 e o contorno C deve envolver a origem. Calculando essa integral,
€ possivel obter a fun¢ao canénica de parti¢io Z a partir do conhecimento de
uma expressao para a grande funcéo de particdo = (em situagdes muito simples,
como no caso do gas ideal monoatémico classico, a integral pode ser calculada
explicitamente).

A integral da equacdo (71) pode scr escrita de uma forma ligeiramente

diferente,

N+1

h
L

Z(ﬁ,x ") = 5% §cxp{]\’[%ln£— h‘lz} dz . (72)
v
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Utilizando a conexao do grande ensemble com a termodinamica, e lembrando
que estamos interessados no limite assintotico de Z{3, N) para N muito grande,

também podemos escrever

. , 1 -
Z(ﬁ,l\') = % EFCXP{I\f(Z)}dZ » (73)
C

onde a func¢ao f(z) tem a forma assintética
f(z) ~ —ﬁv(p(ﬁ,z)—lnz. (74)

A integral da equacdo (73) lembra muito as formas assintoticas que podem ser
tratadas pelo método de Laplace, como no caso da cquagao (28) para o gas ideal
no cnsemble das pressoes. A generalizacao do método de Laplace para o espago
complexo, que tem grande utilidade em calculos de mecanica estatistica, € conhecida
como método do ponio de sela (ver apéndice A.6 ou capitulo 3 de Mathematical Methods
of Physics, |. Mathews ¢ R. L. Walker, Amsterdam, W. A. Benjamin, 1965).

No caso especifico do gas ideal monoatémico classico, utilizando a forma

& (B, z) = ®/Vdada pela equacdo (66), a funcao f(z) pode scr escrita como

f(z) = 5 z—Inz: (75)

O ponto de scla z, sera dado por

/
V372
. 21m 1
=) =v| — \ -—=0, 76)
pr? ) (
ou seja,
I3 3:’"2
o1 prP
0T 2nm 77)

que & um nimero real e positivo. Observando que

11 pr?
Nzg)=—5=—5|—1 >0, 78
f(o) 2~ 2| 2nm (78)

1

7

-
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a contribuicao do ponto de sela vai ser dada por um contorno paralelo ao eixo

imaginario, de z,~ i® a z, + i% (ver apéndice A.6). Entao, temos

» xg oo ‘
Z ~ L J. exp{Nf(zO)+N%f”(zo)(z—z0)2}dz =

27
X —1o0

= [QEN[_/”(ZO)H_I/Q exp[Nf (%]
de onde obtemos

.1 . 3. [ Br?
lim —1InZ = =1+lnv->ln| 22 |,
Nl—>moo N . f(Zo) ny 2 . 2Tm (80)

em plena concordancia com o resultado que pode ser obtido diretamente a partir
da funcao de parti¢do candnica do gas ideal monoatémico cldssico.

*(E) TEORIA DE YANG E LEE DAS TRANSICOES DE FASES

Utilizando o formalismo do ensemble grande candnico para um gés classico
de particulas interagentes, C. N. Yang e T. D. Lec [ver Phys. Rev. 87, 404-419
(1952)] propuseram uma teoria geral para a ocorréncia de transi¢oes de fases,
inaugurando a era dos resultados matematicos rigorosos em mecénica estatistica.
Vamos considerar um gés classico de particulas monoatémicas dentro de um
volume V, sujeitas a um potencial intermolecular do tipo esfera rigida com uma
parte atrativa ( }VO| < ), como indicado nas figuras 6.4 ou 6.5. De acordo com
a equagdo (70), a grande fun¢do de particao pode ser escrita como um polinémio

em termos das poténcias da fugacidade,

M(V)

E(B,V,z)= z zNZ(ﬁ,I-’,N), ' (81)

N=0
onde os coeficientes Z( 8, V, N) sao funcdes candnicas de particio e o valor M(V)
depende do volume (pois hd um niimero méximo de particulas que podem ser
empacotadas dentro de um determinado volume).
Na fase pura de um sistema fluido, as isotermas (pressio p contra o volume

especifico v auma dada temperatura T') sao funcoes analiticas, bem-comportadas.
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No formalismo do grande enscmble, a equacao de estado p=p(7, v) é dada pelas
formas paramétricas

b4 = 7 ;

Pt AR (82)
€

1 1 9

—= —z§1n (,B vV z) (83)

de onde podemos eliminar a fugacidade z. Vamos considerar o polinémio (81)
em termos de uma variavel z que pode assumir valores complexos. Como todos os
coeficientes sdo positivos, as raizes deste polinémio sdo pares de nimeros com-
plexos, sem qualquer possibilidade de ocorréncia de uma raiz real (isto ¢, para
valores fisicos da fugacidade), que poderia conduzir a algum tipo de anomalia na
equacdo de estado. Essa situacdo deve corresponder a uma fase pura, em que a
fungao p = (7, v} € bem-comportada. Na presenca de uma transicio de fases, no
entanto, asisotermas {€m um comportamento singular: a curva da pressio pcontra
o volume cspecifico v pode apresentar um patamar, para um determinado valor
da pressao, assinalando a cocxisténcia de duas fases, com volumes especificos dis-
tintos (ver o esquema da figura 7.1). Yang e Lee mostraram que uma singularidade

deste tipo pode rcalmente ocorrer no fimite termodindmicodas equagdes (82) e (83).

1

P
P
'| G

Figura 7.1  Isoterma {pressio contra o volume especifico) de um fluido simples abaixo da temperatura critica.
A uma determinada pressio, hd coexisténcia de duas fases distintas, com volumes especificos vy e

v(;, respectivamente,

No trabalho dc Yang e Lee fica demonstrada a existéncia do limite

2 r
= lim —ln V,
kT VooV (ﬁ ) (84)
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para qualquer z > 0, onde a pressiao é uma funcio continua e decrescente de z
(portanto, com a convexidade corretal). Também fica demonstrado que, dada
uma regiio R do plano complexo z incluindo parte do eixo real e livre de zeros
do polindémio (81),agrandezaln Z (B,V, z)/ Vconverge uniformemente para seu
valor no limite, permitindo o estabelecimento da rclacio

1 1 2 a 1
—= lim —z—InE(B,V,z})=z— lim —InZ(8,V,z), 85
U VoV “ oz ' (ﬁ Z) 0z VeV " (ﬁ ) (®9)

onde podem ser intercambiadas as opera¢des de derivacio e de limite. Portanto,
em cada regido R do plano complexo z, podemos, de fato, utilizar as formas para-
métricas (84) e (85) no limite termodinimico a fim de obter a equacao de estado.
Se aregiao Rincluir todo o eixo real, o sistema s6 pode cxistir numa Gnica fase.
Havendo duas regioes Ry e Ry, separadas por um zero real do polinémio, como
indicado nafigura 7.2, podem ocorrer formas paramétricas distintas, dando origem
a ramos distintos da equacio de estado, como acontece nas transicoes de fases.
No exercicio 7 damos um excmplo de uma situacio desse tipo, em que 08 ZCros

do polinémio cruzam o eixo real no limite termodinimico.

~

Figura 7.2 Asregioes ft| e Rg, que ndo tém zeros no eixo real do plano z dio origem a dois ramos distintos

do gréfico de 1 /v contra z (que explicam a isoterma da figura 7.1).

EXERCICIOS

I. Mostre que a entropia no ensemble grande canénico pode ser escrita na forma

S = —ZP]- Inp;,
J

com a probabilidade P; dada pela equagao (37),

- exp(—ﬁE i+ ,B,uN].) .
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Mostre que essa mesma forma da entropia também funciona no ensemble das

pressoes (com a distribuicao de probabilidades adequada).

Considere um gas classico ultra-relativistico, definido pelo hamiltoniano

N

H = b .
=1

onde a constante ¢ ¢é positiva, dentro de uma regiao de volume V, em contato
com um reservatorio de calor e de particulas (que define a temperatura Te o
potencial quimico u). Obtenhaagrande funcao de particio e o grande potencial
termodindmico associados a esse sistema. Obtenhaa energia livre de Helmholt
por meio de uma transformagio de Legendre do grande potencial termodi-
namico. Confira seu resultado mediante um calculo assintotico da funcdo

canodnica de particao dada pela forma integral da equagio (71).

. Obtenha a grande funcao de particio para um sistema classico de particulas,

dentro dc uma regiao de volume V, definido pelo hamiltoniano
N 1 9
H = Z[E—pz +’LL('7Z):|
=1 ="

Escreva as equagdes de estado na representagio do grande potencial termodi-
namico. Mostre que tanto a energia quanto a pressio obedecem as equagdes

tipicas do gas ideal para qualquer forma do potencial de particula inica u( 7).

Mostre que o desvio quadratico médio do ntimero de particulas no ensemble

grande candnico pode ser expresso pela férmula
A2\ _ /a2 2_ 91, 9 =
<(A1\) >—<J\j>—<}\rj> —Aazlizb—zln-—‘(ﬂ,l)}.

Obtenha uma expressio para o desvio rclativo

——

)

1o caso de um gas ideal monoatémico classico.

p
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5. Mostre que o desvio quadratico médio da energia no ensemble grande candnico

pode ser escrito na forma
A2\ fpe\ N2 [ JU
(1) = (25)-4eF {5

! ! - . . ~ . (e M
onde U={£;) € a energia interna termodindmica em termos das variaveis 3, z

e V. Mostre, portanto, que também podemos escrever

((AEf):kBTa“g_gLy ?[33”

Sugestao: utilize as transformagdes jacobianas do apéndice A.5. A partir dessa
dltima expressao mostre que

(o) = (asF) o) (22) (%), -

TAOT Jy y\ O Jpy |

onde

<(AE)2> = J\H{HTQCV

N

€ o desvio quadratico da energia no ensemble candnico. Finalmente, mostre

quc

(&), (5, 55,5 )
IN Jpy\oT )y, T\OT )y y\ ont )y,
2
1(9NJ [avj
== —— >0,
T\ du TV IN Jr v

pois
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2 ON :
AN > =k T( ] >0,
<( ) 55 ou Ty

6. Aumadeterminada temperatura 7, uma superficie com N, centros de adsorcio

tem N < N, moléculas adsorvidas. Supondo que nao haja interacoes entre as
moléculas, mostre que o potencial quimico do gds adsorvido pode ser escrito

na forma

N

H= }{BTIHW .

Qual seria a interpretacao da funcao a(7T)?

7. A grande funcdo de parti¢do para um modelo estatistico simplificado é dada

pela expressao

E(z, V) = (1 + z)V (1+ zav) ,

onde a é uma constante positiva. Encontre as formas paramétricas da equagao
de estado. Elimine z graficamente para esbocar a curva da pressio contra o
volume especifico. Mostre que ha uma transicao de fase (de primeira ordem):
calcule o volume especifico das fases em coexisténcia. Encontre os zeros do
polindmio E (z,V) no plano complexo z e mostre que hd um zero em z= 1 no

limite V— <o,
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Um sistema quantico de N particulas idénticas pode ser representado pela
funcio de onda

¥ =Yg an ) (1)

onde ¢; designa todas as coordenadas da particula j (posi¢ao € spin, por exem plo).
No entanto, nem todas as fun¢oes de onda desse tipo, que satisfazem a equacao
de Schroedinger independente do tempo, sdo representacoes aceitaveis de um

sistema quantico. Exige-se também a propriedade de simetria,

\P(‘jl’--w%:~--s‘]j’~~-.-‘11\f) = i\P(ql"“ﬂq_]':‘“ﬁqi""1qf\r) s (2)

/

indicando que o cstado quéntico do sistema nao se altera quando se trocam as
coordenadas dc duas particulas. As funcoes de onda simélricas estao associadas a
particulas de spin inteiro (fotons, fortons, magnons, atomos de He?). Essas par-
ticulas sac denominadas bésons ¢ obedecem a chamada estatisiica de Bose-Finstein.
As funcoes de onda anti-simétricas estao associadas a particulas de spin semi-inteiro
(elétrons, protons, néutrons, atomos de He?). Essas particulas sio denominadas
Jérmions e obedecem a estatisiica de Fermi-Dirac.

famos, por exemplo, considerar um sistema de apenas duas particulas
idénticas ¢ independentes (ou seja, praticamente nao-interagentes), dado pelo

hamiltoniano
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H =% 1+ H 9 (3)
ondc

ﬂj';——.pj —‘-V(’;:J) s 4

para j =1 ou j= 2. As autofuncées do hamiltoniano #, correspondentes a uma

dada energia fi, podem ser escritas na forma de um produto, 7, ( ) l_),‘r.,@(?z)’,

tal que

Hy W, (1) = & Wy (1) (5)
.

HoVog (72) = Vi 72) ®
com

E =&, +&, . | (7

Os cstados quanticos accitaveis do sistema, no entanto, sao representados pelas

combinacocs lincarcs simétrica e anti-simétrica desse produto,

I 1 - - - -
LPS ('r'l 2 79 ) = E[ Wn] (’}’] ) lf’/ng (7‘2 ) + W'n,l (TQ ) W'}IQ (TI )] (8)
c
I 1 - - ~ -
qJA (Tl’ 79 ) = \/_:)[ WnI (Tl)w'ng (TQ ) - W'n.l (r2 ) an (T], )] : (9

Vamos chamar ¢, (7)) de orbitalou estado de particulavinica. Note que ¥ 4 = 0 quando
n) = ny. Portanto, no caso de férmions nao pode haver duas particulas no mesmo
orbital (ou seja, com o mesmo conjunto de nimeros quanticos), de¢ acordo com o
principio de exclusao de Pauk. Todas as evidéncias experimentais apdiam essa grande
classificacdo das particulas em bdsons (fungdes de ondasimétricas) ou férmions (fun-
¢Oes anti-simétricas). Tem havido esforcos para a consideracao de estatisticas inter-

mediarias, que permanecem, no entanto, como simples especulacoes matematicas.
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A titulo de ilustragio, vamos agora construir explicitamente os estados
quanticos de um sistema de duas particulas idénticas e independentes supondo
que osnumeros quanticos dos orbitais (n; € no) possam assumir apenas #ésvalores

distintos (que vamos chamar 1, 2 e 3). Temos entao as seguintes possibilidades:

(i) se as particulas forem bésons, ha seis estados quénticos do sistema, rela-

cioniados na tabela abaixo (onde as letras A ¢ B designam as particulas).

1 [ 2] 3

AB| - | - v (71 ) v ()
- | AB] - v (7 ) we(7e)
_ - |AB s (71 )ws (7o)
A | B | - N%[W}L(ﬁ)vfz(“‘z)Jr v (72 ) ve (7]
~ |4 B \%[w(ﬁ)w(@%l/fg(i)%(ﬂ)]
Al - | B N%[m(ﬁ)l!fs(?gﬁ v (7 )ws (7))

Nesse caso, embora as letras A ¢ B tenham sido usadas para indicar as par-
ticulas, a troca de A por B nao leva a um novo estado do sistema (isto €,
as particulas sao indistinguiveis). H&, portanto, apenas esses seis estados
disponiveis para o sistema;

(ii) se as particulas forem férmions, vamos ter apenas trés estados quanticos

acessivels ao sistema, devidamente indicados na tabela abaixo.

11213

A|B|- \,'15[‘!/1(71)‘!’2(*72)‘WI(F?)W(;I)]
~lalB N%[wg(ﬁ)w(?sz)—Wz(@)‘/’%(?l)]
A= 18] EmGw - v

Poderiamos ainda introduzir, como ilustracdo, um caso semiclissico, em
que nao se exigem propriedades de simetria das fungdes de onda. Nesse caso, as

particulas sao distinguiveis e terfamos a chamada estatistica de Maxwell-Boltzmann.

-

2
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Vamos ver mais adiante que essa estatistica corresponde, de fato, ao limite classico
das estatisticas de Bose-Einstein e Fermi-Dirac. A tabela abaixo representa esque-

maticamente os nove estados desse gas de duas particulas distinguiveis.

1 2 3
AB| - -
- |AB -
- - | AB
A B -
B A -
- A B
- B A
A — B
B - A

8.1 ORBITAIS DE UMA PARTICULA LIVRE

Vamos, inicialmente, considerar uma particula de massa m, em uma dimensao,
numa regiao de comprimento L (isto €, com a coordenada x entre 0 e L). Levando
em conta apenas as coordenadas de posicao, o orbital ir,(x) ¢ dado pela solucdo
da equacao de Schroedinger,

ﬂi}’n(x) = Enllfn(x) , (10}
onde
S N W d2
omt 2m gy ()
Temos, portanto, solugcdes da forma
u h2]'2
lf/n (.’C) = Cﬁ’lkx com E'H = ¢ . (12)
2m

A quantizagao da energia é introduzida por meio das condigées de contorno.
Por pura convenicncia, vamos adotar condi¢bes periddicas de contorno (como

cstamos interessados na conexao com a termodinamica, que se verifica apenas no
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limite termodindmico, as condigdes de contorno nao devem ter qualquer influéncia

sobre os resultados fisicos finais). Entao, vamos supor que
Walx) = wa(x+L). (1)

Portanto, exp(ikL) = 1, de onde kL = 27n, ou seja,

z.—QTﬂn, com - o on=0,x1,£2,+3, ... . (14)

Para L muito grande, o intervalo entre dois valores consecutivos de k& € muito
pequeno (igual a 27/L). Podemos, entio, substituir uma soma em k por uma

integral em dk,

ka—)J.—@j E) = L'[dkj() (15)

Mais adiante vamos utilizar esse resultado. Apenas precisamos tomar cuidado
quando a funcdo f{%) tiver algum tipo de singularidade.
Todos esses resultados podem ser facilmente generalizados para trés dimensocs.

Nesse caso, temos
y/(w?): Cexp(i)g"?), (16)

com

<

ik anE +2nm e, + Mg €
=T ; g by - ] 7
I 16x LQ 2y Ly 3Cz (17)

—_ = —
onde my, mg € m3sA0 INteiros, ¢, e, € ¢, sao vetores unitarios ao longo das direcoes

cartesianas e a particula estd dentro de uma caixa de lados Ly, Ls ¢ Lg. A energia

do orbital sera dada por

TleQ
E. = . 18
k 2m (18)

A transformacao de umasoma em uma integral se faz de maneira andloga, mediante

relacio
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- v g~ (=
%f(k)—awjd kf(k). (19)

Até agora construimos os orbitais com base apenas nas coordenadas de
posicao. Podc haver, no entanto, outros graus de liberdade: spin, isospin etc.
Paralevar em conta o spin, podemos caracterizar um orbital por meio do simbolo
j= (?,a), que inclui o vetor de onda ? associado aos graus de liberdade de
translacao, e o namero quantico de spin o. Para particulas livres, na auséncia
de termos de spin no operador hamiltoniano, o espectro de cnergia continua

sendo dado por

A%

1

Na presenca de um campo magnético H, levando em conta a interacdo entre o
spin € o campo, o espectro de energia de uma particula livre de spin 1/2 sera
dado por

g, =¢; =—-UupHo, 2n
7 k,o oOm My

onde a constante up é o magneton de Bohr e a variavel de spin o pode assumir
os valores = 1.

Alinguagem dos orbitais € muito interessante para tratar situacoes em que
as particulas tém uma estrutura interna complexa, como no caso de um gés diluido
de moléculas diatomicas. Os modelos classicos para um gas de moléculas dia-
tomicas (um rotor rigido em trés dimensdes ou um rotor com eixo vibrante, que
ja foram propostos nos exercicios) sao incapazes de explicar o comportamento
de certas grandezas termodinamicas, como a dependéncia do calor especifico a
volume constante com a temperatura. O hamiltoniano de uma molécula diatémica
pode ser escrito na forma dc uma soma de varios termos, representando dife-

rentes graus de liberdade, que ndo se acoplariam em primeira aproximacio,

}[mnl = j{tr +}[gl +j{mt +5{vib Feo (22}

O primeiro termo representa a translacao do centro de massa, caracterizada pelo
vetor de onda k. O scgundo termo se refere aos estados eletrénicos, que podem
ser calculados supondo que os niicleos estejam fixos (na chamada aproximacio
de Born-Oppenheimer). Os estados eletrénicos excitados estao, em geral, muito

acima do nivel fundamental e praticamente nao contribuem para a cnergia livre
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termodindmica. O termo seguinte, #, ,, corresponde ds rotagdes em torno de um
eixo normal ao eixo da molécula, com momento de inércia 7 (as funcdes de onda
sao harmonicos esféricos, caracterizados pelo nimero quantico dc momento
angular J e pcla sua projecao my, com degenerescéncia 2/ + 1). O termo H,;
representa as vibragoes ao longo do eixo da molécula, com uma frequéncia fun-
damental w associada a forma do minimo do potencial molecular. Levando em

conta apenas esses termos, temos

B O ] N
E].=8E,‘],'IL:W+§ (]‘1’1)‘!‘?1(0(1’1-!-—5), (23)

onde n e Jpercorrem os niimeros inteiros, a partir de zero. Mais adiante vamos

ver algumas consequéncias desse resultado.
8.2 FORMULACAO DO PROBLEMA ESTATISTICO

Devido as propriedades de simetria da funcao de onda, um cstado quantico

do gas ideal fica inteiramente caracterizado pelo conjunto de niimeros

{-nl i 12 P nj,...} = {nj} s (24)

onde jdesigna o estado quantico de um orbital e n;€ o namero de particulas no
orbital ;. No caso de férmions, é claro que n; =0 ou 1, para qualquer j. No caso
de bosons, no entanto, n; podc variar de 0 a N, onde N é o namero total de par-

ticulas. A encrgia do sistema correspondente ao cstado quantico {nj} ¢ dada por

E{nj}228jnj, (95)
J

onde g; € a energia do orbital j. O namero total de particulas é dado por

N=Nn}= R (26)
J

E importante notar que no tratamento estatistico quantico do gas ideal estamos
preocupados em saber apenas quantas particulas estzo em cada orbital. No caso
classico, representado pelo modelo do gas de Boltzmann, em quc as particulas

sao distinguivels, precisariamos saber guais particulas estio em cada orbital.
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No ensemble candnico, podemos escrever a func¢io de particao do gas ideal

quantico na forma

z=z(T,V,N)= 3 exp|-BY emn;|,
[} j
(Sym7)

(27)

onde o problema reside em calcular a soma (que agora nao se fatoriza) sobre os
ntmeros de ocupa¢do com a restri¢io imposta pelo nimero fixo de particulas.
Essa situagdo vai ficar consideravelmente mais simples no ensemble grande candnico
devido A auséncia de restricoes sobre a conservacao do nimero total de particulas.

No ensemble grande canonico, lemos

E=E(1.V.u)= Y exp(BuN)Z(T.V,N) =
N=0

Il

Zexp(ﬁuN) Eexp[—ﬁs]‘nl —ﬁ:‘i’gng—...] =
N=0 {n},}

(zinf ZNJ

oca

z Zexp[—ﬁ(sl —,Lt)nl ~ﬁ(£2 —,u,)'nz«-...] .

N=0 n } , (28)

7

{Zf “‘.ilzNJ

Como a soma & inicialmente feita sobre o conjunto de ntmeros de ocupagao ny,
Ny, ....com arestricio de que N=ny + ng + ... esteja fixo, mas depois hd uma outra
somasobre todos osvalores de N, podemos simplesmente fazer umasoma multipla
sobre todos os nimeros de ocupagilo, sem qualquer tipo de restricao (o que cor-

responde a um mero rearranjo dos termos dessa somal). Entao, temos

[11

= Zeip[-ﬁ(sl - i )ny - Bley —!1)"»2—-~-] ,

(29)
NN,

que agora se [atoriza, podendo ser escrita na forma

== Eexp[—[)’(sl —,u)nl] Zexp[—ﬁ(e‘g ~,u)-n2] e (30

7] no
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ou seja,

2=2(1.V.u) = TT3 X exp|-B(e; - u)n] (31)

J

A partir de E, usando o formalismo do ensemble grande canonico, podemos obter
expressoes para os valores esperados da energia e do numero de particulas e
escrever uma equagao para o grande potencial termodinamico. O valor esperado

‘nj> do ntimero de ocupacgao do orbital j pode ser obtido por meio da relacao

d . -
<n‘j> = —% 88]- In= . (32)

Cabe agora distinguir entre os dois tipos possiveis de estatisticas.
Estatistica de Bose-Einstein

Nesse caso, a soma em 7 na equagao (31) varia de 0 a «. Entao, temos

S exp[-le; ~u)n] = {1-expl-ple -] @9)

n=0

Note que essa soma s6 pode existir desde que exp[- Blgj—u) ] <1 para qual-
quer j. Levando cm conta que o menor valor de £ ¢ 0, temos exp(Bu) < 1, ou
scja, o potencial quimico y deve sempre ser negativo. A situacao em que p — - ¢
muito interessante, dando origem ao fendmeno da condensacao de Bose-Linstein,

quc sera estudado mais adiante. Temos, entao,

InE(T,V,u) ='-21n{1 - eXP[—ﬁ(S,,- -#)]} - (34)

J

A partir da equacao (32), oblemos o namero médio de ocupacao do orbital j,

)=

exp[ﬂ(ej —,u,)]—l ' (35)

A condig¢ao exp[- B(Ej— @) ] <1 esta, portanto, relacionada a exigcncia fisica de
quc ‘:nj) 2 0 para qualquer orbital ;.
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Estatistica de Fermi-Divac

Nesse caso, n s6 pode assumir os valores { ou 1. Entdo, temos

z exp[—ﬁ(ej - /,t)n] =1+ exp{—ﬁ(sj - u)] , (36)

n=0,1

de onde vem que

InE(T,V,u) = ZIn{l+exP[—ﬁ(8j—#)]}~ (37)

J

Entao,

()= .

exp[ﬁ(aj my)]+1

podendo-se notar que 0 < (.”j.:’ =< 1, em concordancia com as exigéncias do principio
de exclusao de Pauli. »
As {6rmulas no ensemble grandc candnico para os dois tipos de particulas

(férmions ou bodsons) podem ser resumidas pelas seguintes equagoes:

In EFD,B.E = iz ln{l + CXP["ﬁ(&'j -‘U)]} | (38)
J
C
<"J’ > ‘D BE : ; C(39)
FD,BE exp[ﬁ(sj —,u)]il

onde FD e BE indicam as cstatisticas de Fermi-Dirac e Bose-Einstein, respecti-
vamente, com o sinal + para férmions e o sinal ~ para bésons. E importante notar
que tanto Z quanto \nJ) eslao expressos em termos das variaveis independentes 7,
Ve u (que, muitas vezes, nem sao as varidveis mais adequadas para o problema
fisico sob consideracao). Também é importante lembrar que a conexao entre o

ensemble grande canénico e a termodindmica se faz por meio da correspondéncia

E(T,V,u) > exp[-BO(T.V,1)], (40)
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no limite termodinamico {V— ), e que o grande potencial termodindmico pode

ser escrito na forma

O(T,V, 1) ==Vp(T,p). (41)

8.3 LIMITE CLASSICO

~ SR . .
Observando a expressao de {n;} para temperaturas baixas (8 grande) vemos
\ ] g [=

que: (i) no caso de férmions, (."1]',) = ] para &< M, isto €, para os orbitais com energias
mais baixas, e \'ln]-,‘) =~ ()} para g§>ue (ii) no caso dos bésons, {nj} ~ () para a grande

N . . . . . . { 3
~ maioria dos orbitais, exceto para as energias mais baixas, quando (n;)> 1.
Na situacao classica ndo devemos distinguir entre bésons e férmions (isto

. IR ) . : P
¢, esperamos obter n;) < 1 para qualquer j). Portanto, o caso classico deve cor-

responder a um regime em que

exp[ﬁ(ejm,u)] >1, (42)
para qualquer 7, ou seja,

z=exp(Bu)<1. (43)

Expandindo as equagoes (38) e (39) para exp(Bu) pequeno, temos

InEpp pp = Zexp[—ﬁ(ej —u)]?éiexp[—?ﬁ(ej —,u)]+... (44)
J J

<n]- )FD,BE = exp[—ﬁ(&‘j -,u)]{lTL cxp[mﬁ(.éj - ,u)] +} : (45)

Portanto, o limite classico ficainteiramente definido pelo termo dominante dessas

expressoes,

InZ,; = Zexp[—ﬁ(&‘j —,LL)] , (46)
7
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(n), = expl-B(e; -] ()

Considerando um espectro de energia dado pela equacio (20),

o R 12
8]- = 8k,0‘ = Q—m ) (48)
temos
— n2k?
hl‘:d = zexp *—ﬁ om U . (49)

k.o

No limite termodindmico, a soma nos graus de liberdade de translacio pode ser

substituida por uma integral. Entdo, temos

7

(2"

h2k2
2m

lnEd =Y —ull=

J.dSE exp| ~f3

32 (50)

_ V 27m
eny w0

onde y=28+ 1 € a degenerescéncia dos cstados de spin. O grande potencial ter-
modinamico € dado pela expressao

a Je

o, = —yv| 22" 5’/2(;{ )7 exp| L ] ;
! 12 P T ) v

que deve ser comparada com o resultado obtido no capitulo 7 (item 7.2.C), no

contexto da mecanica cstatistica classica, justificando a normalizacio do volume do

espagco de fase classico pela constante de Planch h ¢ a incluséo do fator de contagem correta

de Boltzmann (o fator adicional y nao tem rcalmente um analogo classico).
Escrevendo a equagao (50) na forma

\32

- | 2nm
Ing, = yvz J , (52)

B i’
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obtemos o niimero médio de particulas

(9 —_ o J- 3
%nj =z=-InEy = 7V T - N, (53)

que deve ser identificado com o niimero termodindmico N. Portanto, podemos

escrever
3
N h
exp(Bu) = ——————75 - (54)
| V. y(2mmhyT )
Entio, o limite classico deve corresponder a
N 3
N _ <. (55)

V. y(2mmipT )

Para entender o significado dessa tltima desigualdade, basta observar quc

PAVERE
I =a (56)

representa uma distancia intcrmolecular tipica e que

h

Ao .
(2 mbyT (57

pode ser associado ao “comprimento de onda térmico” de de Broglie. De fato,
considerando particulas com uma energia tipica (3/2) kT eumavelocidade tipica
v =+ 3kyT [m , temos a freqiiéncia de de Broglic,

SkpT

y =208l (58)

25

de onde se obtém o comprimento de onda térmico

2h
D i (59)

Ap ==
Ty \SkpTm
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que tem amesma ordem de grandeza do comprimento A dado pelaequacao (57).

IEntao, no limite classico devemos ter

. 1‘/3
a:(L) >1T=L (60)

/ '\.“ 3k B Tm ’

J.;\’

de acordo com as expectativas usuais da mecanica quantica. As expressoes classicas
devem ser usadas num regime diluido (baixas densidades) ¢ a temperaturas sufi-

cientemente altas.
(A) DISTRIBUIQAO DE MAXWELL-BOI.TZMANN

Utilizando a equagao (46), podemos climinar o potencial quimico na equacao
(47) para o valor esperado do nimero de ocupacao (_n]‘)’ do orbital j. Vamos escrever

a equagao (46) na forma

InE,; =z exp(—ﬁgj) . (61)
J

Portanto, o nimero termodinamico de particulas deve ser dado por

N = z%]n Ed(ﬁ,z,V) = chxp(—ﬁf,‘j) ) (62)

J
Entdo, a partir da equacao (47) temos

<nj>d = zcxp(;ﬁej-) = M (6%)

2 exp(—,BS j) '
B
Portanto,

(o) _oolpe)
N z exp(vﬁej] ’
J

(64)

que € a forma discreta da distribuicao classica de Maxwell-Boltzmann. Uma
expressao desse mesmo tipo ja foi obtida anteriormente, no contexto do modelo

de Boltzmann para um gés ideal classico com energias discretizadas (sem que, no
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entanto, fosse apresentada qualquer justificativa para a discretizacdo das energias).

No limite termodinamico, temos

1% 2R% ) Lo
exp[—ﬁ; : ]dgk

(),

— = Py ('U)dv = (275)3 - .
N 4 pr2Z | 5- (63)
- | exp| - d 'k
on)? 2m
(27)
- Fazendo p = mv =%k, podemos escrever
2nkgT 32 9 mo”
v)=4n B exp| — , 66
;bo(v) ( m ] ¢ Xp{ QkBTJ oo

como também ja foi obtido anteriormente por meio do ensemble canénico classico.
(B) LIMITE CLASSICO NO FORMALISMO DE HELMHOLTZ

Aenergialivre de Helmholtz dever ser dada pela transformada de Legendre

F=®+uN, (67)

onde o potencial quimico € eliminado por meio da equacéo

aq))
N = *(”— - (68)
oM Jry _

Utilizando a expressao do grande potencial termodindmico, dada pela equagio

(b1l), temos

vV 3 o o Y
F =—kgTN l+In—+=InT—In| — . (69)
N 2 ¥\ 2rmkg

Com ¥ =1 {ou seja, spin nulo), esta € a expressao da energia livre de Helmholtz
) Ja, $p g

que se obtém no contexto do ensemble candnico clissico com as correcies que foram
introduzidas de forma ad-hoc (o fator de contagem correta N'! e a divisao do elemento

dqdp do espaco de fase classico pela constante de Planck 4).
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A entropia, como funcdo da temperatura, do volume e do niimero de par-
ticulas, é dada por

JF V 3 : .
S=——|  =Nkgln—+=Zkg NInT + Nsp , (70)
[azr]hr BN T 0
onde
3/9
s —ik — kg ln L —h2~——— /
0T BT BN Y Sy ‘ (71)

Utilizando a equacao de estado pV= NkgT, podemos escrever a entropia em {ermos
da temperatura, da pressiao e do ntimero de particulas, estabelecendo uma férmula
particularmente util para comparagdes com dados experimentais. A expressio
(70}, com a constante correta dada pela equacao (71), é conhecida na literatura
como equagao de Sackur-Tetrode, em considera¢io aos trabalhos pionciros da
década de 30 que contribuiram paraa aceitagio definitiva do formalismo candnico
da mecanica estatistica. Nessa época, ja era possivel calcular a funcio de particio
canébnica de gases diluidos a partir de dados obtidos mediante experiéncias dc
espectroscopia. Todas as constantes na expressao da entropia sao importantes
paraas comparagoes entre a entropia espectroscopica e a entropia termodinamica,

obtida por meio de medidas calorimétricas.
(C) LIMITE CLASSICO DA FUNCAO CANONICA DE PARTICAO

A partir da equagio (61) podemos escrever
E, = exp zEexp(—ﬁSj) = zZNZ(;; (,B, v, Af) ’ -
7 N=0

onde Z,(B, V, N) ¢ a fun¢do canénica de parti¢io classica em termos de B, do

volume e do namero de particulas. Utilizando a definicdo

2 = exp(-Pe; ). | 73
J

lemos
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o0

exp[zzl] = 2 zNZCl ([3, V,N) . (74)
N=0

Portanto, o limite classico da fun¢do candnica de parti¢ao deve ser dado por

N
1y 1
Za = mzlw TN ZEXP(“ﬂEJ') ’ (75)
J

que tem exatamente a mesma forma da funcao canénica de parti¢ao do modclo
do gas de Boltzmann (incluindo a correcio devido ao fator de contagem corretal).

Numa situacdo em que as particulas tenham uma determinada estrutura
interna (como no caso das moléculas poliatdmicas), a energia do orbital j pode

ser decomposta na forma

i Rk’
€j = & *&int = g+ Ein > (76)

onde o segundo termo depende dos graus internos de liberdade. Entao, temos

Zl = Zexp(—ﬂsj) = Zin[ ZC‘XP(—BEE) . (77}
i k

Portanto,
: 2,9 3/2
\% g - Brk A 2rnmkgT |
0 =l J.d kexp| —— =Zin V| — 5 — (78)
(2m) 2m h
Para particulas sem nenhuma estrutura interna (ou s¢ja, com Z;,, = 1), recu-
peramos o resultado para o gis ideal monoatémico classico,
LA NIN/2
Z _ 1 V"N QTkaBI ’
AN 2 : (79)

incluindo todas as corregoes inlroduzidas anteviormente.
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8.4 GAS DILUIDO DE MOLECULAS DIATOMICAS

Desprezando as interagdes entre os diversos graus de liberdade, a funcido
canonica dc particao dc um gas diluido de moléculas diatémicas pode ser escrita
na forma

3N/2
1 VN ( QIE»WZkBT ] / 7]\7

Z= N1 52 “int’

onde m=m) + my € amassa total da molécula. Para a grande maioria das moléculas
heteronucleares (isto &, constituidas por dois naclcos distintos), a funcao de

parti¢ao interna é dada por
Zint = Y1 Y2 &e Zrot Zuib > (81)

ondc y; = (25;+ 1}, §; € o spin do nicleo ¢ (i = 1,2), g, é a degenerescéncia do
estado fundamental eletrénico e as funcoes candnicas de rotacido e de vibracao

sao dadas pelas expressoes

Z-ml. = 2(2]+1)CX1’) - 97 ](]+1) (82)
J=0 |

o0 -1
Zoip = Zexp{—ﬁhw[nwL%H = QSenh(EZQJ . (83)

n=0 =

onde o momento de inércia [ e a freqiiéncia fundamental w estao relacionados
com os parametros moleculares (podendo, em principio, ser obtidos através de
dados especlroscopicos). Observando cstas expressoes, podemos definir as tem-

peraturas caracteristicas de rotagio ¢ de vibracao,

_ o, - I®
" 2kl ¢

[0

. (84)
‘kB

A equagao (83), para o termo vibracional, € idéntica a fun¢ao candnica de
parti¢ao do modelo de Einstein, produzindo uma contribui¢io para o calor espe-

cilico a volume constante da forma
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2 )
Cyip = kg[%] xp(,/T) 5 - (83)
1 [exp(@v/T)—]]

Para baixas temperaturas (7<< @), o calor especifico se anula exponencialmente.
Para altas temperaturas (7 > @), recuperamos o resultado classico dado pelo
teorema da equiparticao, ¢,; = kg. Na grande maioria das moléculas diatdmicas
atemperatura caracteristica @, é muito grande, exigindo autilizacio dos resultados
quanticos para explicar o comportamento experimental (ver tabela seguinte).
No limite de baixas temperaturas (7' ®,), a fun¢ao de particao rotacional

pode ser desenvolvida em série,

Zyy = i(2]+1)exp[_](]+1)}:1+3exp[-2—9"j+--- . (86)
J=0 d !

Temos entao uma contribui¢do para a energia livre da forma

] 20.. -
[rot = _L InZ,, =-3kgT cxp(— "fa’ )—r . (87)
- ﬁ .11 /

Nessc limite de baixas temperaturas, o calor especifico rotacional avolume constante
também se anula exponencialmente com a temperatura, de acordo com a expressio

assintatica

2 .
b = 12@(%) exp(_ 2?.,.) (88)

No limite classico de altas temperaturas (7> ©,), o espacamento entre os niveis
rotacionais de energia € muito pequeno. Portanto, substituindo 2 soma por uma
integral na equacao (82), recuperamos o resultado classico, ¢,;= kg, em concor-
dancia com o teorema da equiparticao da energia. Nesse regime, no entanto,
vamos fazer um calculo um pouco mais cuidadoso. Dada uma funcao ¢ (x) bem-
comportada, podemos escrever a expansao de Euler-MacLaurin (ver, por exemplo,
o capitulo 13 de]. Mathews e R. L. Walker, Mathematical Methods of Physics, Amsterdam,
W. A. Benjamin, 1965),

[ ] ] 7’ 1 14
vZ%(’CPJ@(X)derggO(O)wE@(0)+%(p (0)+-, (39)
0
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que estabelece as condigdes assintdticas para a transformacio de uma soma em

umaintegral. Utilizando essa expansio, podemos escrever a equagiio (82) naforma

N ' 9
Z,, TG Ae ey (90)
e, | 3.7 ) 1\ T

Portanto, a contribuicao rotacional para o calor especifico a volume constante é

1(e.\?
'{_rj b (91)
45\ T ,

dada por

Crop = kpil+—

E interessante observar que o calor especifico tende ao valor classico kg a partir de
valores maiores do que kg. De fato, no caso geral das moléculas diatémicas, o grafico
experimental da contribui¢ao rotacional para o calor especifico em {un¢ao da tem-
peratura exibe um calombo caracteristico antes de atingir o valor classico (na figura

8.1 esbocamos o calor especilico rotacional avolume constantc contraa temperatura).

0,5 Lt 1.5 T/6r

Figura 8.1 Dependéncia do calor especifico rotacional com a temperatura.

Na tabela abaixo indicamos os valores de ®, ¢ de 0, paraalgumas moléculas

diatdémicas.

Gis | ©,(K)| 0,k x10%)
Hy | 5,4 6,10
Ny | 2,86 3,34
0y | 2,07 2,23
co | 2,77 3,07
NO | 2,42 2,69
HClL| 15,9 4,14
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Exceto no caso das moléculas com hidrogénio, a temperatura caracteristica @, &
pequena, permitindo a utilizacio das férmulas classicas. Em geral, ©,, é grande,
indicando o congelamento dos graus vibracionais de liberdade. No caso de moléculas
homonucleares {(como Hy ou Dy), a andlise € um pouco mais complicada, pois
temos de levar em conta os requisitos de simetrizagao dos estados quanticos de

particulas idénticas (hd um problema famoso envolvendo osisétopos do hidrogénio).

EXERCICIOS

1. Obtenha de forma explicita o estado fundamental e o primeiro estado excitado
de um sistema de dois bdsons livres, de spin nulo, em uma dimensio, dentro
de uma regiao de comprimento L. Repita o problema com dois férmions de
spin 1/2.

2. Mostre que a entropia de um gas ideal quantico pode ser escrita na forma

§ = —kBZ{fj Inf;+(17 fj)]n(llfj)},
i

onde o sinal superior (inferior) se refere a férmions (bdsons) e

exp[ﬁ(&'j—[_l)]i‘]

€ a distribuicdo de Fermi-Dirac (Bosc-Einstein}. Mostre que esse resultado

também é valido no limite classico.

3. Mostre que a equacao de estado
2
Wo=-U
! 3

€ valida tanto para bésons quanto para férmions livres (e também no caso
classico) € que um gasideal ultra-relativistico, com espectro de cnergia £= ¢fik,

obedece uma equacao de estado semelhante.

4. Considere um gas quantico ideal dentro de um cubo de lado Le suponha que

os orbitais das particulas secjam dados por fun¢des de onda que se anulam nas

201
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—
superficies desse cubo. Encontre adensidade de estadosno espacgo % . No limite
termodinamico, mostre que se obtém as mesmas expressdes termodinamicas

calculadas com condigdes periédicas de contorno.

Um gas ideal de N atomos de massa m esta contido dentro de um recipiente
de volume V, a uma dada temperatura 7. Calcule o potencial quimico desse
gas no limite classico.

Considere agora um “gas bidimensional”, constituido por N4 particulas livres
adsorvidas sobre umasuperficie de area A. A energia de uma particulaadsorvida

¢ dada por
1,
A 2/"1' 0

onde j_;é 0 momento (bidimensional) € £, > 0 ¢é a energia de ligacao quc
mantém a particula presa a superficie. No limite cldssico, calcule o potencial
quimico u 4 do gas adsorvido.

A condi¢ao de equilibrio entre as particulas adsorvidas na superficie e as
particulas do gas tridimensional pode ser expressa em termos dos respectivos
potenciais quimicos. Utilize essa condigdo para encontrar a densidade super-
ficial de particulas adsorvidas em termos da temperatura e da pressao pexercida

pelo gas envolvente.

Obtenha uma expressao para a cntropia por particula, em termos da tempe-
ratura ¢ da densidade, para um gésideal monoatémico classico de Nparticulas
de spin § adsorvidas sobre uma superficie de drea A. Obtenha os valores
esperados de A, H2 e #2, onde # é o hamiltoniano do sistema. Quais as
expressoes do segundo e do terceiro momentos do hamiltoniano em relagéo

ao scu valor médio?

Considcere uma mistura homogénea de dois gases ideais monoatémicos, a tem-
peratura 7, dentro de um recipicnte de volume V. Suponha que existam Ny
particulas do gas A e Ngparticulas do gas B. Escreva inicialmente uma expressao
para a grande funcao de particdo desse sistema (que deve depender de 7, Ve
dos potenciais quimicos p4 € pp). No limite classico, obtenha expressdes para
a fungao candnica de partigao, a energia livirec de Helmholtz I'e a pressao pdo
gas. Mostre que p= 4 + pp (lei de Dalton), onde p, (pp) € a pressdo (parcial)

que teria o0 gas A (B) se ocupasse sozinho todo o volume do recipiente.

Em dcterminadas condigdes, as amplitudes das vibragdes de uma molécula dia-

tomica podem-se tornar muito grandes, exibindo certo gran de anarmoni-
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cidade. Nesse caso, os niveis vibracionais de energia podem ser dados aproxi-

madamente pela expressao

2
g, = (n+1]ha)—x(n+l) ho ,
2 2

onde x € 0 parametro de anarmonicidade. Obtenha uma expansao, até a

primeira ordem em x, para o calor especifico vibracional desse sistema.

9. A energia potencial entre os atomos de uma molécula de hidrogénio pode ser
representada pelo potencial de Morse,

V()= Vol exp| - 2=70) _QCXP[_ ,,._m} |
“ a

onde V,=7x10719] » =8x10-11m e a=5x10-1m. Calcule as temperaturas
caracteristicas de vibragdo e de rotacdo e compare com os dados da tabela da
secao 8.4.
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Como vimos no capitulo anterior, dados o volume, a temperatura ¢ o potencial

quimico, agrande funcao de particao paraférmionslivres pode ser cscritana forma

1nE(T,V,ﬂ) = Zln{l +exp[—/3(8j —,u)]} , (1

J

onde a soma € sobre os estados quanticos de particula tGnica. O valor esperado do

nimero de ocupagao de um orbital € dado pela expressao

<"f > = 1 ’ (2)

que muitas vezes ¢ conhecida como distribuicdo de Fermi-Divac. A concxio com a ter-

modinamica, ne limite V— o, & feita por meio do grande potencial termodinimico,

Q(T,V,u)= —%IIIE(T,V,‘LL). (3)

Como @ = - pV, temos

p(T,,u) = kgT lim Tl/ln E(T,V, ,u) . (4)

V—vee
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Apartirde E, escritaem termos de 8, z=exp(Bu) e V, & facil obter expressocs
para o valor esperado da energia (que serdidentificado, no limite termodinamico,
com a encrgia interna do sistema) e para o valor esperado do niimero total de

‘particulas (identificado com o nimero termodinidmico de particulas). Temos,

entao, a energia interna,

U:Z&‘]—<nj>=z J (5)
7 7

e o numero de particulas,

N=X(n)=3 1 . ®

; exp[ﬁ(sj —p.)]+1

Muitas vezes nao é conveniente trabalhar com o potencial quimico fixo. Podemos,
por exemplo, utilizar a equacdo (6) para obter u = w(7, V, N) e substituir nas
expressoes da cnergia interna, da pressdo ou do valor esperado de ocupagio dos
orbitais. Mais adiante vamos examinar o problema do gas de elétrons livres como
funcdo das variaveis mais convenientes 7, Ve N.

Para férmions livres, na auséncia de campos eletromagnéticos, o espectro

de energia é dado por

_ER (7)
2m

i %0

No limite termodindmico podemos escrever

n2 K2
2m

InzZ =y - U (8)

(Qn)g J.dSE In{1+exp| -

onde y= 2§+ 1 & a multiplicidade do spin. Portanto, temos

-1

n2p2
B -Bui+1] (9)

2m

(i) =|exp

7 - 2]2
N=’)’L>§J.d3k exp p mc - Bu +1 (10)
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‘ -1
; L5252 n22
U=y ‘)3 jdskh i exp ‘6 -Bu : (11)

m

Devido a simetria estérica do espectro de energia dos férmions livres, podemos

reescrever essas formulas utilizando a encrgia ecomo varidvel de integracao. Assim,

temos
InZ= = yVJ.D ln 1+exp[ ﬁ(s—u)}}de ) (2
0
N = yVJD( e)f(e)de (1%)
5 _
U=ijkmﬂ@a Y
0
onde
i 1
j(g) = , . (15)

exp[ﬁ(s —u)] +1

é a funcao de distribuicao de Fermi-Dirac, e

3/2
1 (2m Y’ £l/2 1/9
D(e) =_(—9J =Cel (16)

4x% \ A2

onde a constante C dependc da massa dos férmions. Logo adiante vai ficar claro
que a funcao D(¢) tem uma interpretagao fisica muito simples: y D(g) é uma den-
sidade {por energia e por volume) dc cstados de particula Ginica disponiveis para
as particulas do sistema.

Na realidade, as expressoes (12)-(16) também poderiam ter sido escritas
para boésons livres, com pequenas modificacoes, tomando cuidado para tratar

— -
separadamente o termo singular da soma (para £ = 0). Vamos agora obter um

20

-
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resultado simples que vale tanto para bésons quanto para férmions livres. Fazendo

por partes a integral da equacdo (12), temos

/ 9 B =
1n5:ﬂmjgwhﬁr+fmﬁﬂ}k=§ﬁﬂ@jswf@ﬁm. (a7
0 0
Entao,
14 g
ms:gleaxaﬂgazﬁlj. (18)
3 kBT 3 kBT
0

Como ® = - kT'ln Z = - pV, temos, finalmente,

v=24v, (19)
2
que ¢ um resultado valido até para o gas ideal monoatdmico cldssico.
9.1 GAS IDEAL DE FERMI COMPLETAMENTE DEGENERADO

Costuma-se dizer que um gas quantico no estado fundamental, com a tem-
peratura nula, estd completamente degenerado. No caso de férmions a tempc-
ratura nula (8 — %), o ndmero de ocupacao mais provavel dos orbitais ¢ dado
por uma funcao degrau da energia (ver figura 9.1). O potencial quimico a tem-
peratura nula, designado por &g, é denominado energia de Fermi. No grafico da
figura 9.1 fica muito claro que todos os orbitais estao ocupados até a energia de

Fermi &, mas permanecem vazios para £ > €p.

fle)A

-
&

0 u{T=0)= &

Figura 9.1  Funcio de distribuicio de Fermi-Dirac f{g) no zero absoluto.



Gds Ideal de Fermi o 209

Vamos calcular a energia de Fermi em termos do nimero total de particulas

N ¢ do volume total V. No limite 8 — =@, a equacao (13) pode ser escrita como

&r
N =9V jD(s)de , (20)
0

Agora vai ficar claro o significado da densidade D(£): basta obscrvar os graficos
de D(g) e de D(¢g) f(€) contra a energia &, a temperatura nula (ver figura 9.2). A
funcao degrau f(€) corta D(€) na energia €. Abaixo da energia de Fermi todos
os estados disponiveis estao ocupados; acima da energia de Fermi os estados dis-

poniveis estao desocupados. A partir da equacao (20} temos

<

9 \
N = 3 Ye D(egp), 21

de onde vem que

2/3 g
Ep = ﬁ 6n" / EJ% (22)
T om Y 1% ’

ou seja, a energia de Fermi € inversamente proporcional a massa das particulas e

cresce com a densidade elevada a poténcia 2/3.

D(e) A D(e)fie) A

o
o

€

Figura 9.2 Graficos da densidade de estados D(€) e da funcio [{(g) f(€) conuaa energia € no estado funda-

mental. A regiao hachurada indica os orbitais ocupados {até a energia de Fermi £).

Utilizando a equacdo (14), a energia interna do estado fundamental sera

dada por

5

2 :
U= g'/VD(EF)Ei. .
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A partir da equacao (19) podemos, entao, obter a pressio

2/3
2/N

“m| Vv

o N 72 (6 o3

T (24)
5y 1

P

Esse resultado € particularmente interessante. Mesmo a temperatura nula o gas
de Fermi possui uma certa pressao e precisa ser contido dentro de um recipiente
(mais adiante vamos ver que a pressao ¢ nula no estado fundamental dos hdsons).
Esta € uma conscqiiéncia direta do principio de exclusao de Pauli, relacionada
com a propria estabilidade da matéria (0 mundo certamente nao poderia ser
estavel se fosse constituido apenas por bésons!).
A partir da energia de Fermi, pode-se definir a temperatura de Fermi,
1

Tr=—ep, ox
r hp F (25)

que € um valor caracteristico importante nos diversos tipos de gas de Fermi.

Utilizando a equacio (22), temos

¢ 2,/'3 2/
n’ [ 6r> Ny 3

2mhg | ¥ Vv

o
P =

(26)

Percebe-se, entao, que a condigao T3 Ty corresponde ao limite classico estudado
no capitulo anterior (dimensdo interatémica tipica muito maior do que o com-
primento de onda térmico). Em varios casos dc interesse, no entanto, a tempe-
ratura de Fermi ¢ muito grande, bem maior do que a temperatura ambiente (ou
scja, o sistema esti proximo do estado completamente degenerado, onde os eleitos
quanticos sao de fundamental importancia). Na proxima sc¢do vamos ver quc
nessas circunstincias € possivel escrever as grandezas termodinamicas na forma
de uma série assintotica em termos de poténcias da razao 7/ Tx.

A leoria do gas ideal de Fermi tem uma séric de aplicagdes [isicas, embora
o exemplo mais importante scja a cxplicagio das propricdades térmicas e de
transportc das substancias metalicas. Segundo o modelo classico de Drude ¢
Lorentz, as propriedades dos metais podem scr explicadas por meio de um gas
de elétrons livres. Nos atomos de um metal, os elétrons da Gltima camada tém a
capacidade de se liberar dos niclcos, formando em primeira aproximacio um
gas ideal dentro do volume da amostra metilica. Embora certas propriedades de

conducao sejam qualitativamente explicadas pelo tratamento classico de Drude
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e Lorentz, o calor cspecifico dos metais varia com a temperatura (violando o
resultado classico do teorema da eqiiiparti¢io da energia) ¢ o namero de por-
tadores € muito menor do que previsto classicamente. Os primeiros calculos
quanticos para um gas ideal de férmions de spin 1/2 foram realizados por
Sommerfeld na década de 30. Dessa forma, foram explicadas quasc todas as pro-
priedades basicas dos metais, incluindo a variacao linear do calor especifico a
volume constante com a temperatura ¢ a participagao dos elétrons nasvizinhangas
da energia de Fermi nos processos de condugao. Mais tarde [oram feitos calculos
para um gas dc elétrons na presenca de um potencial cristalino, dando origem s
bandas de energia, que possibilitam a distin¢ao entre metais, isolantes e semicon-
dutores. Na presenca do potencial cristalino, os elétrons nao sao totalmente livres:
a cstrutura de bandas ainda reflete uma determinada relacio com os niicleos de
origem. Além dossistemas metalicos, ha outros sistemas fisicos que também podem
ser explicados por meio de um gas ideal de Fermi, como a matéria nuclear ou umn
gas de particulas ionizadas dentro de determinados tipos de estrelas. A tempe-
ratura de Fermi de um metal alcalino, conto o litio ou o sédio, com um elétron
de conducédo por dtomo, € tipicamente da ordem de 10*K (ou seja, muito maior
do que a temperatura ambiente). Para ter uma idéia das ordens de grandeza
envolvidas, € interessante lembrar que leV de energia corresponde a uma tem-
peratura de aproximadamente 10%K; portanto, a energia de Fermi de um metal
pode ser da ordem de grandeza da energia de ionizacao do atomo de hidrogénio.
Para o gés de elétrons numa cstrela ana branca tipica, T ~ 109K (muito maior
do que a temperatura da superficie do Sol, da ordem de 10°K). Para a matéria

nuclear, a temperatura de Fermi é da ordem de 1011 K.
9.2 GAS IDEAL DE FERMI DEGENERADO (T <Tp)

Ja vimos que em casos de interesse a temperatura ambiente € muito menor
do que a temperatura de Fermi. Por exemplo, no caso dos elétrons de conducao
do cobre, que em primeira aproximacao formam um gas de elétrons livres, a tem-
peratura de Fermi é da ordem de 8 x 10%4K. Torna-se, entio, muito importante
estabelecer resultados analiticos para T << Tp.

No limite T <€ Ty, a funcao de distribuicao de Fermi-Dirac f(£), esbocada
na figura 9.3, tem a forma de um degrau ligeiramente desbastado. Como funcao
de T, Ve N, o potencial quimico p deve ser ligeiramente menor do que seu valor,
&, & temperatura nula. A funciao D(e) f(£) contra a energia £ estd eshocada na
figura 9.4. Grosso modo, podemos dizer que alguns elétrons que estavam abaixo da
energia de Fermi sdo cxcitados para estados com energias superiores a &. Essa

alteracio se verifica numa pequena faixa de energias, da ordem de k37, em torno
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de &g. Portanto, o nimero total de elétrons excitados serd dado aproximadamentc

pela expressao

AN = yD(ep VkpT . (@7

fle) A

Figura 9.3 Funcao de distribui¢ao de Fermi-Dirac no limite 7<€ 1}

Di{e)f(e) A e

oy

e

Figura 9.4 Funcao D(g) /(&) contra a energia € no limite 7'<€ 7.,

A variacdo total de energia destes elétrons é dada por
e v » ~ 2 ag
AU = kgTAN = VyD(ep Y kpT)" . (28)
Portanto, temos o calor especifico a volume constante,

1 0AU V 9
p =] S ~ 2y — D(ep k4T . 29
N N( oT ]V,N yﬂ (8 ) B )



Gds Ideal de Ferm:

Utilizando a equagao (21), podemos escrever

T
¢y = 3kp T (30)

que difere radicalmente do valor constante, ¢y = 3kp/2, previsto para um gas
classico.

Essa dependéncia linear do calor especifico com a temperatura, deduzida
aqui de maneira puramente qualitativa, €, de fato, observada experimentalmente.
A temperatura ambiente, a contribuigio eletronica para o calor especifico de um
cristal metalico € muito pequena (pois acaba sendo mascarada pela contribuicao
dos graus elasticos de liberdade}, A baixas temperaturas, no entanto, o calor espe-

cifico de um metal pode ser bem é}justado com uma lei do tipo

oy = YT +8T% | (31)

onde ye §sio constantes € o segundo termo estd associado aos graus elasticos de
liberdade da rede cristalina (fénons). Para encontar a constante vy, costuma-se

fazer um grafico de ¢y/ T contra T2,
lCr:j/+5TQ | | (32)
T V

A extrapolagdo linear dos dados experimentais desse grafico, no limite T2 =0,

fornece diretamente o valor de . Na tabela abaixo damos valores tedricos (obtidos

por meio do modelo do gas de elétrons livres) € experimentais para a constante

v de alguns cristais metalicos, em unidades de 10~% cal X mol~} x K2,

Metal | Vieor Yexp | Yexp / Y teor
Li 1,8 | 4,2 2,3
Na | 2,6 | 3,5 1,3
K 4,0 | 4,7 1,2
Cu 1,2 | 1,6 1,3
Fe L5 | 12 8,0
Mn | 1,5 | 40 27

No caso dos metais alcalinos e do cobre, a concordancia com os resultados do

modelo de elétrons livres € muito razoavel. Como a constante 7y &€ proporcional a
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massa dos elétrons, em fisica dos sélidos costuma-se introduzir o conceito de massa
efetiva, associada a presenca do potencial cristalino, para corrigir essas discre-
pancias. Certos metais de cardter magnético, como o ferro ou o manganés, com
a constante y excessivamente grande, estdao mais distantes do comportamento
ideal, sendo conhecidos como férmions pesados.

Vamos agora fazer a expansao de Sommerfeld para obter a forma assin tética

do calor especifico do gés de térmions livres. Temos de calcular integrais do tipo
I= Jf(s)g)(e)ds, (33)

onde ¢(€) = Ae”, A é uma constante e #=1/2. Como a funcdo f(€) tem a forma
aproximada de um degrau, a derivada /” (&) tem um pico muito pronunciado para

€= . Fazendo uma integragao por partes, temos
1= pe)wlels - [ vle)s(e)ae, 2
0
com
£
v(e) = jqb(e’)da’. (35)
0
Notando que f(€) vai exponencialmente a zero para €— %, tcmos

1= —J. wie)/(e)de . (36)

Como f'(€) tem um pico simétrico em €= u, vamos expandir ¢/(€) em torno desse
pico,

W)= v () (emmrm T L] (e-wf

Temos, entao, de calcular as integrais
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I, :mj(s—u)kf’(e)d£:+ ——dx, (38)
1t

para k=0,1,2,... .Para temperaturas pequenas (7' < Tp), u esta préximo de ege
o limite inferior dessas integrais pode ser tomado como —». Narealidade, devido
a forma do integrando, o erro que se comete nessa operacio é da ordem de
exp(— Bep). Entao, temos

g [ ke

Para k impar, a integral se anula. Para k par, a menos das correcdes exponenciais,

€ facil mostrar que

n? 40)
IO =1 € Iy = —— | (4
2 3/32
Entao, para T <€ T, temos o resultado assintdtico

H 2 4

I:jqb( )d£+~—(kBT) ( ¢] +oee (41)
6 e J oy,
0

Agora podemos utilizar a expansdo (41) a fim de obter expressoes assin-

toticas para a energia interna € o niimero termodindmico de particulas,

o0 ) ‘ ) 2 )
U= }’VJ_f(S)C 2 = }'Vc{éut’p - % (kBT)Q,ul/z +} (42)
) ;
(4
P 2
N= yVJf(s)C e¥2e = yVC{%,u?’/Q + %(kBT)Qy,"l/Q +} . (43)
0

Essa tltima expressao pode ser reescrita na forma

215



216 » Introdugdo d Fisica Estatistica

. )
3/2 3/2 T kgT
gl" = 14— —=— | +- 3.
F = H 3 [ 7 (44)

Nao ¢é dificil inverter essa equagao a fim de obter uma expansio assintética para
o potencial quimico como funcao da temperatura T e da densidade N/V (que

comparece por meio da expressao da temperatura de Fermi),

U Pt e
AT ‘ (45)

Portanto, o potencial quimico u = (7, V, N) é realmente menor do que €z para
temperaturas pequenas. Substituindo a equacao (45) na expressio paraa energia

interna, dada pela equagao (42), temos

w2 2
U:%Nep 1428 [lj Hen b (46)

Entao, o calor especifico a volume constante serd dado pela expressdo assintotica

2
T T
cy = —kp—, : 47
v 2 BTF “n

que difere da forma heuristica dada pela equagio (30) apenas por um pequeno
prefator numeérico.

9.3 PARAMAGNETISMO DE PAULI

Num sistema de elétrons livres, o campo magnético se acopla com os spins
e com o movimento orbital. Vamos, no entanto, separar essas duas contribuicoes,
estudando inicialmente apenas o efeito Zeeman, que se refere as interagdes entre
um campo externo € os momentos magnéticos permanentes, produzindo o
fendmeno do paramagnetismo. Nessas circunstincias, o hamiltoniano do gas de

elétrons livres na presenga de um campo magnético é dado pela expressao

N '
1 —9 =~ 3
H = E[E‘m“ﬁi ”‘g.uBH‘Si] ; (48)
i=1
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= . , . . .
onde §; é um operador de spin 1/2; g= 2 € o fator giromagnético ¢ up € o
magneton de Bohr. Para um Unico elétron, com o eixo z ao longo do campo,

temos o hamiltoniano

Hy = 5‘52 - gupHs, . (49)
m .

Portanto, o espectro de energia € dado por

2,2 :
& o= ;12_:@“” sHO (50)
como==+1.

A grande funcio de particio é dada pela expressio

lnu—zzm 1+zexp| - 5 +PugHo | =
, k o

m

(1)

- VCJ. cl/2 {Z ]n[I + zexp(—ﬁ £ +ﬁ,uBHO')]} de .
0 o

Portanto, podemos escrever

InE2=InZE, +InZ_, _ (52)
onde
InZ; = Vngl/Q{ln[1+zexp(—ﬁsiﬁuBH)]}de. (53)
) - .

O niumero médio de elétrons sera dado por

5 , | |
N_=z£1n5=<N++Z\/_>, (54)

onde -

(N+) =VCISI/2{z'1 exp(+ﬁ£¢;5‘,uBH)+1} “lge . (55)
0
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- Também podemos utilizar essa notagido para escrever o valor esperado da magne-
tizacdo do sistema,

M=pupg(N,-N_). . (56)

(A) MAGNETIZACAO NO ESTADO FUNDAMENTAL

Tomando o limite 8 — % na equacgio (55), temos os seguintes resultados
no estado fundamental:

Ep+ipH e
15
(N,)=vcC J e2ae = v J (e +upk)"* de =
0 —upH

= %VC(&'F +AU'BH)3/2

ep—UpH ep
(N_)=vC j ae = ve J. (e-ppH ) ae =
0 HpH

(58)
= %VC(&'F —ﬂBH)3/2 s

onde &g € o potencial quimico para T'= 0 (ou seja, a energia de Fermi). Tudo
se passa como se a densidade de estados para os elétrons com spin para cima
(0 =+ 1) estivesse deslocada no eixo da energia por um valor — ugH, enquanto
a densidade para os elétrons com spin para baixo sofrc um deslocamento para
+ upH. Portanto, temos o nimero total de elétrons,

N={(N,+N_)= %VC[(eF +u]3H)3/2 +(ep muBH)f%/Q} )
€ a magnetizacao,

M :‘Ll.B<1 7+ —]V_) = :EILICMB{(EF +ﬂBI‘I)8/2 —(EF —‘U.BH)S/Q} . (60)



Para campos fracos (wgfl < &), podemos escrever

2
N=2yeed? ol | LB
3 F Ep

/ 3
M = 2VC e (us_ﬁj +0 [M]
Ep Ef

Portanto, em ordem dominante, temos

NTI“B .uBH ]
EF

M =

~o | oo
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(61)

(62)

(63)

Podemos, entio, escrever a suscetibilidade a campo nulo no estado fundamental,

’

y _(an BN,
20 = | R,y =
OH Jr_oy nH=0 2EF

(64)

que € um dos resultados caracteristicos do paramagnetismo de Pauli.

(B) MAGNETIZACAO NO LIMITE DEGENERADO (T < Tj)

Para temperaturas finitas, a magnetizacao € dada por

_13mnZ=

M=pp(N, -N_)= 3 o

=]

#uBKI’Cj.gl/Q[f(s—~,u,BH)—f(£+yBH)]de.

0

(65)

Vamos agora fazer uma expansao para campos fracos (upH < £g). Em ordem

dominante, temos

M = -2VC u%HIgl/Ef’(s)ds =VC u%HJ'e_l/Qf(s)de :

0 0

(66)
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A partir da equagio (54), em ordem dominante, também podemos escrever

N = QIVCJ. e f(e)de . (67)
0

No formalismo grande candnico que estd sendo utilizado tanto a magne-
tizacdo M quanto o nimero de particulas N sdo fun¢ées de 7, V, He u. Para
calcular a suscetibilidade, é necessario eliminar o potencial quimico, por meio da
equacdo (67), a fim de obter a magnetiza¢ido em termos das variaveis apropriadas,
T, V, He N. No limite degenerado (7 < Ty), podemos obter resultados analiticos
utilizando as mesmas expansdes propostas por Sommerfeld para calcular a forma

assintética do calor especifico do gas de férmions livres. Temos, entio,

2 2
M = 2udverHp'?|1- - BTN -
24\
c
. | 2 2
N:ivclij/? 1+TC_ M_ Feaa |, (69)
3 8 i

A partir dessa ultima expansao, obtemos

9 : 2
U= ep 1_1(_@2] ol (70)
12 Ep

Substituindo na equagao (68), temos

_3NUGH | ﬁ[kBTJQ .

M - (71)
28}: 12 8F
de onde podemos obter a suscetibilidade a campo nulo,
sNug | n (7Y
0= e | 12\ Tk 72
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que incorpora a primeira correcao devido as flutuacoes térmicas. Em seu trabalho
pioneiro, Pauli obteve uma expressao desse tipo, explicando a suscetibilidadc fra-

camente dependente da temperatura que ocorre no caso dos metais alcalinos (em

que Tz € muito grande).
(C) LIMITE CLASSICO

I interessante obter o limite cldssico (oude altas temperaturas) das expressoes

para a magnetizagao e o nimero de particulas. Nesse limite, com z <€ 1, temos
-1 [351 -1 ~-pe
fle)= [7. e +1] — ze7PE (73)

Portanto, os limites da magnetizagao e do niimero de particulas sao dados por

fe]

M = ugVCz2senh{f #BH)J g2 exp(-p ¢)de (74)
0 .
c
N = 2VCzcosh (B ‘uBH)J.El/Q exp(-f€)de . (75)
0

Eliminando o potencial quimico, temos

M =N uptanh| 2821 (76)
. kBT

de onde vem a suscetibilidade a campo nulo,

oM N#}i o
Xo = _8 =—, , (‘77)

que € afamosalei de Curie, caracteristica dos materiais paramagnéticos. No sentido
mais estrito do limite classico, essa suscetibilidade se anula (pois o magneton de

Bohr depende linearmente da constante de Planck 4). No entanto, a expressao
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(77) pode ser tomada como um tipo de limite cldssico em que os operadores de

spin sio substituidos por momentos magnéticos permanentes dc modulo p= pp.
#9.4 DIAMAGNETISMO DE LANDAU

Para explicar o fenémeno do diamagnetismo, vamos agora levar em conta
ainteragdo entre o campo magnético externo e o movimento orbital dos elétrons.
Descartando o termo de spin, o hamiltoniano de uma particula de massa me carga

—
¢, na presenca de um campo magnético 1, € dado pela expressao

1 )
= ﬁ_l‘) , (78)

—
onde A é o potencial vetor associado ao campo € ¢ avelocidade daluz. No contexto
da mecénica estatistica classica, no entanto, nao hé possibilidade de ocorréncia
do diamagnetismo. De fato, basta escrever a funcao de particao no espaco de [ase

classico,

2 :
7 =J’d3?J.dgf)exp _P ;[,_iji : (79)

2m ¢

I: facil perceber que umasimples mudanga de variaveis, —;' — ?- (q/¢) X, conduz
Aexpressio trivial de Z; para o gés ideal classico, sem qualquer dependéncia com
o campo magnético. Portanto, o diamagnetismo ¢ um fenémeno puramente
quéantico. Utilizando afor¢ade Lorentz, pode-se calcular afreqiiéncia de rotagao,
w=gH/me, de uma particula na presenca de um campo magnético uniforme. A
quantizacao dessas 6rbitas das particulas € que vai produzir o diamagnetismo de
Landau.

Considerando um campo magnético uniforme na direcao z,

H=Hk, (80)

podemos escolher o potencial vetor no chamado gauge de Landau,

A=xHj. (81)

Entio, o hamiltoniano de particula Gnica pode ser escrito na forma
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2
qH 2
2m 2 +(;b,, . xj +p |- (82)

LEscolhendo uma funcao de onda do tipo
W= exP(.ik},y)exp(iizzz)f(x) , (83)

a equacao de Schroedinger independente do tempo, Hy = &, pode ser escrita

como
2 2.2
1 gH ‘ hok
+ T?k - —x x)=|eg——= x). (84)
om P [ ¢ ) j( ) 2m f(ﬂc)
Fazendo a mudanga de variaveis
o LR
X —;x—qH Ry 5 (85)

h2k2

: 2
(b + TE () () = | -

2m 2me” ’ 2m

fFx). (36)

Dessa maneira, o problema f{ica reduzido a equacao de Schroedinger de um

oscilador harmonico unidimensional com frequiéncia basica

@ ==, (87)

que ¢ idéntica a frequéncia de Larmor classica. Podemos, entiao, reescrever a

cquagao (86) na forma

[ 1
2m

onde n=0,1,2,..., ¢

(Zf’x')cz %ma}( )}f“( )—ha)(n+%]jﬂ”(x’), (8%)
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Salx) = Hn(x’)exP{-—éa(x’)ﬂ : (89)

onde H, ¢ um polinémio de Hermite e

_9H
" he (90)

A partir dessas consideragdes, podemos escrever o espectro de energia,

A2 k> .
e=¢e(nk,)=—= +/‘1a)(n+%), (91)

m

e as func¢oes de Landau,

kg ) ) 1 )
v = wn) : (x, y,z) = exp(zkyy)exp(zkzz)fn [«c - Eky) , (92)

ficando muito clara uma enorme degenerescéncia em relacao a ky.

I'\’,J

-
L/

Figwra 9.5  Orbitas permitidas para um sistema de elétrons livres na presenca de um campo magnético na

dircgao z.

Para calcular o fator de degenerescéncia, vamos fazer uma comparagao com

o espectro de elétrons livres, na auséncia de um campo magnético,

Q
A o o .9 .
Eh'wgs = Q—m(kx + k}' + /{z ) R (93)
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Na presenga do campo magnético, os estados de elétrons livres no plano &, — ky
entram em colapso em certas Orbitas permitidas (ver figura 9.5), cujo raio ao

quadrado é dado por

2. .9 _2m 1) 2¢H 1
kx+ky_h_2hw(n+§j_ he n+§ . (94)

Considerando o sistema dentro de um cubo de lado L, até o nivel n =0, temos

2 2
26£)nﬂi:ﬂﬂ; (©5)
2n hc he

estados eletrénicos. Até o nivel n= 1, temos

2 2
2 L nSﬁ =3 ¢HL o (96)
21 hic he

estados eletrénicos. Até o nivel n =2, temos

2 2 . .
of L) pydH _ g gHL” @7)
2mn fic he

estados eletrdnicos, € assim por diante. Portanto, a cada nivel de Landau deve ser

associado o fator de degenerescéncia

gHL?

g=2 : (98)

he

Levando em conta essa degenerescéncia, devemosreescrever o espectro de energia

na forma

n2k> 1
£ =¢(n,k,8)=—= +hw(n+§], (99)

m

onde k,= -, .., +®©, com espacamento L/2m, n=0,12,.. e d=1,2,.,g
Podemos, finalmente, escrever a funcao de particao no ensemble grande

- canodnico,
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B ﬁ2k

2m

(100)
)
me 2

(A) LIMITE DE ALTAS TEMPERATURAS

In=2=2 quf Z (o J dk, In{1+z exp{

No limite de altas temperaturas (z < 1), o termo dominante da fun¢io de

particao grande canénica pode ser escrito na forma

Ing = 9""HL2 L (2”}1/‘- iexp[—ﬂhq}[ [n+lﬂ . (101)
he gn* | = me 2
Portanto,
InE= qf}f: [scnh(ﬁ ,uBH)] , | (102)
onde

¢ o magneton de Bohr e

Ae—t (104
(QnkaT )l/2 K

& o comprimento de onda térmico. As expressoes classicas (isto €, de altas tempe-

raturas) para o namero de particulas e a magnetiza¢ao sao dadas por

[senn(BusH)| " | 105)
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3
M=_i¢i=_1,._8_1ng:qu 1 _
d B JH Bhel senh(ﬁ ,uBH)
 BugH cosh (B uyH) (106)
senh? (,B .UBH)

Eliminando o potencial quimico por meio da equacio (105), a magnetizagio pode

ser escrita na forma
M =-Nupr(BugH) , (107)
onde

L(x) = coth(-x) - l

X (108)

€a ﬂmgdb de Langevin. Esse resultado € curioso: a magnetizacao no limite de altas
temperaturas € dada pela mesma expressio obtida no modelo cldssico de Langevin
para o paramagnetismo, mas com o sinal trocado. Esse sinal da magnetizacio nio
depende da carga, pois a funcido £{x) é impar e a carga ¢ comparece linearmente
na expressio do magneton de Bohr. No limite de campos fracos, BfigH < me,

temos o termo dominante

2
Nps H
M= HBT (109)
3kgT
Entao, a suscetibilidade a campo nulo é dada por
1 Ny |
Xo=—3 - (110)
3 kpT

Note que essa expressao nao tem nenhum andlogo na mecanica estatistica cldssica
(de fato, x,se anula para £ = 0). Note também que ¥, corresponde justamente a
um terco, com o sinal trocado, da suscetibilidade de Pauli no regime de altas

temperaturas.
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(B) O EFEITO DE HAAS-VAN ALPHEN

Vamos agora ignorar a dire¢ao k,, considerando os niveis de Landau no

plano k,—k,. O espectro de energia vai ser dado por
. :
£, =2,LLBH(n+§] (111)

com a degenerescéncia

g (112)
S HO
onde
0= he N : : (118)
2q 2

No estado fundamental, com H > H,, todas as particulas podem ser aco-
modadas no nivel de Landau mais baixo. Nesse caso, a‘energia total & dada por
E,= NugH.

Quando H < H,, algumas particulas tém de ocupar niveis mais altos de
energia. Vamos supor qué para um dado valor do campo os j niveis mais baixos
estejam ocupados enquanto o nivel j + 1 esteja apenas parcialmente ocupado.

Nessas circunstancias, temos

(j+1)g<N<(j+2)g. | _ (114)

ou seja,

< (115)

Para o campo nesse intervalo, temos a energia do estado fundamental

J
%EO = gZei +[N—(j+1)g]sj+1 =
i=0

(116)

=#B(H£){21+3f(j+l)(j+2)§}-

0 0
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Introduzindo o pardmetro x = H/ H,, podemos, entdo, escrever

1
—Eg=unHpx,
N 0 = Upiiy

para x> 1, ou
1 . ) .
~Eo = ppHx[2+3-(j+1)(j+2)x],

para

1 1
<x<

j+2 j+1’

com j = 0,1,2,.... Tomando as derivadas dessa expressao em relagao ao campo
obtemos a magnetizacdo e a suscetibilidade magnética. Em particular, a suscetibilidade
em unidades adimensionais (isto ¢, dividida por 2Nug/ H,) contra x = H/H, tem
a forma esquematizada no grifico da figura 9.6. Em termos de x~1 = H, / H, esse
grafico da suscetibilidade exibe um comportamento oscilatério, com um periodo
bem definido. Um estudo mais detalhado destas oscilagdes com o inverso do
campo, que constituem o efeito de Haas-van Alphen, esta além dos nossos objetivos.
Levando em conta o potencial cristalino, pode-se mostrar que os diversos periodos
de oscilagao sao proporcionais as areas das secoes extremais dasuperficie de Fermi

numa dire¢ao normal ao campo. O efeito de Haas-van Alphen fornece, portanto,

um esquema muito poderoso de reconstrucao “tomografica” da superficie de

Fermi dos cristais metalicos.

Xa A
124---------

64--—————--—4 -

e e ke _———m -
“ .

174 1/3 1/2 ]'{/H0

Figura 9.6  Suscetibilidade magnética (em unidades apropriadas) contra o campo magnétice aplicade no

estado fundamental do modelo diamagnético de Landau.
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EXERCICIOS

1. Qual ¢ a compressibilidade de um gas de férmions livres a temperatura nula?
Obtenha um valor numérico para elétrons com a densidade dos elétrons de
condugido do sédio metdlico € compare com os valores experimentais para o
sodio a temperatura ambiente.

2. Um gasideal de férmions, com massa m ¢ energia de Fermi &, esta em repouqo
no zero absoluto. Encontre expressdes para os valores esperados (o, ) ¢ (02},

onde v é a velocidade de uma particula.

3. Considere um gas de elétrons livres, num espaco d-dimensional, dentro de uma
caixa hipercabica dc lado L. Esboce graficos da densidade de estados D(¢)
contra a energia £ para dimensoes d = 1 e d = 2. Qual a expressio da energia
de Fermi em [unc¢ao da densidade parad=1¢ d=2?

4. Mostre que.o potencial quimico de um gés classico ideal de N particulas mono-

atdmicas no volume V, a temperatura 7, pode ser escrito na forma

3
U ="kpT In o ,
v

onde
U= v e A= ~———r-—h
N VQTC')TL}CBT

€ o comprimento de onda térmico. Fsboce um grafico de u/kzT contra 7'
Obtenha agora a primeira corre¢io quantica desse resultado. Isto €, mostre que

_ 2 ; ’
NN (i FR [ I (Gl
kpT v v v

e obtenha explicitamente o prefator A nos casos de férmions e de bésons.
Esboce um grafico de u/kpT contra A2 (isto €, contra a temperatura em

unidades convenientes) para férmions, bésons e particulas classicas.
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Obtenha uma forma assintdtica, quando 7 <€ Ty, para o calor especifico de um
F P

gas de N férmions livres adsorvidos sobre uma superficie de drea A em nma

dada temperatura 7.

Considere um gas de Nelétronslivres, dentro de umaregiao de volume V, num
regime ultra-relativistico. O espectro de energia é dado por
4 ll/ 2

8=[j1202+m26 = pc,

—_—
onde p & o momento linear.

(a) Calcule a energia de Fermi desse sistema;

(b) Qual a energia do sistema no estado fundamental?

(c) Obtenhauma formaassintotica para o calor especifico avolume constante
no limite T <€ Ty. ‘

A baixas temperaturas, a energia interna de um sistema de elétrons livres pode

ser escrita na forma-

3
U==Nepil+

v 2 +
ST T Al L 4
5 12\ Tp

Ty

Obtenha o valor da constante A € indique a ordem de grandeza dos termos

que estao sendo desprezados.

. Considere um sistema de férmions num espago d-dimensional, com o espectro

e energia

— &
= c|k

H4

€0

ondec ¢>0ca>1.

(a) Calcule o prefator A da relacao pV=AU;

(b) Calcule a energia de Fermi em funcdo do volume Ve do nimero de par-
ticulas N;

(c) Calcule uma forma assintética, quando 7' <€ T, para o calor especifico a

volume constante.
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¢
9. Considere novamente o gas de N elétrons livres ultra-relativisticos, dentro de
uma regido de volume V, auma temperatura 7, na presenca de um campo mag-
—_—
nético i . Desprezando os efeitos magnéticos orbitais, o espectro de energia é

dado por

€0 =P ~igHo,

onde pp € o magneton de Bohre o =+ 1.
(a) Mostre que a energia de Fermi desse sistema pode ser escrita na forma

€ = A+ BH? +0(H4).

Calcule expressdes para os prefatores A e B,

(b) Mostre que amagnetizagao no estado fundamental pode ser escritanaforma

M:CH+O(H3).

Obtenha uma expressao para a constante C;
(c¢) Calcule a suscetibilidade a campo nulo no estado fundamental.

10. A teoria classica de Langevin para o paramagnetismo, proposta antes do esta-
belecimento das estatisticas quanticas, parte de um hamiltoniano classico dado

pela expressao

N N
}[=_Zﬁi.ﬁ=_2pHcos 0; .
i=1 i=1

N v
onde u; € o momento magnético de um fon.

(a) Mostre que a funcdo candnica de parti¢io é dada por
N
Z= ZlN = {Jdﬂ exp(BuH cos 9)} ,

onde d{) & o elemento de integracdo de dngulo s6lido;
(b) Mostre que a magnetizacao (na dire¢cao do campo) € dada por
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M =N<,ucos 9>:N,uL(,6uH) ,
onde

L(x) = coth(x) _1

x

é a funcio de Langevin e
{c) Mostre que a suscetibilidade a campo nulo é dada pela lei de Curie,
_
0 3kBT .

v

11. Obtenha uma expressao paraasuscetibilidade magnética associadaao movimento
orbital dos elétrons livres, na presenca de um campo magnético uniforme H, em
condigoes de forte degenerescéncia, 7 << Ty, e campos muito fracos, upH << kgT.
Como sugestio, utilize a regra de soma de Euler; '

a fim de simplificar a expressao de In Z.
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BOSONS LIVRES: CONDENSACAO
DE BOSE-EINSTEIN; GAS DE FOTONS

As propricdades termodinamicas de um gas ideal de bésons podem ser

obtidas por meio da grande funcao de particao,

lnu TV, ,u Zln{ —ei{p[ ( ,u)]}, : (1)

onde a soma deve ser feita sobre todos os estados de particula Gnica. No limite
termodinamico, a pressao como fun¢ao da temperatura € do potencial quimico
€ dada pela expressao

p(T u)=—kBT lim %hl,_(T V, u) (2

Voo

A partir dagrande fungio de parti¢ao, podemos obter o valor esperado do namero

de ocupacgao dos orbitais,

(nj) = W @)

exp[ﬁ(sj -

o nimero termodinamico de particulas,

r— n:) = 1 4
N 2< ]) 2 #)]—1, 4

i i exp[ﬁ(% -
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e a energia interna do sistema,

I
¥

] exp[ﬁ(sj —u)]—l

Essas equacoes sO t€m sentido para €— p > 0, ou s¢ja, para um potencial quimico
estritamente negativo, px << 0. Para temperaturas muito altas (isto €, no limite
classico), € facil verificar que o potencial quimico € sempre negativo. No contexto
quantico, com o numero de particulas fixo, a2 medida que a temperatura diminui
o potencial quimico aumenta e pode eventualmente se anular, dando origem a
um fendémeno peculiar, denominado condensacio de Bose-Einstein, que mantém
certo paralelismo com a transicao de superfluidez no hélio liquido (e com a con-
densacao dos pares de Cooper na teoria BCS da supercondutividade).

Neste capitulo vamos inicialmente estudar a transicao de Bose-Einstein
num sistema dec bosons livres de massa m. Em seguida, vamos considerar uma
série de exemplos de sistemas bosonicos de massa nula (fétons, fonons e
magnons), caracterizados pela existéncia de um vacuo quantico que impede a
conservacdao do nimero de quase-particulas. No formalismo que estamos uti-
lizando, a presenca do vacuo quantico é equivalente a um potencial quimico
nulo, simplificando a expressao da grande funcao de partigao. Um gas de fotons
livres surge naturalmente por meio da quantiza¢ao do campo eletromagnético,
permitindo o estabelecimento da famosa lei de Planck para a radiacdo do corpo
negro. O estudo do gis de fétons proporciona um excelente exercicio de
aplicagdo dasleis do eletromagnetismo e de analise daslimitacoes do formalismo
candnico classico. No proximo capitulo vamos estudar os gases de fénons e
magnons livres. Fonons livres sao quase-particulas associadas a quantizagao das
vibracoes cristalinas na aproximac¢ao harménica, proporcionando uma explicacao
para o calor especifico dos s6lidos a baixas temperaturas. Os magnons sao quase-
particulas associadas a quantizagao das “ondas de spin”, representando pequenos
desvios da magnetizacdo de um ferromagneto em relacao ao valor ordenado

do estado fundamental.
10.1 CONDENSACAO DE BOSE-FINSTEIN

A partir da equagao (4) podemos obter o potencial quimico g em termos
da temperatura 7 e da densidade p = N/ V. Infelizmente, nao ¢ possivel cscrever
uma expressao analitica para a fun¢do u = u(7, p). No entanto, no limite cléssico,

que funciona para altas temperaturas, € facil mostrar que (ver capitulo 8)
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3/2

2
£ o L] zmh + ln(—fi) -~3-1nT , (6)
kBT Y MkB |4 2

onde y=2S5+ 1 é a multiplicidade do spin. Portanto, para densidades fixas e tem-
peraturas suficientemente altas, o potencial quimico € negativo. Recorrendo a
métodos numéricos, para um determinado valor da densidade; podemos obter
as trés curvas esbocadas na figura 10.1 representando o potencial quimico contra
a temperatura no caso de férmions, bésons e particulas classicas livres. Para tem-
peraturas altas, as trés curvas sio idénticas. A medida que a temperatura diminui,
o potencial quimico dos férmions (ou das particulas classicas) pode-se tornar
positivo, mas o potencial quimico dos bosons atinge o limite @ — 0 —, numa deter-

minada temperatura 7, e “gruda” no valor u = 0 para qualquer T'< T,,.

Férmions

-y

Figura 10.1 Potencial quimico contra a temperatura, a uma densidade fixa, para férmions e bésons livres. A

linha cheia indica o limite classico. A temperatura 7, marca a condensacao de Bose-Einstein.

Para calcular a temperatura 7, vamos fazer =0 na equacao (4). Utilizando

o espectro de energia usual de particulas livres,

e = _hk (7)

J EE,G~ o9m :

e notando que a soma pode ser transformada numa integral convergente (no

limite termodinamico!), temos
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=]

RY
N= ')/VCJ. de (®)
exp(Bot) -
0
onde
3/2
¢=-1 [‘Z’f) , 9
4n? . »

como no caso dos férmions. Introduzindo a mudanca de varidveis x = 8,€ e uti-

lizando o resultado

V20 (3) (3 ,
J5313) oo

0

temos a CXPICSSﬁO

2

_ 4n? [LJQ ’ (11)
)
que € conhecida como femperatura de Bose-Einstein. Abaixo de T, o gds de bésons
livres apresenta caracteristicas bastante peculiares, que historicamente foram asso-
ciadasao comportamento superfluido do hélio liquido, embora seja pouco razodvel
desprezar as interacoes entre as particulas num sistema denso e fortemente inte-
ragente como o hélio Hquido. Recentemente, foi detectada a existéncia de um
condensado de Bose-Einstein num gis diluido de dtomos de rubidio confinados
magneticamente € resfriados por evaporacio (abaixo de uma temperatura da
ordem de 170 nanokelvin!). Um sistema diluido desse tipo estd muito mais proximo
de um gds de bésons livres do que o hélio superfluido ou os supercondutores
metalicos [ver M. H. Anderson e colaboradores, Science 269, 198 (1995)].

Podemos obter a ordem de grandeza da temperatura de Bose-Einstein por
meio de vma argumentagao puramente qualitativa. Vamos supor que g, = kg7,
seja a energia de ponto zero para localizar uma particula numa regiao de volume
V/ N, com dimensio tipica
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Como AxAp =~ h, devemos ter

Ap = h| ~ v
r=()

Escrevendo a energia de ponto zero na forma
1 2
gy = kgly = —|(A
o = kply 2m( Py

temos

2 (NP
TO = - )
2mkp \ V

que tem amesma ordem de grandeza da temperatura de Bose-Einstein, dada pela

equacao (11).

Vamos agoravoltar a expressao para o nimero de particulas, dada pela soma
da equacao (4}, tomando cuidado para verificar o que estd acontecendo no limite

p—>0—com T= T,. Narealidade, deveriamos ter escrito a equagio (4) na forma

Vi lV1-z] V j#)z"l exp(ﬁej) -1

Nessa expressao, o limite z= exp(Bu) — 1 deve ser tomado concomitantemente

com o limite termodinimico, V— . J4 vimos que nio ha qualquer problema na
p

transformacao da soma em uma integral (o limite inferior da integracio, para

energias pequenas, nao causa dificuldades). Com a razao N/ Viixae T=< T, no

limite u — 0 ¢ V— «, devemos, entzo, escrever

[1 : }J.@_, 1)

Vi-z %

onde N,/ V é a densidade de particulas no estado com energia nula (ou seja, no

condensado de Bose-Einstein), e
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e
1 > ! 7 j d‘g =2 (14)
\% ji Z exp(ﬁg CXp vV

onde N,/Vé a densidade de particulas nos estados excitados. Portanto,

N =Ny +N, . (15)

Como a equagio (8) fixa o niimero total de particulas, também podemos escrever

N C]‘; Vzde .
1% =7 ex ﬁoe ' (16)
0

onde S, € o inverso da temperatura de Bose-Einstein. Entao, temos a relagao

: 8/2
Ny =N 1—[1) . | (a7
Ty

Ny/N J

¥

=y

0 Ty

Figura 10.2 Fracdo de particulas no condensado de Bose-Einstein em funcio da temperatura ao longo daregido

de coexisténcia (g =0, com T< 7).

Na figura 10.2 representamos N, /N contra a temperatura 7, 20 longo da
regido de coexisténcia entre um condensado macroscépico e os estados excitados
(isto &, para u = 0, com T< T,, num diagrama de fases de p contra T). Deve-se
notar que N,— Npara T— 0 e N,— 0 para T— T,. Nas vizinhancas de 7, ainda

podemos escrever

Ny 3Ty-T

18
N 2 Ty (%)
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Uma abordagem mais sofisticada para o gas de bésons, indica quc (N,/N)1/2 ¢
proporcional a0 médulo do “parimetro de ordem” da transicao: anula-se para
T2 T, e comporta-se, para T— T, —, de acordo com a lei assintética (T,-T)8,
com o expoente critico 8 = 1/2 (que € um comportamento caracteristico das
transicoes de fases de segunda ordem na aproximagio de campo médio; ver, mais
adiante, as discussoes sobre transicoes de fases no capitulo 12). No entanto, a
temperatura 7, depende da densidade e nio define um ponto critico usual, como
no caso do ponto critico da transi¢ao liquido-gas. No diagrama de fases, em
termos dos campos termodinamicos s € 7, hd uma linha de coexisténcia (ou seja,
de transicoes de primeira ordem) entre o condensado de Bose-Einstein e os
estados excitados, ao longo do eixo u =0, at¢ a temperatura 7, (ver figura 10.3).
Essa linha de transi¢oes de primeira ordem, no entanto, nao pode ser cruzada,
pois o gas de bosons livres nao tem sentido fisico para u > 0 (embora haja expec-
tativas de que a introdugdo de interagoes entre as particulas possa corrigir esses
aspectos pouco fisicos do modelo). Vale a pena também enfatizar que a con-
densacao de Bose-Finstein, ao contrario da condensacao usual de um fluido no
espaco real, representa uma condensagao de particulas no espago de momentos
(pois ocorre uma ocupagao macroscopica dos estados de particula unica com

momento nulo).

T p=0

=y

Figura {a) Figura ()

Figura 10.3 Na figura (a) esta representado um esquema do diagrama de fases de um fluido simples, nas vizi-
nhang¢as do ponto critico, em termos do polencial quimico e da temperatura (2 linha cheia é uma
curva de coexisténcia de duas fases distintas que se tornam idénticas no ponto critico). A figura
(b) representa o mesmo tipo de diagrama para um gas de bdsons livres (ndo tem sentido fisico

cruzar a curva de coexisténcia, quc coincide com o eixo = 0).

(A) DIAGRAMA DE FASES DO HELIO

O heélio € a Gnica substancia que nao se solidifica a pressao atmosférica,
mesmo a temperaturas extremamente baixas. O hélio liquido apresenta uma

transi¢ao entre uma fase liquida normal e uma fase superfluida, que no passado

24]
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foi associada a transicao de Bose-Einstein (ver, por exemplo, o texto classico de
Fritz London, Superfluids, New York, Dover, volume I, 1961). Estamos sempre nos
referindo ao isétopo mais comum do hélio, He#, que ¢ um béson; o isétopo mais
raro, He3, que é um férmion, nio se condensa, mas apresenta outras propriedades

curiosissimas a temperaturas bem mais baixas.

p A
(atm) Salido
2."3‘
L U P
1
ve ‘
[}
\ C
2,95 L ¥
Hell
4
P (s
A
9,17 5,20 T()

Figura 10.4 Rcpresentacao esquematica do diagrama de fases do hélio no plano da pressio contra a tempe-
ratura. A linha pontithada representa uma transicao de segunda ordem (ou continua) entre uma

fase normal (He 1) e uma fase superfluida (He I ); & um ponto critico usual.

Na figura 10.4 apresentamos um esquema do diagrama de fases do hélio
em termos das varidveis intensivas pressao e temperatura. As linhas cheias
representam transi¢coes de primeira ordem, ou seja, linhas de coexisténcia de
duas fases termodinamicas distintas, caracterizadas por densidades diferentes,
mas Com 0s MeSmOos parametros intensivos e a mesma energia livre de Gibbs
por particula. A linha pontilhada representa uma transicao continua, de
segunda ordem, entre a fase liquida normal (/) e a fase liquida superfluida
(1I). Nesse diagrama ainda estd indicado um ponto critico usual ('), com
temperatura critica 7, 5,2 K¢ pressao critica p, =~ 2aim, ¢ o chamado ponto
A, dado por T, ~ 2,17K e p, ~ latm, com o volume especifico v, ~ 46,2 A3,
Ao contrario da transicao liquido-géas, quc ¢ sempre de primeira ordem,
envolvendo fases com densidades diferentes e calor latente, a transi¢io super-
fluida &€ sempre de segunda ordem, pois a fase I/ transforma-se na fase I de
maneira continua. Medidas extremamente cuidadosas do calor especilico a
volume constante nas proximidades do ponto A, realizadas por Buckingham
e Fairbank na década de 50, estao representadas na figura 10.5. Foi exatamente
a forma desscs graficos que deu origem ao nome ponte A. Na imediata vizi-
nhanca de 7,, medidas ainda mais detalhadas do calor especifico tém sido

ajustadas a uma expressao do tipo
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cy = A+BIn|T ~T,|,

onde os coeficientes podem ser diferentes acima e abaixo da temperatura critica.
Na realidade, esse ajuste, incorporando a divergéncia do calor especifico a volume
constante, é impressionante: elc acaba valendo para 1= [T- T, |/ T, desde 10-! até
105 - 10-6 (ver, por exemplo, M. J. Buckingham ¢ W. M. Fairbank, em Progress in
Low Temperature Physics, editado por C. J. Gorter, Amsterdam, North Holland, 1961).

20 —

(/g x K) —pm

(K} (mK) WKy

(r~1) —=

Figura 10.5 Medidas do calor especifico do hélio a volume constante nas vizinhancas do ponto A (onde as
curvas tém, de fato, a forma da letra A). Note a precisio com que a temperatura critica pode ser
definida [figura bascada em ardgo de M. J. Buckingham e W. M. Fairbank, publicado em Progress

in Low Temperature Physics, vol. 3, editado por C. ]. Gorter, Amsterdam, North Holland, 1961].

Por curiosidade, vamos calcular a temperatura de Bose-Einstein 7, dada
pelaequagao (11}, usando os dados disponiveis para o hélio no ponto A (m=4M,
onde M é a massa do proton, ¢ V/N= v, ~ 46,2 A3). Com esses dados, temos
T,=~ 3,14K, que € um valor muito préximo da temperatura do ponto A. Sem
duivida, esta nao é uma mera coincidéncia: de fato, hi semelhancas entre a fasc
superfluida do hélio € um gas ideal de Bose na fase condensada (isto €, com
potencial quimico nulo e temperaturas abaixo de 7,). Também ha grandes dile-
rencas, pois ja apontamos que é pouco realista desprezar as intcracoes entre
as particulas num liquido quantico. Modelos mais realistas para a transicio

superfluida do hélio, no entanto, estao além dos propdsitos deste texto.

243



244 o Introducdo d Fisica Estatistica

(B) BOSONS LIVRES NA REGIAO NORMAL (1 < 0)

Com o potencial quimico estritamente negativo, podemos escrever o logaritmo
da fung¢ao de particac como uma série de poténcias da fugacidade z= exp(Su).

A partir da equacao (1) temos

1. 1 1
Fln:(ﬁ,V,z) = -—Vln(l— z)—v ]z#(’) ln[l— zexp(-—ﬁsj )] : (19)

Portanto, no limite termodinamico, V- =, com z < 1, temos

co

%lnE(ﬁ,V,z)—) -yC j Y2 ln[l—-zexp(—ﬁs)]de , (20)
0

onde a transformacao da soma numaintegral nao apresenta quaisquer problemas.

Entao, podemos escrever

=4

1. B o —pe 1 o _ope Y~ 2"
vln»’l(ﬁ,lz,Z)—‘}/C J. £ [iZ.e ﬁ +EZ e B o+ CZS:'—?)E%, (21)
0

n=1
onde

A= _h__........ (29)

(2rmigT )2

¢ o comprimento de onda térmico.

Introduzindo a funcao

podemos escrever a forma mais compacta
llnE([)’ vV z) = lg / (z) (24
V T 23 SR :

Portanto,
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d . i y
N =z—-InE(p,V,z) = %gg/z(Z) @)
[+
U=~ nE(8,V,5) = 2L gyn(s). (26)
B . 2843

Para obter a energia interna Ucomo funcao das variaveis mais convenientes 7, V
e N, temos de utilizar a equagdo (25) para eliminar z. Em geral, isso pode ser

bastante trabalhoso, devendo ser feito numericamente.

A titulo de exemplo, vamos calcular o calor especifico a volume constante,

definido pela relacao

1({oU kB (U
;= Cv T, = | 5 == 98 . !
ey = cy(Tv) N [8T JV,N N ( 9B )V N -

Para levar a cabo esse célculo, precisamos da fun¢do Uescrita em termos de 8, V
e N. No entanto, dispomos apenas de U como funcao de 8, Ve da fugacidade z
(e de Ncomo fung¢ao de 8, Ve z). Vamos, entdo, recorrer a técnica dos jacobianos

(ver apéndice A.5). Omitindo a dependéncia no volume, que esta sempre fixo,

N
9B ).

(5,
82 ﬁ

Utilizando as equacoes (25) e (26), temos agora condi¢des de calcular todas essas

podemos escrever

(28)

30) -2 2 (2) ()

derivadas. Assim, temos

JU 15yV

z

{ﬂ) _ 3}’V ] (Z) . (29)
dz i 2ﬂﬂ,3z 3/2 ’ .
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INY 3w .
[Eﬁ_l YR g32(2);

(awj RECE (30)
-] = 71/2(%) -
dz B /l?’z ’
Portanto, o calor especifico a volume constante serd dado por
o =3y 1582(2) 3 g5els) 1
V=9 ™ ) 2 ’ (31)
Z = g3/2(~) gl/?(z)

onde a fugacidade deve ser eliminada através da cquagao (23). No limite classico,
g(z) = z; portanto, (:f,;r-"’a (8/2) kp, de acordo com o teorema da eqiiparticao. Na
transicao de Bose-Linstein (z=1, T=T,), ¢y € finito, pois gy ;o (1) — @, g5,9(1) =
§(3/2) =2612...e g5 0(1) =£(5/2) = 1,342....

Como exemplo adicional, vamos também obter uma expressio paraa entropia
como funcao de 7, Ve da fugacidade z No formalismo do grande potencial ter-

modinamico, temos

Jd dp
S=-|=| =v|Z£]| .
[aT.)V,u (aT Ju o

Por meio da equacao (24), podemos obter a pressao em termos da temperatura
e do potencial quimico,

p=p(T.u)= “%Egs/a(z)- (39)
Portanto,
knyV | B
S = {i?i"/ {§g5‘/2(z)—g3/2(z)ln z} ) G

Utilizando a equagdo (25), também podemos escrever

S = huN EgS/Q(Z) In 2 '
D = {Bi ‘?g&"?(z)— 1nzy.

(35)
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(C) BOSONS LIVRES NA REGIAO DE COEXISTENCIA (=0, T < Tjy)

Sobre alinha de coexisténcia os calculos sao mais simples, pois o condensado
tem energia nula. Entao, utilizando as equagoes (25) e (26), a energia interna do
sistema ¢ o namero de particulas nos estados excitados sac dados por

+

s
U= 2{37/13 gs/2(1) (36)
€
;W
N, = %3‘3,"2(1) : 7

O calor especifico a volume constante pode ser obtido facilmente,

T A 7 Q fc
o=~ 2] D )= o T2, (38)
NA\IT Jy n 42°N 77 N '

ondc ¢ é um prefator constante. Para I'— 0, ¢y comportase como T3/2 a0 con-

trario do calor especifico do hélio liquido, que apresenta um comportamento assin-
totico do tipo T3, como no caso do modelo de Debye para os solidos cristalinos.
Por meio dessa cxpressio, notamos também que nao ha descontinuidade no grafico
de ¢y contra Tquando cruzamos a temperatura da transicao de Bose-Einstein.

A pressao pode ser obtidaa partir do logaritmo da grande fungao de particao,
dado pela equacao (19). No entanto, esse calculo deve ser feito com o maior
cuidado. Para p — 0 ¢ V— =, scgundo a equacdo (13), que lornece a densidade

de particulas no condensado, temos

1 =z 1 1 Ny
Vi-z Vi-z Vv

> (39)

onde N,/ Vtem um valor finito. Portanto, também devemos ter

1 v _
vln(l—z) - 0. | (40)

Iintdo, considerando a equacao (19), a pressao na linha de coexisténcia deve ser

dada por
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° = ﬁ%gsﬁ (1). (41)

as de Fermi, a pressao dos

(42)

(43)

uma integracao da equacgao
m 73/2) no zero absoluto,

ondensado, portanto, nao

1 vadiagdo do corpo negro, que
nsidade da radiacao eletro-
s definir u(v) tal que u(v)
avidade aquecida, em equi-
. Certamente u{v) poderia
nitem ou absorvem energia
se sabia, no final do século
ia, da cavidade, mas apenas
1 observada fazendo-se um
gia, I{v) = cu(v), onde céa
mental esbo¢ada na figura

a lei classica de Rayleigh e

o

p= ‘BLVInE(ﬁaV,z) — %C:';gl/g ln[l—e'Be]aﬁ

Portanto, ao contrario do que acontece no caso do g
bdsons livres se anula no zero absoluto.

Para calcular a entropia, vamos escrever

P ap
- (32), %)
d1 Vo aT o

Portanto,

como poderia ter sido obtido diretamente por meio de
(88) para o calor especifico. A entropia se anula (co
de acordo com a terceira lei da termodinimica; o ¢

carrega nenhuma entropia!
10.2 GAS DE FOTONS. ESTATISTICA DE PLANCE

A teoria quantica tem suas origens no problema d
consiste na tentativa de explicar a distribui¢ao da inte
magnética provinda de uma pequena cavidade. Vams
dvseja a quantidade de energia por volume de uma ¢
librio, num intervalo de freqiiéncias entre ve » + dv
depender da maneira como as paredes da cavidade er
nessa frequéncia. No entanto, experimentalmente ja
passado, que u(») nao depende da forma, da geometr
da temperatura de equilibrio 7. Essa radiacao pode se
pequeno furo na cavidade e medindo o fluxo de ener
velocidade da luz. Obtinha-se, entao, a curva experi
10.6, onde também esta indicada a curva prevista pe:

Jeans.



Basons Livres: Condensagdo de Bose-Einstein; Gds de Fétons

u{v) A ’

‘ Experiéncia

v

Figura 10.6 Densidade de energia em funcao da freqiténcia de radiaczo de um corpo negro. A linha tracejada
mdica o resultado tedrico de Rayleigh-feans.

Com os recursos tedricos da mecénica estatistica classica e do eletromag-
netismo, so € possivel deduzir a lei de Rayleigh-Jeans, que funciona apenas para
frequéncias baixas. Essa lei conduz a um resultado absurdo, pois a integral de
u(v) seria divergente, implicando a existéncia de uma quantidade infinita de
energia dentro da cavidade. A discrepancia entre a lei de Rayleigh-Jeans e os
resultados experimentais ficou historicamente conhecida como a catdstrofe do
ultravioleta.

A partir de argumentos termodindmicos, de cariter fenomenolégico, €

possivel mostrar que
u(v) = v?’f[%], S

mas nao € possivel estabelecer a forma da fungdo f{v/T). Utilizando as equacdes

de estado,

pV ==U e U=W(T}, (45)

onde U¢ a energia interna do sistema, também € possivel deduzir a “lei de Stefan-

Boltzmann”,
u(T) = J.u(v)dv = oT*, (46)
0

onde o é uma constante. Além desses resultados termodinamicos, conhecidos no

final do século XIX, ainda se conhecia uma férmula empirica, devida a Wien,
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u(v) =? Cxp{——;v—TJ , (47)
B

onde a constante / seria posteriormente identificada com a constante de Planck
¢ kg com a constante de Boltzmann, que funciona muito bem na regiao de altas

frequéncias.
(A) DECOMPOSICAO ESPECTRAL DO CAMPO ELETROMAGNETICO

Vamos, inicialmente, utilizar o eletromagnetismo maxwelliano para obter
adecomposi¢ao espectral da energia associada ao campo eletromagnético. Dentro

de uma cavidade vazia de volume V, a cnergia eletromagnética € dada pela expressao

9 = LJ(EQ +f12)43? ,
81

V.

(48)

-2 2 . . R o d
onde os campos E e H sao fungdes da posicao 7 e do tempo {, obedecendo as

equacgoes de Maxwell,

- 19H
VXE =———,
¢ Jt
(49)
V-E=0,
e
¢ ot
(50)
V-H=0

Nuima primeira etapa vamos determinar como a energia esta distribuida cntre as
diversas [requiéncias presentes na cavidade a uma dada temperatura 7.

Introduzindo os potenciais de Hertz, podemos escrever

H=VxA4 (51)
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As cquacoes de Maxwell para o divergente do campo magnético ¢ o rotacional do
campo clétrico sao satisfeitas automaticamente. As duas outras equacdes de Maxwell
devem, entao, servir parzi definir os potenciais Xe ¢. Devemos obscrvar, no entanto,
quc esses potenciais ficam definidos a menos de uma mudanca de gauge. De lato,

0s novos potenciais,

1y

A— A-Vy e o> o+ ,
c Jt

(33)

. X - s - - —
onde ¥ € uma funcio arbitraria, definem exatamente os mesmos campos £e H .
Como temos ampla liberdade para escolher ¢, scmpre podemos mudar para uma

situacao em que

V-A=0, (54)

V&7 —LQ :%—~V¢ (55)

V29 =0, (56)

Como ndo hd cargas na cavidade, podemos tomar ¢ =0, ou seja, podemos escrever

o -

2= Hx’ﬁ

szl'— 19 8—2
¢ di

=0, (57)

ficando os campos definidos pelas equagoes

H-Vxa ¢ s __1o4 (58)
¢ dt

|
|
|

Como jafoi dito, verifica-se experimentalmente que a geometria ou o material

das parcdes da cavidade nao influem na distribui¢ao de equilibrio. Vamos, entdo,
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considerar uma cavidade na forma de um paralelepipedo de lados L, Lo € Lg.
Podemos imaginar que essa estrutura seja repetida periodicamente em todo o
espago € que 0S CamMpOos sejam 0s mesmos nos pontos correspondentes em todos
os parclelepipedos. Do ponto de vista termodinamico, essas condi¢oes de contorno
se justificam porque as paredes servem apenas para impedir que o sistema ganhe
ou perca energia. A periodicidade dos campos tem o mesmo efeito, pois, dessa
forma, qualquer paralelepipedo ndao pode ganhar ou perder energia para os
outros. Com essas condi¢oes de contorno podemos fazer uma analise de Fourier
dos campos. Entao, vamos escrever

A=Z -‘J? exp(z’ﬁ-?), C(59)
k

e
onde o vetor de onda k£ € dado por

k= (kx,k;.,kz)=(22:n,2;n,2l} | (60)

com m, n, [=0,+1,+2,... Como o potencial vetor & real, também devemos ter

o
F=A . (61)

%
A condic¢ao de transversalidade, V - 4 =0, implica a relacao

k~AE=0, (62)

—> v d
ou seja, os vetores complexos A» sao normais aos vetores de onda k. Temos,

entio, a equagao de onda,

d2}i’,' .
4 R A =0, (63)
dt? ‘

que coloca em evidéncia o carater harmonico das vibracoes do campo eletromag-
nétco.

As solugdes da equacgdo (63) podem ser escritas na forma

A; = a; exp(z’ a)};t) + E}: exp(~z’ a)gt) s (64)

onde o espectro de freqiiéncias é dado por
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wp = ck . , (65)

Levando em conta as restrices impostas pela equagao (61), podemos escrever a

(64)na forma

! — . —¥ .
AE = aj exp(z co,;t)+awl; exp(—z a)];t) . (66)
Portanto, inserindo na equacio {59), o potencial vetor sera dado pela expressao real

A=Z[&'Eexp(i(z)gt+ii£~?)+c.c.], (67)
k

I . . - =
onde c.c. significa o complexo conjugado do termo anterior. Os campos £ ¢

serao, finalmente, dados por

J :_;E 2%[—%&5 exp(iwﬁt+igv?)+c.c.] ' (68})
e
I;T=V><A=2[2’(2Xﬁg)exp(iwﬁi+él;~?)+c.c.]. (69)
k

=% '"‘72 . g_) a1
Agora devemos obter E2 e H? e integrar no volume d r. Utilizando a pro-

priedade de normalizagao,

J.exp(ﬂ? Tk 7)<V (70)

Lf
nao € dificil mostrar que

5282 _ 2. - - 9. s
Ib a’r = z[rVk ap - a_j exp(?zm“)%-Vk ap-ap +

v k

2_‘*.*—— ‘2__*._.:# _9 _
+Vk ar - ag Vk ap-a_; exp( ..zcokt)] .
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Da mesma forma, utilizando as propriedades do produto vetorial misto e a trans-

versalidade dos campos, também podemos mostrar que

.
-+

72 8= 2= = 0~ 22 - &
J-H a7 —Z[Vk ag - G_j; Cxp(?zcokt)+Vk ag - ay
k
V

(72)
2_,* = 2_.=l: ) o _9; -
+ Vi ar -ay + Vk ap-a_: exp( Qaa)kl)].
Portanto, podemos escrever a expressao
=1 (E*2'+ﬁ2)di*?=i2}c25.—-af :
87 emi R (75)

v

que fornece a decomposicao espectral da energia do campo eletromagnético

dentro da cavidade de volume V.
(B} SOLUCAO CLASSICA

Para utilizar o formalismo candnico classico, vamos definir as coordenadas

generalizadas de posicdo,
Q]; (t) = a[&}; exp(ia)‘,;t) + c'ig exp(—ia)gt)] s (74)

onde o € uma constante real (a fim de que as coordenadas generalizadas também

sejam reais}, e as coordenadas generalizadas de momento,

= d = N . . . -
P];(t) = ZQ]? (t) = Of[aa)]; ay exp(zco/;t)m 0] a; exp(—zw,;t)] . (75)

- i > . A
I'screvendo a- e a—- em termos dessas coordenadas generalizadas de posicao ¢
e K <

de momento e substituindo na equagdo (73), temos
4 72, 12 2352 :
_r)L[:"-——(— [P—+k(.‘Q—-:|. (76
o2 % i P {76)

As equagoes candnicas de Hamilton,
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d ~ _9H dp __OH -

_Q]':—_, e — b
dt™™"  JP; dt " Q5

serao imediatamente satisfeitas com a escolha

v 1/2
o= ( 5 ] . (78)
4me

Diante de uma forma canénica, podemos utilizar todo o formalismo da

mecanica estatistica cldssica. Devido 4 transversalidade dos campos, é importante

notar que
Qp h=Pph=0. 79)

- =g - ~ - >
Entao, tanto Q¢ quanto P tém duas componentes apenas e o hamiltoniano
desse sistema pode ser escrito na forma

1IN p2 _ §
}{_52[ k] Qk]} Z’H}"’J ’ (80)

k,j k,j

onde j=12eHp j ¢ o hamiltoniano de um oscilador harménico unidimcensional
com freqiiéncia angular caracteristica wp;= ke.

A funcdo canodnica de particao € dada por

z=11 J J.ko dP;Jexp{-ﬁ {P Wt wi{QE‘J}. (81)

P 7 %

Portanto,

Inz= Zl (ﬁke] (82)

Entao, temos a energia interna

U:—%lnz: J‘~d3k—>w, | (83)

k )j
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cuja divergéncia constitui a famosa catastrofe do ultravioleta. Pelo menos for-

malmente ainda podemos escrever

oo . oo

U= LskBTj4nk2d}c = S—QEWBTJ Vi, (84)
4 ¢
0 0
onde
v 3 iw—- — k_c 8‘—
om % om’ (85)

Portanto, temos a lei de Rayleigh-Jeans,

u(v)=8nk3;gv2, (86)
c

que reproduz os dados experimentais somente na regido de baixas freqiiéncias.
(C) LEIDE PLANCK

Em 1900, Planck propds que a energia de um oscilador de freqiéncia v
ficasse restrita aos multiplos intciros de uma entidade bdsica Av. Dessa forma, a
funcao candnica de particio seria dada pela expressao

z=11%,;. | (7)
ki
ondc
Zi ;= iexp(—ﬁginwgn] = [l—exp(—ﬁﬁwé)]_l . (88)
n=0

Temos, entio,

1

InZ=3 Inz; =-2

“~ (2n)3 J‘dgiz' ln[l - exp(—ﬂ hco,; )] . (89)

Portanto, a energia interna ¢ finita e é dada por
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9,V g ke
U= a/Ban 2(2n)3".d k—exp(ﬁhkc)— , (90)

de onde obtemos a densidade espectral de energia

8nh v
= (91)
u( V) P exp(ﬁ hv)—

que € a famosa le: de Planck.
No limite de baixas frequéncias, »— 0, a equacao (91) reproduz a formula
de Rayleigh-Jeans,
}{BT 2
u(V) - STE—% Ve, (92)

c*

de acordo com a equacao (86). Utilizando a equacdo (91), no entanto, a energia

total nao apresenta nenhuma divergéncia. De fato, temos

7
U _ J'u 8th‘ Vv (8)
v 3 ) exp(Bhv)-
0 0

Com a mudanca de variaveis Sav = x, obtemos a lei de Stefan-Boltzmann,
N
U 87 J‘ x”dx

4
= |7 =oT*, (04)
0

Vo (k)

onde o & uma constante.
(D) QUANTIZACAO DO CAMPO ELETROMAGNETICO

Em 1928 Dirac sugeriu que as varidveis canonicas classicas Qp ;e Pg ; fossem

- tratadas como operadores, obedecendo as relacoes de comutacao

[QE]’PEI,] ] Zhak k/tg (95)
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(97 Q | =[P P =0 o9

O hamiltoniano, portanto, passa a ser considerado como um operador quantico.

Dirac ainda introduziu os novos operadores

Ay = 0 Q,, +itta P, (97)
<

al =m0, —ioP,,, (98)
tal que

[am,aj: = 2100 09 8, 1, ‘ (99)
<

“JL’“H =[ay, a,]=0. (100)

Com a escolha das constantes a; e ay, tal que

2hoy 09 =1 ' (101)

0? = 4n’a;’ . (102)

o hamiltoniano pode, finalmente, ser escrito na linguagem caracteristica da segunda

quantizacao,

_ I
H = ;ha’k,]‘(“;;,j @, "“2“) . (103)
j

incluindo o termo de ponto zero (isto &, 0 vacuo quantico).
Utlizando o formalismo de Dirac, € possivel associar ao campo eletromag-

nético determinadas particulas, denominadas f6tons, que obedecem a estatistica de
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Bose-Einstein. O spin do foton € 1, embora devido a transversalidade js6 possa assumir
dois valores. Dessa maneira, podemos recuperar todos os resultados de Planck. Nos
textos introdutérios de mecanica quantica, sempre ha um capitulo sobre o tratamento
do oscilador harménico, em que sio estudadas as propriedades dos operadores dc
criagio e de aniquilagio, ae af, do operador ntimero de particulas, afa, ¢ da repre-
sentacao dos nimeros de ocupagao (associada ao chamado espago de Fock). No
caso desse gas de f6tons, o mecanismo que produz o equilibrio térmico é a absorcio
e a emissao de fotons pela matéria. Como o numero de fétons ¢ uma grandeza
variavel, o potencial quimico do gas deve ser nulo. Voltaremos a esse problema

quantico no préximo capitulo, no contexto dos sistemas ideais de fonons ¢ magnons.

EXERCICIOS

1. Considere um sistema de bésons ideais de spin nulo (y=1), dentro de um reci-

piente de volume V.

(a) Mostre que a entropia acima da temperatura de condensacio T, deve ser

dada pela expressao

/

h
§ =kBI§ 5§5,"’2(7-) g3/2(z) ,

kT

onde

h

/1 = 'm
'\j Qﬂv'ﬂZkBT

oo
Zn
gale)= 2=

n=1"

(b) Dados Ne V, qual a expressao da entropia abaixo de 7,2 Qual a entropia
associada as particulas do condensado?
{c) A partir da expressao para a entropia, mostre que o calor especifico a

volume constante acima de 7, & dado pela expressao

_3, 1ol el
gsalz)  gye(z)
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(d) Mostre que, abaixo de T, o calor especifico a volume constante ¢ dado por

15
cy = XDkB %gw’g (1) .

(¢) Dado o volume especifico v, trace um grafico de ¢/ ky contra A2 (isto &,
contra a temperatura em unidades convenientes). Obtenha as formas
assintéticas do calor especifico para T— 0 e T— ® e o valor do calor espe-

cifico para T=T,.

Como seriam modificadas as expressoes do item (a) do problema anterior no
caso de um gés de bosons livres em duas dimensoes (numa regido de arca A)?
Mostre que nao ha condensacao de Bose-Einstein para esse gas bidimensional

(isto &, mostre que, nesse caso, a temperatura de Bose-Einstein € nula).

Considere um gés ideal de particulas bosénicas com graus internos de liberdade.
Suponha que, além do estado fundamental com energia nula (&,=0), somente
sejanecessario Jevar em conta o primeiro cstado excitado interno, com energia
€ > 0. Dctermine a temperatura da condensacao de Bose-Einstein desse gas
cm funcao do valor de &.

. Considere um gés de bésons nao-interagentes cujo espectro de energia € dado

pela expressao

£ = hcm ,

—
onde % € ¢ sio constantes e k € um vetor de onda. Calcule a pressao exercida
pelo gas quando o potencial quimico for nulo. Qual a forma da pressiao da

radiacao de um gas de fotons?

O hamiltoniano de um gas de félons dentro de um volume V &€ dado pela

€XPressao

; 1
+
H—zhwé,' ar ap it
o H ok 12
N

—
onde j=1,2 indica a polarizacdo, k € o vetor de onda,

05 ;= ck,
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.%
cé avelocidade daluz e k= |k |.

(a) Calcule a funcao de particdo candnica associada a esse hamiltoniano.

(b) Mostre que a energia interna € dada pela expressao

U=oVT".

Obtenha o valor das constantes n e o.

{c) Considere o sol como um corpo negro a uma temperatura de 5800K. O
didgmetro solar e a distincia entre o sol € a terra sio da ordem de 109m e
de 1011m, respectivamente. Calcule a intensidade total da radia¢ao solar

nasuperficie da terra. Qual o valor da pressac dessaradiacao sobre a terra?
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FONONS E MAGNONS

Neste capitulo vamos continuar apresentando alguns exemplos de sistemas
bosonicos — fonons e magnons — de interesse em fisica dos sélidos, Fénons sao
quase-particulas produzidas pela quantizacio das vibragoes eldsticas da rede cris-
talina. Magnons sao quase-particulas associadas ds excitagdcs magnéticas ele-
mentares acima de um estado fundamental ferromagnético (embora também se
construam magnons a partir do antiferromagnetismo ou de outros ordenamentos
magnéticos ainda mais complexos). Modelos de quase-particulas ndo-interagentes
sao muito tteis para explicar uma série de propriedades termodindmicas a baixas
temperaturas, como afamosaférmula de Debye para o calor especifico dos s6lidos
cristalinos. Fénons nao-interagentes correspondem a potenciais elasticos har-
monicos. Magnons livres correspondem a um tratamento aproximado, presumi-
velmente valido a baixas temperaturas, que consiste em levar em conta apenas os
estados excitados de menor energia acima do estado fundamental magnético. Na
altima seg¢ao deste capitulo vamos examinar o papel das interacoes num sistema
bosénico. A titulo de curiosidade, decidimos apresentar o esboco de uma teoria’

para a superfluidez no hélio liquido.
11.1 FONONS CRISTALINOS

As propriedades de um solido cristalino podem ser descritas por um modelo
de particulas idnicas executando pequenas excursoes em relacao as suas posicoes

respectivas de equilibrio (que definem a chamadarede de Bravais). Na construcdo
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desse modelo estamos adotando uma aproximacio adiabatica, que consiste em
considerar isoladamente os movimentos iénicos, separando os graus de liberdade
associados ao movimento muito mais rapido dos elétrons. Escothendo uma forma
quadratica para os potenciais interidnicos (que néo passa de wma aproximacao
de primeira ordem para o potencial cristalino real), podemos obter diversas pro-
priedades fisicas dos solidos, principalmente a baixas temperaturas. Os fénons
livres sao quase-particulas provenientes da quantizacao das vibracoes elasticas
desse modelo com potenciais harmonicos. A temperaturas mais altas, ou quando
as excursoes em relacao ao equilibrio nao forem suficientemente pequenas, efeitos
anarmonicos tornam-se importantes, dando origem a um gas de fonons intera-
gentes (cujo estudo ultrapassa os objetivos deste texto).

Em vez de considerar um modelo realista, numa rede de Bravais tridimen-
sional, como deve ser feito nos cursos de fisica dos sélidos, vamos inicialmente
analisar um modelo harménico ainda mais simples, em uma dimensao, contendo,

no entanto, todos os ingredientes do problema fisico original.
(A) VIBRACOES FLASTICAS EM UMA DIMENSAO
Vamos considerar uma cadeia de N ions de massa m, ligados por molasideais

de constante elastica £, com encrgia cinética

N 1 9
T = Z-‘-)-mxj s | (1)
j=1"

e energia potencial

N )

I’r:z%k(xj+1*xj"-(lo)-, @)
=8

onde @, € uma constante positiva € x; é a posi¢ao do jfésimo ion cristalino. Em

J
uma dimcnsao podcmos escrever
X = ja+u; a
jTATY (3)
onde «a € a distancia interionica de equilibrio, j=1,2, ..., N, e u; designa uma

(pequena) excursao em relacdao ao equilibrio. Vamos ainda impor condi¢des

periodicas de contorno,
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Xn41 = - (4)

Utilizando o novo conjunto {u;} de variaveis, temos

N 1 9
T = 25 it (5)
j=1
e
1 9 N 1 9
V.—;Ekl\’(a—(jo) +J§l§k(uj+l_uj) . (6)

Podemos agora escrever os deslocamentos em termos dos modos normais

de vibragdo do sistema (ou seja, de suas componentes de Fourier),
u:—l——z'& ex (i 'a) -
AN o pyga - (7
q

Devido as condicoes periddicas de contorno, e supondo que Nseja par, o niimero

de onda ¢ pode assumir N valores discretos,

g=0,£28 £ 2y g 2N )T o
Na Na Nai 2

que constituem a primeira zona de Brillouin desse cristal unidimensional. Alem

disso, como os deslocamentos sdo reais, ainda devemos ter a condi¢ao

. N

Ug =, - )
Utilizando a propriedade dec ortogonalizacao,

N

> explilq +42) ja]= Ny g . (10)
=1 :

podemos escrever a energia total na forma

| Y 1 9 A A 1., 2
F=T+V = 2{§7nuqu_q +§qu t, ‘u__(]}—'FE]U\' (a—ao) R (11)
q



266 ¢ Introducdo d Fisica Estatistica
onde

@, = =(1-cos ga) (12)

e 0 tltimo termo representa uma contribuicio eldstica trivial.
Procedendo de forma aniloga ao que ja foi feito no caso dos f6tons, vamos

¢screver

ag =a, exp(iqu) + "iq exp(—-ia)qt) R {13)

onde € bom frisar que a, e a_ ¢ 140 sao fungdes do tempo (e que estamos pre-

servando a relacao g =u_, ). Entao, € facil verificar que a energia harménica

associada as pequenas vibracdes é dada pela decomposicio espectral

J G- 2 9 =k
H o= L= kN (a~a,) = meq e a (14)
: q

onde o miimero de onda g pertence i primeira zona de Brillouin. Podemos agora
Introduzir as coordenadas generalizadas reais

Qg = a[aq cxp(ia)qt) + aq exp(—z'a)qt” (15)

Py = Qq = o, I:a.q exp(z'a)gt) - a; exp(—z’qu)} , (16)

onde « € uma constante positiva. Em termos dessas novas coordenadas, temos a

energia

2
_ o 52 g 2 ' .
A=t a an
q

Para compatibilizar as definicdes (15) e (16) com as equagoes candnicas de
Hamilton,

oH "M, _ , (18)
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IH m :
aﬂ’q 2&2 4 q ) (19}

hasta fazer a escolha

9
o =—, (20)

~ que fornece o hamiltoniano classico do problema,
H = P? + . y
2 { 5T 3% } (21)

No formalismo canénico classico, a fungao de particao se fatoriza. Sem levar
em consideracao o termo uniforme de energia elastica, que produz uma contri-

buig¢ao trivial para a energia livre, temos

z=11z,. (29)
7
ondec

4o “+o0
_ » B B o 9| 2n o
= _[qu '[queXp{—u—éIq ~—(DGQ(] = — (23)

devendo-se excluir o modo ¢ = 0, que corresponde a uma translacdo pura do

sisterna. No limite termodinamico, temos

+7/a

om’m
—1 Z=— In - J- In dqg . 94
N N 2 (ﬁw ] 4n !kﬁg(l—cosqa)] 1 @9

~nfa

Calculando o valor da integral, temos, finalmente,

k32 kg

h
4

+7 -
v 9
Limz=ly|2Er L Jln(l cos 8)df = = In tm | (25)
N 2 Cdn 2
-

267
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de onde vém os resultados classicos para a energia interna por ion, u= kg7, € para
o calor especifico a volume constante, ¢,= (0u/dT ), = kg, de acordo com alei de
Dulong e Petit para um sistema unidimensional. Isso significa que a inclusao de
intcracoes harmonicas entre os ions, dentro dc um contexto classico, ainda nao é

capaz de explicar a variagiao do calor especifico dos sélidos com a temperatura.
(B) QUANTIZACAO DO MODELO UNIDIMENSIONAL

Percorrendo as etapas usuais da quantizacao de um oscilador harménico

classico, vamos introduzir o operador momento,

h d
P ==,
q ; aQq (26)

na equagao (21) a fim de escrever

2
2% w, % + _0;_qu2 . (27)

Redefinindo as coordenadas de posicao,

1/2
h

Qq = o, Sq» | (28)

temos a forma mais conveniente

H = l?ico ————82 +&2 29
S &g ] ge 5[ (29)
q Sg

Introduzindo agora os famosos operadores de aniquilacdo ¢ de criagao,

J
7| %t
% = N f]a(gq
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cf( (31)

", : 8&,
com as propriedades de comutacao dos bosons,

[(z a ]: ol ot =0 e a ,a |=8 (32)

q1°"g9 q1° g 117 g q1-92 * )
temos, {inalmente,

1
fF[Zha)aa+ hooy | (33)

onde o espectro de [requiéncias W, € dado pela equacao (12).

Nesse ponto € interessante recordar alguns aspectos do processo de quan-
tizacdao do oscilador harménico. Vamos considerar um sistema de particula Gnica.
Dado um niimero quantico 7, fica totalmente caracterizado o estado (de particula
tnica) do sistema {os polinémios de Hermite). O estado de particula Gnica ¢,
representa uma situacao com n quanta (no nosso caso féonons) e energia Anw.
Torna-se, entao, conveniente introduzir a notacao ¥, = in) Os operadores de
criacao e destruicao atuam sobre esses estados de particula Gnica de acordo com

as relacoes
a‘r[n»>=\f-n.+1ln+1) c
aln) = V';z-.]n— 1).

Verifica-se, portanto, que
aTa.|-rz.> = n‘n> ;

ou seja, o operador alta conta o nimero de quanta (fénons) no estado |n'
Entao o hamiltoniano € diagonal nessarepresentacio dos nimeros de ocupacdo
(que € conhecida como segunda quantizacao). Um estado de particula Gnica
com n quanta & obtido pela atuagdo sucessiva do operador de criagdo sobre o

vacuo quantico,

269



270 e Introducdo d Fisica Estatistica

) =——=(a"]"0)..

vnl

O hamiltoniano (33} representa um conjunto de N osciladores quanticos loca-
lizados. A func¢ao de onda correspondente a um estado com n, fonons associados
ao ¢-€simo oscilador, para todos os valores de ¢, sera dada pelo produto dircto

|.n0,77,1,...> = Hin‘i’>’
q

garantindo a forma diagonal do hamiltoniano nesse espago de niimeros de ocupacio

(também chamado cspaco de Fock).

Afun¢ao (candnica) de particao é dada pela soma

Z="Tr exp Zexp ﬁz’{ha) 7, +ihw} ) (34)

7Eq

onde nao ha restricdes sobre os valores dos ntimeros de ocupacao Ny Na lin-
guagem da segunda quantizacdo, o tra¢co € realizado sobre todos os estados do
espaco de Fock (como o hamiltoniano # é diagonal, o resultado é muito simples).

Entao, temos

exp(—lﬁhwq]
z=]] Zcxp[ ﬁhwn——ﬁhw} :H (35)

¢ ln=0 1- exp( ﬁfza))

Portanto, a cnergia interna por particula pode scr escrita na forma

ho

= _ 1 = 7 36
“TTNg TN Z YN cxp(ﬁhwq)—l ’ ©o

onde o primeiro termo representa a energia de ponto zero e o segundo termo €
o analogo da energia de Planck do gas de f6tons. No limite termodinamico, as

excitacoes em relagdo ao vacuo quantico tém energia média

+1i/a

hw
= J ——L g (37)
2m exp(ﬁha)q)—]

-T/a
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N
v
S e
=

Figura 11.1 Espeetro de freqiiéncias de um gés de fonons em uma dimensio. Note a dependéncia linear, w= ¢,

para ¢ pequeno.

A partir da equagao (37), temos o calor especifico a volume constante,

. (@] " +ii/a. (Brao, )2 éxp(ﬁha;q)dq | -
aT ), T 0 [exp(ﬁha)q)—l]

Para altas temperaturas (8% W, < 1), podemos escrever a expansao

: 2
(lﬁha)q) eXP(ﬁha;‘Z) _ 1+O(ﬁhw,l,). (39)
[exp(ﬁhwq)— 1]

Portanto, ¢y — kg, de acordo com a lei clissica de Dulong e Petit. Para baixas
temperaturas (8 ﬁwq > 1), considerando a forma do espectro de freqiiéncias (ver
figura 11.1), uma boa aproximacao consiste em trabalhar apenas com a forma do
integrando no limite de valores pequenos do nimero de onda ¢. De fato, a partir
da equacgdo (12) temos

2k
wz = c(l—cos qa):cng +0((]4), (40)

m

onde a constante ¢= a (k/m)!/% pode ser interpretada como a velocidade do som

no cristal. Inserindo essa expansao na férmula para o calor especifico, temos o limite

+T/a

S| (Breg)”explprey)
T 0 {exp(ﬁhcq)—l]

Bhenfa

S L A . )
T he x 2
-
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Abaixas temperaturas, o erro € exponencialmente pequeno quando substituimos
por + « o limite superior dessa altima integracdo. Temos, entdo, a forma assin-

tética para baixas temperaturas,

akp ( kpT J‘ we” akp kT
oy = dx = 2B r(9)| ZB2 1 (
=20 ( B [ o b o .
0(3 —1) :

Ao contrario do modelo de Einstein, em que ¢y se anula exponencialmente, nesse
caso de um cristal unidimensional com particulas interagentes o calor especifico
avolume constante se anula de forma muito mais lenta, com a primeira poténcia
da temperatura. ’

Vamos agoraintroduzir a defini¢ao de temperature de Debye. Na primeirazona
de Brillouin cabem N modos normais de vibracao do cristal. Portanto, o maior
momento, que sera chamado momento de Debye, € dado por ¢ = 7/a. A energia

de Debye é definida como

her
8D=hC{JD=hC{]D "—'7. (43)

‘Temos, entao, a temperatura de Debye,

+ _hop _hen
p=——=—. 44
kg kga (44)

Em termos dessa temperatura de Debye, a forma assintética do calor especifico €

dada por
T
cy = é’(?)]’i’B(ﬁJ . (45)

Os efeitos quanticos deixam de ser significativos para 7' 17;.
(C) CALOR ESPECIFICO EM TRES DIMENSOES

Embora a notacdo seja mais complicada, no caso de um modelo realista,
paraum cristal tridimensional com um dtomo por célula primitiva, podcmos seguir
os mesmos passos do calculo anterior afim de escrever um hamiltoniano quéntico

da forma
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# =S| has b a: +Lho-
“Z ©F.5 4.5 4.5 9 Dg.5 > {46)

ondc j=1,2,3 designa os trés ramos do espectro de energia (um ramo longitudinal

e dois ramos transversais) ¢ w7 ; certamente nao apresenta a forma simples da
3.

equacaoc (12). Entretanto, ainda podemos escrever a energia interna por atomo

(em relagao ao nivel de ponto zero) na forma

1 hog j
U= V . . (47}
N 5 exp(ﬁha)é’j)ul

O modelo de Debye, que funciona para baixas temperaturas, consiste em

introduzir uma aproximacao linear para o espectro de frequéncias,

wﬁ,j =, {48)

onde a constante ¢ € avelocidade do som. Além disso, a primeirazona de Brillouin
¢ aproximada por uma esfera de raio ¢5. Temos, entao, a forma assintética (a

baixas temperaturas) do calor especifico a volume constante,

an 9 ,thql) 4
. =i( v Ji J' (hcq)4nq dq _ Skpu J' wte¥dx (a9
VT N\gn?)oT . exp(Bheg)-1 QTEQ(ﬁh(;)s (gx.—]_)g x

que ja esta indicando a famosa dependéncia com o cubo da temperatura. O

momento de Debye em trés dimensoes ¢ definido pela rclacao

qn
Vv J’ 9
N=—F 14ng¢"dq, 50
30 (50)
0
ou seja,
1/3
in » . {51)

Portanto, em trés dimensoes, a temperatura de Debye € dada por
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o \I/3
" _hegp _h_c[ﬁ?t ] ' (52)
D™ ks '

iB B v

No regime de baixas temperaturas devemos ter Bficgp > 1. Portanto, com erro de

ordem exponencial, podemos calcularaintegral que comparece na equacdo (49),

4n4
15

4 x
xerdx (58)

bl

——— = 24{(4)=

OL—-)S

—1

Utilizando esse ultimo resultado, obtemos, finalmente, uma forma compacta para

o limite de baixas temperaturas do calor especifico a volume constante,

12r% ( T )3
cy = kB 3
O

Tp

que constitui a famosa lei de Debye. Na tabela abaixo registramos alguns valores
tipicos da temperatura de Debye.

Cristal | Tp(K)
Li 400
Na | 150
K 10
Si 625
Pb 88
C 1860

Exceto no caso do carbono na forma de diamante, as temperaturas de Debye se

mantém numa faixa da ordem de grandeza de 100K
11.2 MAGNONS FERROMAGNETICOS

Como ja vimos em capitulos anteriores, o comportamento paramagnético
de compostos cristalinos pode ser bem explicado por meio de um modelo de spins

localizados interagindo apenas com um campo magnético externo. Esse modelo
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de spins nao-interagentes, no entanto, € incapaz de descrever um ordehaménto
do tipo ferromagnético, em que o cristal permanece magnetizado mesmo na
auséncia do campo magnético externo. Do ponto de vista fisico, ccrtamente seria
razoavel inchuir termos de interacao do tipo dipolo-dipolo num hamiltoniano de
spins localizados a fim de explicar o ferromagnetismo. As interacoes de carater
magnético, entretanto, sao muito fracas e nao seriam suficientes para manter um
estado ordenado até temperaturas razoavelmente altas, como acontece em
intimeros cristais ferromagnéticos. Na década de 30, Dirac, Heisenberg ¢ outros
propuseram, entao, um novo mecanismo, baseado em argumentos quinticos e
envolvendo interacées de natureza coulombiana que seriam suficientemente
fortes para dar conta de um estado ferromagneticamente ordenado mesmo a

temperaturas mais altas.
{A) A INTERACAO DE TROCA. MODELO DE HEISENBERG

Para justificar a interagdo de trocaintroduzida por Dirac e Heiscnberg, vamos
calcular perturbativamente a energia coulombiana de interacao entre dois elétrons.
Ha duas funcoes de onda globalmente anti-simétricas (portanto, fisicamentc acei-

taveis) associadas a um sistema de dois elétrons livres:

vy = ¢s5(71.72)xa(01, 02), (55)
com a parte posicional simétrica e a parte de spin anti-simétrica, e

Vo = 04 (71,70 )25 (01, 02 ), (56)

com a situacao invertida. Levando em conta a forma das fun¢ées de onda posi-

cionais,
. 1 . o
¢S,A(’f1:72)=—/—[fP1(T1)fP2("2)i@2(‘T1)@1(72)]s
A2

temos as contribui¢oes perturbativas para a energia,

9
%_L_ v, )= A+B (58)
719
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p2
Yo _ l/fg =A-B, : (59)
712
onde
SRR Il PSR 60
A= @1(7‘1)@2(”2)—5 P1(71)Pa(72) (00)
¢ o termo divelo, e
_ - 02 _ _ . .
B= (01(T1)¢’2(72)-T—2 ©o(r1)P1(72) ' (61)
1(
€ o fermo de troca. Portanto,
82 ng
Vi|-—|¥1 ) - Weo|-——|VWe } =28, (62)
12 2

ou seja, a diferenca entre os dois niveis de energia depende do termo de troca,
que € de natureza coulombiana, mas envolve a justaposi¢ao de funcoces de onda,
com origem nas exigéncias quanticas de anti-simetria.

Vamos agora mostrar que um hamiltoniano efetivo de spin, da forma

H=CS -Sq+D, (63)

onde Ce Dsdo constantes, € capaz de simular a separagao dos elétrons em dois

niveis distintos de energia. A func¢iao de onda anti-simétrica,

Xa =%(aﬁ—ﬁa), (64)
V2

€ um singleto com spin total nulo(x e 8 sao os estados com “spin para cima” e
“spin para baixo”, respectivamente). A funcdo de onda simétrica é dada pelo
tripleto



oo,
Xs =488,

1 .
E(aﬁ +ﬁ05),

.

com spin total igual a 1. Escrevendo a equacao (63) na forma

}[=C{‘é(§1+§2)2—%_‘

e notando que

temos
<15}[|x5> = ZC +D
e
3
<ZAW|ZA> = _ZC+D .
- Portanto,

H

(xs

2 )-(xalxa)=c .
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(65)

(66)

(67)

(68)

(69)

(70}

(71)
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possibilitando a identificacio entre o coeficiente C do produto escalar entre os
vetores de spin e o termo de troca, de origem coulombiana.

Com base nessa argumenta¢ao, podemos agora introduzir o hamiltoniano de
spin de Heisenberg,

Z\’Y
H=-]35;-8-gug > H-S; , (72)

() j=1

onde o segundo termo representaainteracio dos spins com um campo magnético
externo (como ja toi analisado anteriormente), /& o pardmetro de troca e a
primeira soma deve ser feita sobre pares de vizinhos mais préximos numa rede
cristalina (pois o termo de troca envolve justaposicoes de fungoes de onda, que
apenas se tornam apreciaveis entre sitios vizinhos). Neste capitulo vamos con-
siderar apenas o caso J > 0, que conduz a um estado fundamental ordenado fer-

romagneticamente,
(B) ONDAS DE SPIN NO FERROMAGNETO DE HEISENBERG

Com J> 0, H> 0, e 0 campo na dire¢do z, o hamiltoniano de Heisenberg
pode ser escrito na forma

H=-]Y 55~ gﬂBHzSZ 79)
(%) =

onde os operadores de spin estao em unidades de 7. Levando em conta as defi-
nicoes '

ST = 8% +is? e §T=8%-ist, (74)
e as regras de comutacao dos operadores de momento angular, .

[s*’, S)’] ~i8%, (75)

com suas permutacoes ciclicas, podemos escrever a equacao (73) na forma

N
Hu—]E{S Sy += (S?S;+S;S§)J—guBHESJ§ . (76)

j=1
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Uma simples inspecao dessa Gltima equacao indica que o estado funda-

mental é dado pela funcao de onda

¥y =H|S)j ; (77)
J

onde cada fon estd num estado com §* =+ §. E imediato verificar que

HY, = [- JAN §% - gu BHNS]‘PO , %)

onde d¢ a dimensao de uma rede hipercibica. Portanto, a energia do estado fun-

damental é dada por

E, =~ JNS? — gt s HINS . =

I interessante notar que o momento angular total € a sua componente segundo a
direc¢do z sao constantes do movimento (pois comutam com o hamiltoniano #).

Parasimplificar o estudo dos estados excitados, vamos considerar o problema
na auséncia de campo externo. Reduzindo a componente de spin do n-ésimo ion

de uma unidade, temos um possivel candidato a estado excitado,

\Pn = 5;H15>] : (80)
J

Vamos simplificar um pouco mais o problema, considerando um hamiltoniano

de Heisenberg em uma dimensao,

N
_ S 1 QNN i
Hi=—] Z[S]’" St +§(s‘j ST +S; SM)} , (81)
j=1

com condi¢oes periddicas de contorno. Entdo, nao é dificil mostrar que

y'[11}/‘;'1, = _J(*NS2 - 28)?‘% —JSYn—-JS¥ (82)

ou seja, ¥, ndo ¢ uma autofuncio do operador hamiltoniano!
Vamos agora realizar um novo teste com um estado na forma de uma super-

posi¢do de desvios de spin,



280 ¢ Introducdo d Fisica Estatistica

Y= Z‘P” exp(iqan) . (83)

7

onde n percorre os sitios da rede e a € o espagamento entre vizinhos. No caso do

hamiltoniano unidimensional, também nao € dificil mostrar que
HW = [_](Ns2 -25) ~ JSexp(~iga)- S exp(iqa)}‘l’ , (84)

ou seja, ¥ agora é um auto-estado do hamiltoniano, com autovalor de energia

£, =—]NSQ+2]S(1—cosqav). (85)

Portanto, as excitacoes elementares correspondentes a esses estados, que se chamam

ondas de spin, sao caracterizadas pelo espectro de energia,

g, = By + JNS* =2 JS(1~cos ga), (86)

acima do estado fundamental ferromagnético (do modelo unidimensional na
auséncia de campo). No limite de pequenos valores do nimero de onda ¢, o

espectro € quadratico, dado pela forma assintética

g, = JSa’y vt (87)

com a massa efetiva

« K2
m = 5 -
2 JSa

(88)

O que significam cssas excitagoes? Serd que sao realmente quase-particulas de
cardater bosonico? Para considerar essas questoes, vamos introduzir a transformacio
de Holstein-Primakoff.

(C) TRANSFORMACAO DE HOLSTEIN-PRIMAKOFF

Para escrever o hamiltoniano (76) do modelo de Heisenberg em termos de
operadores bosonicos, podemos introduzir uma transformacio definida pelas

equagoes
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L 2|, %%
7 =(25) -—< | %
€
e
a.a;
s7=(25)2al|1--LL]
J iT2s
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(89)

(90)

onde os operadores a; a}f obedecem regras de comutacio de bosons,

ati=s.
“J’“k] =0

[aj,ak] = [a;.r,a;r} =0.

Com um minimo de algebra, pode-se mostrar que

¥ +
a.a; a’.ag
stsT =osit—2 Lty 1o
77 2 J7 28
e quc
§75t =28 aTa»——l—aTaTa s
777 J) 98 i

Também temos o resultado sugestivo

S,’"?:l[S'f',ST:I=S—aTa;,
JooorL 1T 7

(91)

(92)

(93)

(94)

(95)

indicando que o operador nimero de quasc-particulas, a}' a;, esta associado a um

decréscimo da componente z do spin do jésimo sitio.

Vamos agora considerar o hamiltoniano de Heisenberg numa rede cabica

em d dimensoes,

281



282

o Introdugdo d Fisica Estatistica

H= *"jz [ R+5 + Z(SAS;H& +35% S§+5)} ’ (96)

onde o vetor Rdesigna um sitio darede, o vetor 8 & um dos seus primeiros vizinhos
e o fator 1/2 foi colocado para nao contar duas vezes cada par. Em vez de enfrentar
o problema algébrico das transformacoes de Holstein-Primakoff na sua plena
generalidade, vamos expandir a raiz quadrada nas equagées (89) e (90), retendo
apenas os maiores termos em ordem 1/ (isto €, fazendo uma expansao para
valores grandes do spin). Assim, temos

12

; e S5 =(25) a. (97)

st =(25)"4
Nesse limite, o hamiltoniano de Heisenberg (96) envolve apenas termos de dois

corpos, adquirindo a forma

H= "*]25[52 ( ag +ﬂR4-b dl{+5)
R

(98)
S T S 4
+«2—aR aR+5+§aRa.R+5 .

Para obter uma expressao diagonalizada, vamos tirar partido das condicdes
periodicas de contorno, introduzindo as transformadas de Fourier

b, = T~ ZaR exp(ig- R) . (99)
e
F 1 + )
b, =—= D ap exp(wzq . R) , (100}
q '\/l ! R

onde o vetor de onda ¢ deve estar dentro da primeira zona de Brillouin. Deve-se
notar que tanto Kquanto gsao vetores, mas, como nao ha ambiguidades, estamos
omitindo as setas a fim de simplificar a nota¢io. Note-se também que a trans-
formada dc Fourier € canédnica, isto €, preserva as propriedades de comutagao
dos operadores envolvidos. Invertendo as equagdes (99) e (100) e inserindo na

expressao (98), temos
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g Ll 2 T g8
o= =5 J{24N$ —401521;? bq+825e by by +
g qs

+8Y &0 b; byt =—JANS® +

9,0
(101)
+ Z{Q]Sd —2_[S(c.os agy +-+-+cos aqd)}b;r by
g
que fornece o espectro de energia das quasc-particulas,
£, =2 J5d —2]S(cos agy +-++cos aqd) . (102)

Para d = 1, recuperamos a equagao (86). Para grandes comprimentos de onda,

temos novamente a forma quadratica
gy = jSa-Qq2 . (103)

Em resumo, de maneira andloga ao tratamento dos f6nons cm um meio
elastico, temos um hamiltoniano aproximado (valido para S grande; presumi-
velmente razodvel na regiao de baixas temperaturas), correspondente aum sistema
de ondas de spin nac-interagentes,

_ 2 1
H=-JANS*+3 e, b by » | (100
; |

onde a soma deve ser feita sobre os vetores da zona de Brillouin. O estudo mais
detalhado das transformagoes de Holstein-Primakoff, iniciado com um trabalho
- pioneiro de F.J. Dyson, esta certamente além das perspectivas deste texto (o leitor
interessado deve consultar D. C, Mattis, Theory of Magnetism I: Statics and Dynamics,
New York, Springer-Verlag, 1988).

(D) MAGNETIZACAO DO MODELO DE HEISENBERG

No modelo de Heisenberg, a componente na dire¢do do campo da magne-

tizacao adimensional &€ dada pela expressao
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Mz:2<s;>:NS-Z<aIT{aR>=Nsuz<b;bq>, (108)
R R q

onde estamos omitindo a notacao velorial.
Para calcular as médias térmicas na aproximagao de ondas de spin, devemos

calcular a funcao de particao associada ao hamiltoniano (104),

- Ty T
Z =Trexp —Zﬁeg bq by |- (106)
q

Como o traco no espaco de Fock se fatoriza, temos

z- E{{gexp(_ﬁ gqn)] ~TI[t-esp(-8e,)] 0

g

Portanto,

InZ :—Zln[l—exp(—ﬁ 89)], (108)
q

com o espectro de energia dado pela equacao (102). Utilizando essa expressao,
obtemos

b'b, ) =- nz=———c—m,
T i P I 100

de onde podemos escrever a magnetizacao,

M,=NS- S S

7 oxp(Beg)-1

(110}

onde a soma deve ser efetuada sobre a zona de Brillouin.
Essa ultima expressao pode ter problemas sérios de convergéncia no limite
termodinamico. Dc fato, considerando uma rede hipercibica d-dimensional e

N
analisando a contribui¢ao dos termos de pequenos momentos ( | q | — 0), temos

1 Vv
—_

dd—» q , (11
Yo T
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que somente existe para 4 > 2. Ha, portanto, indicagdes de que o modelo de
Heisenberg em duas dimensdes nao é capaz de apresentar um estado ordenado
a temperaturas finitas. Esse resultado, conhecido como teorema de Mermin-
Wagner, foi colocado em bases rigorosas na década de 60. Em trés dimensoes,

para baixas temperaturas, podemos ter confianca na forma assintética

P 9
M, ~ NS - —— J. ingdy (112)
(2n)" § exp(p 54 )

. ., . Ty
Introduzindo a mudanca de variaveis ¢ =+/f x, temos, finalmente,

1 NS /2
73’12—7"'/{11 Y (113)

onde A é um prefator constante. Essa lei assintotica para baixas temperaturas tem

sido realmente observada em sistermnas magnéticos.
11.3 ESBOCO DE UMA TEORIA DA SUPERFLUIDEZ

No caso de um gas de bosons diluido, a maior parte das particulas ocupa o
cstado fundamental {(de momento nulo) e apenas colisbes binarias, com pequenas
transferéncias de momento, devem ter alguma importancia. Vamos, entao, con-
siderar um gas de bésons d¢ massa m, definido pelo seguinte hamiltoniano na

representacao dos niimeros de ocupacgao,

af— o 7 g ot
H= 25,( ak ap + o1 Z “; (Zk a‘kg a‘khl 5k1 +ho,kg+hy 2 (114)
4 Ry ko kg Sy

onde a constante ¢ € um pseudopotencial. No termo de interacao, duas particulas,
de momentos ky e k4, sao destruidas e duas outras particulas sao criadas, mantendo-
se o momento total do sistema.
A baixas temperaturas, como quase todas as particulas estio no condensado
(N=-N, < N) 1o limite termodinamico € razodvel substituir os operadores (ﬁ c
a, por "v'f\’() Vamos, entao, classificar os termos do hamiltoniano de interacgiao
pelo nimero de vezes em que aparecem os operadores aI e a,. Retendo apenas

os termos dominantes, temos

285
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£ aJraTaan +
QI/ o 0

__ 8 L ~
Hine= Qv 2 Qy @y, Gy Uy Ok g, kg s =
k1 ko kg kg

g (115)

i T t,7 P

+ o {4ak aya,a, ta o apay +aal,ana,
k=0

onde estao sendo abandonadas todas as intera¢cdes que néo envolvem particulas

no condensado. Entio, podemos escrever

g 2
Hiy= o7 N7 +2N, Z{a;: ak"’“ik“—k}"'
h#0

(116)
+ N, 2 {ak a_y +a;§afk}
k20

Dentro dessa mesma aproximacio, o operador nimero de particulas Ny, pode

ser escrito na forma

i 1
Ny = D4, a4 =N, 3 2(“5 a+al, a’—k) : (11%)
k k0

Vamos agora supor conhecido o nimero N de particulas e eliminar N, do

hamiltoniano. Abandonando termos de ordem superior a N?Z, temos

=t LS {(6 ol v
(118)

T 1
+ ng(ak a_p +ak a_k)} s

onde n=N/V e € é o espectro de energia de particula livre. Essa forma qua-
dratica, conhecida como hamiltoniano de Bogoliubov, pode ser completamente dia-
gonalizada através da transformacdo (de Bogoliubov),

ay = w0 —val, : (119)
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a}-l- = uk(x;{ - U0y, (120)

onde u;, € v sdo fungoes reais ¢ esfericamente simétricas do vetor k. Além disso,

impondo a condicao
(121}

garantimos o cardter candnico da transformagio, com o conjunto de operadores

{a,} obedecendo relacdes bosénicas de comutacio,

[% ’O‘u: Oty (122)
[azl , a22:| e [ockl » Olgg ] =0, (123)

Em termos desses novos operadores, temos o hamiltoniano

1l 9 1 0 1 t T z
J{—EVgn —-EZ(ek+ng—Ek)+§ZEk(ak (Zk-l'a_ka_k) , (124)
k#0 k#0
onde
1/2
2
Ek=|:(eg+ng) —(ng)g} : (125)

Vamos agora analisar o espectro de energia dado pela equacao (125). Para
valores pequenos do momento %, temos a forma assintética

1/2 1/2
£, — (Q-ngéz;:) / = (Tjg) hk = chk . (126)
m

Nesse limite, portanto, o espectro € linear com o momento, indicando a presenca
de excitacoes semelhantes aos fébnons de um cristal eldstico. A constante ¢ podce
ser interpretada como a velocidade de propagacio do som no hélio superfluido.

No limite 2 — =0, temos

E, — el‘: +ng, (127)
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recuperando o especiro quadratico de particula livre. Portanto, um grifico de £,
contra 0 momento k deve ter a forma esbocada na figura 11.2, com um minimo
num certo valor k,. As excitagdes elementares nas vizinhancas desse minimo
definem uma nova quase-particula, denominada réton, com uma série de pro-

priedades caracteristicas (mas cuja anlise esta além de nossos propositos).

x>

ko

Figura 11.2 Espectro dc energia das quase-particnlas do hélio superfluido. Para k pequeno, o espectro € linear;

para k grande, quadritico.

Ha um critério famoso, proposto por Landau, para decidir se um deter-
minado sistema pode-se tornar superfluido. Segundo Landau, s6 pode haver super-

fluidez quando

.| E )
mln{—J‘— =v, >0. v (128)

Esse critério € certamente satisfeito pelo espectro (125), mas nido € satisfeito
pelo espectro de encrgia de uma particula livre. A argumentacao de Landau
(ver L. D. Landau e E. M. Lifshitz, Statistical Physics, Londres, Pergamon Press,
1958) € baseada num calculo elementar, considerando um fluido perto do zero
absoluto, escoando com velocidade constante v por meio de um tubo capilar.
Devido a viscosidade, a energia cinética do fluido poderia estar sendo dissipada,
destruindo gradualmente o movimento. No cntanto, ¢ atrito também funciona
para excitar os “modos internos de movimento” do fluido (correspondentes ao
surgimento de quase-particulas). O critério de Landau pode ser facilmente
deduzido a partir das equagdes de transformagio de energia ¢ de momento
entre os sistemas de referéncia ligados ao capilar e ao fluido em movimento,

respectivamente.
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EXERCICIOS

1. O cobre tem uma temperatura de Debye 7)) = 340K e uma temperatura de
Fermi Tp=81000K. Calcule a temperatura em que se igualam as contribuicdes
para o calor especifico devido as vibragdes da rede cristalina (no modelo de

Debye) ¢ aos elétrons de condugio (num modelo de elétrons livres).

2. Considere o modelo de um determinado sistema fisico tridimensional cujo
hamiltoniano tenha sido diagonalizado por meio de uma decomposicio de

Fourier. As excitacbes elementares sio representadas pelo operador
- -l 4
H= Zsk @ ai
ok

onde a soma € sobre a zona de Brillouin e os operadores de criacio e de ani-
quilacdo obedecem regras de comutacio de bésons. O espectro de energia €

dado por

ks
]

& = A]E

onde A € uma constante positiva e 7 € um inteiro (por exemplo, n=1, no caso
do modelo de Debye para fénons, ou n = 2, no caso de magnons ferromag-
néticos no limite de grandes comprimentos de onda). Oblenha uma expressio
assintotica para o calor especifico desse sistema a baixas temperaturas. Como
seria modificado o seu resultado para um sistema definido numa rede hiper-

cubica em d2 3 dimensoes?

3. Para T < Tp, mostre que a diferenca cntre os calores especificos a pressio
- . P 4
constante e a volume constante de um sélido de Debye se comporta com 17

(observe que a razao cp/ ¢y deve tender a unidade).

4. Os estados dc energia mais baixa de um antiferromagneto de Heisenberg de
spin 1/2 numa cadeia linear de Natomos podem ser representados em termos
de ondas de spin que de certa forma se comportam como os [6nons de um
solido cristalino. A onda de spin com momento ¢ = 27 m/N, onde m é um

inteiro entre — N/2 e + N/2, tem energia

b

Sq = A]sen q
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onde A & uma constante positiva. Esboce um grafico de €g Contra o momento
¢. Ao contrario dosfénons, no entanto, devido as especificidades desse problema,
pode haver somente uma onda de spin cm cada estado (para cada valor do

momento). Os niveis de energia do sistema global (isto €, da cadeia), dados por

{nq} zn Eq + L,

onde E,> 0 € aenergiado estado fundamental, sdo especificados pelo conjunto

de valores {n_;

g T = 0,1} dos nimecros dc ocupacao.

(a) A partir da funcdo de particao, obtenha cxpressocs para a cnergia, a
entropia e o calor especifico no limite termodinimico (N grande). Suas
respostas podem scr dadas cm termos de integrais cujos limites devem ser
devidamente especificados.

(b) Mostre que o comportamento assintdtico da entropia para baixas tempe-
raturas € dado pela expressao

§— S, +BT®

Obtenha as constantes S,, Be a.

5. Considere o espectro de energia da tcoria da superfluider de Bogoliubov,

1/2
n2 52

Obtenha o valor de k, correspondente ao minimo associado aos rétons. Faga
uma expansao de £y nas vizinhancas de k. Retendo termos até segunda ordem
nessa expanso, calcule a contribuicido dos rétons para a entropia € o calor
especifico desse sistema.



12

TRANSICOES DE FASES E FENOMENOS
CRITICOS: TEORIAS CLASSICAS

Transicoes de fases e flendomenos criticos ocorrem ¢m uma enorme variedade
de sistemas: fluidos simples e misturas de fluidos, materiais magnéticos, ligas
metalicas, materiais ferroelétricos, superfluidos e supercondutores, cristais liquidos
etc., ete. A tese de doutorado de van der Waals, publicada em 1873, contém a
primeira teoria de sucesso sobre a “continuidade dos cstados liquido e gasoso da
‘matéria’, permanccendo como um instrumento importante para a analise do
comportamento critico em sistemas fluidos. A transi¢io para o ferromagnetismo
também tem sido cxplicada, desde o inicio do século, por uma teoria fenomeno-
16gica proposta por Pierre Curie, ¢ desenvolvida por Pierre Weiss, que apresenta
muitos pontos em comum com a teoria de van der Waals. Teorias dessa natureza,
conhecidas como feorias cldssicas das transigées de fases, tém sido utilizadas para des-
crever os aspectos qualitativos de varios tipos de transicoes de fases.

As teorias cldssicas passaram a sofrer um processo mais sério de analise a
partir da década de 60 quando se desenvolveram as técnicas necessarias para
rcalizar cxperiéncia‘sv cuidadosas nas vizinhancas dos chamados pontos criticos.
Diversas grandezas termodinamicas {os calores especificos, a compressibilidade
ou a suscetibilidade magnética) apresentam um comportamento peculiar na regiio
critica, com divergéncias assintéticas que foram caracterizadas por meio de uma
colecio de expoentes criticos. Logo sc percebeu que o comportamento critico de
grandezas termodindmicas analogas (como a compressibilidade de um fluido e a
suscetibilidade de um ferromagneto) tinha um carater universal, caraterizado
pelo mesmo valor de um cxpoente bem definido. As teorias classicas para sistemas

distintos também corroboravam esse carater universal, fornccendo um conjunto
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(classico) de valores para os expoentes criticos. Tanto os dados experimentais
quanto diversos resultados tedricos apontavam, no entanto, para a existéncia de
classes de universalidade, definidas por pouquissimos parametros (como a dimen-
stonalidade dos sistcmas sob consideracao), com expoentes criticos definitivamente
distintos do conjunto de expoentes clissicos.

Neste capitulo vamos apresentar as teorias classicas que podem ser englobadas
por uma fenomenologia proposta por Landau na década de 30. No capitulo
seguinte vamos discutir algumas propriedades do modelo de Ising, incluindo o
calculo exato das fun¢des termodindmicas em uma dimensao e a construcio de
um analogo do modelo com interagoes de longo alcance. Devido ao carater uni-
versal dos fendmenos criticos, torna-se relevante a consideracio de modelos esta-
tisticos stimplificados mas nao-triviais, como o modelo de Ising, envolvendo a
interagdo entre um namero muito grande de graus de liberdade.

Do ponto dc vista fenomenolégico, foram propostas tcorias de homoge-
ncidade (ou de escala) que substituem a fenomenologia de Landau, mas nao
fornecem valores para os cxpoentes criticos. Os esquemas perturbativos usuais,
que geralmente sao Gteis para (ratar sistemas de muitos corpos, falham comple-
tamente nas vizinhangas dos pontos criticos. Fora da criticalidade, um sistcma
fisico de muitos corpos apresenta correlagoes entre seus elementos que decaem
exponencialmente com a distancia, governadas por um (pequeno) comprimento
caracteristico de correlagao. Na criticalidade, no entanto, as correlacoes decacm
de forma muito mais lenta, sem nenhum comprimentio caracteristico. Essas idéias
foram incorporadas pela teoria dc grupo de renormalizacao, proposta por Kenneth
Wilson na década de 70, que representon o avanc¢o de maior impacto nessa area.
Ateoria do grupo de renormalizacao justifica as leis de escala e o cardter universal
dos expoentes criticos, além de fornecer um esquema, que tem sido muito aper-

fei¢oado, para obter, de fato, os valores desses expoentes.

12.1 FLUIDOS SIMPLES. EQUACAO DE VAN DER WAALS

Vamos considerar o diagrama de fases de um fluido simples em termos
dos campos termodindmicos, como a pressdo ¢ a temperatura. Na figura 12.1,
as linhas cheias indicam uma coexisténcia de fases, com densidades diferentes,
mas com os mcsmos valores dos campos termodinamicos (por meio de uma
linha cheia, temos uma transicao de primeira ordem, scgundo uma antiga clas-
sificacao de Ehrenfest). No ponto triplo, T,,p,, hi uma coexisténcia de trés
fases distintas, com valorcs diferentes para as densidades termodinimicas
(volume especifico, entropia por mol). O ponto triplo da dgua pura, dado por

7T,=273,16K e p, = 4,58mmHyg, ¢ utilizado atnalmente como um padrio para
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o estabelecimento da escala Kelvin de temperaturas. O ponto critico, 7,,p,,
representa o ferminus de uma linha de coexisténcia de fases (no caso da dgua
pura, a temperatura critica € muito alta, da ordem de 650K; no caso do nitrogénio
ou do monoxido de carbono, por exemplo, a temperatura critica é bem mais
baixa, inferior a 150K). Percorrendo a curva de coexisténcia entre as fases
liquida e gasosa no diagrama p - 7, a diferenca entre as densidades do liquido
e do gds € cada vez menor, anulando-se finalmente no ponto critico, em que
as duas fases se tornam idénticas (a transicdo critica &, portanto, continua, ou
de segunda ordem). Nas vizinhangas do ponto critico, determinadas derivadas
termodindmicas, como a compressibilidade ou o calor especifico, podem apre-
sentar um comportamento singular ouanémalo, caracterizando um estado critico

da matéria.

>4

Salido Liguido

Gds

Tl < T

Figura 12.1 Diagrama de fases, em termos da pressio contra a temperatura, de um fluido simples com um
tinico componente. As linhas chetas indicam transigoes de primeira ordem. No ponto tiplo, hi

numa coexisténcia de wrés fases.

As vezes, é¢ mais conhecido um diagrama $— v, em que v= V/N¢é o volume
especifico (V€ o volume total € N ¢é o numero de moles). Na figura 12.2 hd um
patamar, para T<<T,, indicando a coexisténcia, a uma dada pressao, de uma fase
liquida (com volume especifico v;) e uma fase gasosa (com volume cspecifico
V) A medida que a temperatura 7 aumenta, a diferenca ¢ = v — vy diminui,
anulando-se finalmente no ponto critico (também poderiamos ter definido ¢
como a diferenca de densidades, p; — p(;, onde p =1/v). Acima da wcmperatura
critica, a pressao € uma [ung¢ao bem-comportada do volume espcecifico.

Agora ja podemos introduzir um expoente critico para caracterizar o com-

portamento assintético de iy quando T— T,
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o a\B
T. -1
~ Bl 4y
v T

c

onde o prefator Be a temperatura critica 7, nao tém qualquer carater universal,
mas o expoente B € aproximadamente 1/3 para quaisquer fluidos (ou no caso de
grandezas analogas em outros sistemas fisicos). A figura 12.3 representa os dados
coligidos por Guggenheim em 1945 para p/p, (onde p, € a densidade no ponto
critico) contra 7/ 7T, ao longo da curva de cocxisténcia de oito fluidos diferentes.

Esses dados podem ser razoavelmente bem ajustados com uma equacdo cibica.

pl\

T=T,
3

T<TC

i ]
' |
| 5
' L
' 1
' i
' Il
( 1

-
.
v

v \l(;

Figura 12.2 Isotermas de um fluido simples nas vizinhangas do pento critico. O paramar indica a coexisténcia

de duas fases, com volumes especificos vy e v;.
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Figura 12.3 Dados coligidos por Guggenheim em 1945 para a curva de coexisténcia de oito fluides diferentes
{(as densidades e as temperaturas sao divididas pelos valores no ponto critico). Note o ajuste com

uma equagao ciibica.
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A linha de coexisténcia (ou de transi¢cdes de primeira ordem) no diagrama
p— T & descrita pela equacao de Clausius-Clapeyron, obtida por meio da igualdade

entre os valores da energia livre de Gibbs por mol nas duas fases. Por exemplo,

ao longo da curva de coexisténcia entre as fases liquida e gasosa, temos
gG(T’p):gL(T3P), (2)

onde gé a energia livre de Gibbs por mol. Portanto, a partir da forma diferencial

dg = —sdT +vdp , )
onde s € a entropia por mol, podemos escrever

—sqdT tovgdp = —spdT +vpdp, (4)

de onde obtemos a forma diferencial da equagdo de Clausius-Clapeyron,

“(:l]l_ S, =S¢ _ L
dT vy —Ug TAv

’ (5)
onde Av é a variagdo do volume especifico e L, o calor latente da transicao.
(A) O MODELO FENOMENOLOGICO DE VAN DER WAALS

O comportamento de um sistema fluido a temperaturas suficientemente

altas pode ser explicado pela lei de Boyle,

j)v =RT , (6)

onde R € a constante universal dos gases. A primeira teoria de sucesso para a
regido critica foi proporcionada pelo tratamento fenomenologico de van der

Waals, que consiste em introduzir na lei de Boyle as substitui¢oes

v—=v-10,

b prafo®, (7
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onde & & um volume efetivo, que leva em conta a repulsio de carogo duro entre
as moléculas, e a/¢* é um termo de correcao devido a parte atrativa do potencial

intermolecular. Portanto, a equacio de van der Waals é dada por
a
(p+—2 (v—b)=RT. ®
ke

Na figura 12.4 esquematizamos um grafico de p contra v para T< 7T,. Em vez de
um patamar, como na situa¢ao experimental, surgem as famosas algas de van der
Waals. Dadas a pressao e a temperatura, pode haver até trés valores distintos de
v. Além disso, ha um trecho termodinamicamente instavel, com (dp/dv) > 0.
Esse defeito foi corrigido por Maxwell mediante uma construgio de dreas iguais,
ou de dupla tangente, que serd discutida logo adiante. Acima de T, as isotermas
de van der Waals sdao fungdes biunivocas de p contra v, tendendo para a lei de

Boyle a medida que a tempcratura aumenta.

v

Figura 12.4 Isotermade van der Waals para 7'< 7. Aregiio hachurada corresponde d consurucio (de Maxwell)

dc arcas iguais.

Para calcular os pardmetros criticos em fun¢ao dos parimetros fenomeno-
légicos ae b, vamos escrever a equagdo de van der Waals naformade um polinémio

em v,

No ponto critico (7=7,; p=p,), esse polindmio tem trés raizes idénticas, podendo

Ser escrito como

(v -, )3 =0. (10)
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Portanto, ¢ facil verificar que

v, = 3b ;
T, = 8a
27bR
¢
(1n
pe=—
T o7p?
Também podemos escrever a equagao de van der Waals na forma
_RT a
P T2 a2)
Entao,
dp) ___BT 2
A Jp (v _ b)Q 02 (13)
de onde vem que
ap] . RT 2a R
v T =-oa\-Te). (14)
(av Tv=u, 4172 2753 4!72 ( 6)

Acima da temperatura critica, com v= v, temos, entao, um comportamento assin-

totico divergente da compressibilidade isotérmica,

- - N\TY
1{ Gv T-1
Kp=—"4 —— ~C 4 s =
==y (é’]) ]T [ T, ] (15)

com o expoente critico y=1 (em discordancia com os resultados experimentais,

que fornecem y numa faixa entre 1,2 € 1,4 para os sistemas fluidos). Com maior
esforco algébrico (e utilizando a constru¢ao de Maxwell) ainda ¢ possivel obter
os seguintes resultados: (i) o mesmo expoente ¥ = 1 continua caracterizando a
divergéncia da compressibilidade isotérmica para temperaturas abaixo de 71; (ii)

um expoente 8 =1/2 (em desacordo com o resultado experimental g = 1/3)
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caracteriza o comportamento assintético de = v — vy (ou, de forma equivalente,
= py— pe) ao longo da curva de cocxisténcia, e (iii) o calor especifico a volume
constante (no volume critico) apresenta apenas uma descontinuidade na tempe-

ratura critica (que pode ser associada a um expoente critico a = 0).

Considerando a pressao como funcio de T e v, de acordo com a equacao

(12), temos

af RT a
= _ = — 16
P av T U—b UQ ( )

Portanto, a cnergia livre de Helmholtz por mol do modelo de van der Waals €

dada pela expressao
f(1,0)= =RTIn(v—-b)- %+ 7,(T), a7
v

onde f,(T) € uma fun¢ao bem-comportada da temperatura. O primeiro termo dessa
€XPressao € CONVexo em v, mas o segundo termo ¢ concavo. A construcao de Maxwell
(ou das areas iguais) equivale a uma restaurac¢ao da convexidadc dessa energia livre
de Helmholtz (ver figura 12.5). Como indicado na figura, devemos tragar uma dupla
tangente a curva de fcontra v, definindo os volumes especificos vy e v das fases
liquida e gasosa em coexisténcia. O segmento de reta entre esses dois pontos restaura
a convexidade da energia livre e corresponde ao patamar obtido por meio da cons-

trucao de dreas iguais no diagrama de p contra v itustrado na figura 12.4.

Figura 12.5 Energia livre de Helmholtz por mol em fungio do volume especifico para nma dada temperatura
{abaixo da temperawura critica). A construcao da dupla tangente, que € equivalente a construcio

de dreas iguais da ﬁgur'a 12.4, restaura a convexidade da energia livre.
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A energia livre de Gibbs por mol do modelo de van der Waals é dada pcla
transformada de Legendre

(T, p)=min{ /(T,0)+ pw}. (18)

Na realidade, deveriamos tomar a transformada de Legendre da funcio (T, v)
devidamente corrigida pela construcio da dupla tangente de Maxwell. Nessas cir-
cunstancias, o grafico da funcao céncava g(T, p) contra a pressio p, para tempe-
raturasinferioresa 7, teria uma “dobra” nao-diferenciavel em p=p,, com derivadas
distintas a direita e a esquerda, correspondendo aos volumes especificos das [ases
em coexisténcia. No entanto, para fazer posteriormentc a minimizagio, é mais

interessante definir
g(T,piv)=f(T.v)+ po, - (19)

com a funcao f(7,v) dada pela equagao (17), e escrever uma expansao em torno
do volume critico v, = 3. Com a notagdo f = v— v,, temos

g(T, psv) Zg,, (T.p)y (20)
n=>0

onde

g, = ~RT In(2b) (T)+36p, (21)
RT a da a
1=——+—F5+p=- i+ Ap, (22)
& 20 gp? 9752 9732
_L(EZ_ a j.,_a__t o5)
g2 B2\ 8 27b ) ogpd o
1 (RT & a
g = — - =_ t, (24)
&3 3&3( 8 270) 8154
1 ( RT a ] a_,_a (25
o —_— e— — = - = > tel
STt a9t T35, ) 1044s® 21600

e assim por diante, onde
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No ponto critico (t=0; Ap=0) os coeficientes g, g5 € g5 se anulam e o coeficiente
£1,82€ 83

gy € positivo. Como gy € positivo, a existéncia de um minimo em relacao a ¢ fica

assegurada sc truncarmos essa expansao a partir desse ponto. Portanto, para

analisar a regiao critica, poderiamos simplesmente ter escrito
(o 0) =0+ v+ 82?5 + g1 2
UL W)= 8o QY H Y g3 gy . (27)

Como os cocficientes gy, go € gg se anulam na criticalidade — e como ha uma
certa arbitrariedade na escolha do parametro ¥ de expansao —, podemos ainda

fazer uma translagao em ta fim de tentar eliminar, por exemplo, o termo cibico.

Escrevendo
ll/’= W—C’ (28)
onde
C:_g—g, (29)
4gy
temos
’ N2 A4
g(T,piw) = Ay + Ay + A (') + Ag(w)", (30)
onde
1 gogs 1 g§
A =g -2 o2 (1)
2
Ag = g 38 (32)
8 g4
e

Ay =gq . (38)
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Na criticalidade (¢=0; Ap = 0), € claro que A) = A9 =0, com A4 > 0, e que i —
' — 0, corroborando a idéia de que hd uma ampla liberdade de escolha da
grandeza iy que diferencia entre as fases em coexisténcia (contanto que escolhas
diferentes se anulem no ponto critico!). Para verificar que € exatamente isso que

acoiitece, basta notar que

4a a 9
A =- t+ Ap+0(t ) (34)
276> 97h°
a 2
Ag = t+O(t ) (35)
27 grpd
[
a
Ay = ————+0(1). :
* 7 1944p° () (30)

Agoranao € dificil analisar os minimos da equacao (30) nasvizinhancas do ponto
critico (isso vai ser feito um pouco mais adiante). Como sera visto nas proximas
se¢oes deste capitulo, as expansées (27) ou (30) mostram que o modelo de van
der Waals estd perfeitamente de acordo com um esquema geral proposto por
Landau para examinar o comportamento critico. Num fluido simples, os pontos
criticos s6 podem ocorrer como pontos isolados no diagrama de fases 7'~ p (pois
precisamos anular simultancamente dois coeficientes, que por sua vez dependem
das duas variaveis independentes T e p). Caso dispuséssemos de um fluido com
dois componentes, teriamos trés graus termodindmicos de liberdade ¢ pode-
riamos ter uma linha de pontos criticos num diagrama 7'— p~ u; ou 7~ p - o,

por excraplo.
12.2 FERROMAGNETO UNIAXIAL SIMPLES, EQUACAO DE CURIE-WEISS

Um ferromagneto uniaxial simples € muito mais simétrico do que um [luido,
tornando-se um sistema de analisc bem mais facil. O diagrama de fases no plano
do campo externo aplvicado (H) contraa temperatura (que € o analogo ao diagrama
p— T dos fluidos) esta esquematizado na figura 12.6.

Ao longo da curva de coexisténcia (H=0, T << T), as fases ordenadas ferro-1
(“spins para cima”) e ferro-2 (“spins para baixo”) tém a mesma energia livre mag-

nética por atomo, g(7, H=0), e magnetizacoes (espontianeas} iguais em mddulo,
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mas com sinais contrarios (na dire¢ao do campo externo). Podemos, entao,
desenhar o grafico da figura 12.7, onde ¢ ¢ a magnetizacio espontineae 7, € a
temperatura de Curie. A magnetizacao espontanea, que se anula acima de 7,
desempenha aqui um papcl semelhante a diferenca v;— vz, (ou p; — pg;) no caso
dos fluidos simples, embora seja muito mais simétrica. Grandezas desse tipo sao
denominadas pardmetros de ordem. No caso do ferromagneto uniaxial, o pardmetro
de ordem i esta associado auma quebra de simetria do sistema: para H=10, acima
de T, ha uma fasc simétrica, com i = 0; abaixo de T, essa simetria se quebra

(pois = 0).

Ferro |

bA4d
oy °

Ferro 2

—e

=y

Figura 12.6 Diagrama de fases em termos do campo aplicado contra a temperatura para wm sistema ferromag-

nético uniaxial simples. A inha de coexisténcia & dada por H=0com 1'< T,.

A *\

— ¢

T

Figura 12.7 Tardmetro de ordem (magnetizagio espontanea) em fungio da temperatura parawm (crromagneto

uniaxial simples.

Landau introduzin a nogio de pardmetro de ordem ¢ deu varios exemplos: a
magnetizacao espontanea dc um ferromagneto; a diferenca v, — vy ao longo da
curva de coexisténcia de um fluido; a diferenca cntre as densidades do cobre e
do zinco num sitio da rede cristalina da liga binaria de cobre e zinco; a polarizacio
espontanea de um material ferroelétrico; a magnetizacao espontanca de sub-rede

ou magnetizagao alternada de um sistema antiferromagnético etc., etc.
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mA TeT

Figura 12.8 Isotermas do ferromagneto uniaxial simples (magnetizagao contra o campo).

Vamos explorar um pouco mais as propricdades do ferromagneto uniaxial.

O diagrama m — H, onde m ¢ a magnetizacao (corrigida eventualmente para

eliminar os eleitos de desmagnetizacao, associados & forma do cristal), é dado

[ 2

clo esquema eshocado na figura 12.8. A situacao agora é bem mais simétrica do
p < ]

que no caso dos fluidos. Vamos, entao, tirar partido dessa simetria — e da lin-

guagem mais intuitiva do ferromagnetismo — para definir os expoentes criticos

mais conhecidos:

(i) o paramectro de ordem da transicdo comporta-se como
w=m(T,H—0+)~ B(—f)ﬁ , : (37)

com T<T,et=(T-T,)/ T, O prefator Bnao ¢ universal, mas o expoente
B csti sempre proximo de 1/3, como no caso dos fluidos. Na realidade,
também poderiamos ter definido ¢ por mcio de m(7, H— 0 =) ou da
diferenca m(7, H— 0 +) - m(7T, H— 0 -). Vamos sempre usar o sinal ~
para indicar um comportamento assintotico nas vizinhangas do ponto
critico, ao longo de um determinado percurso no diagrama de fases;

(ii) a suscetibilidade magnética,
am
x(T,H):(——) , (38)
oH };

que corresponde aresposta do parametro de ordem em relagio ao campo

termodinamicamente conjugado, comporta-se como

Cot™7 (T>71,),
2T, H =0}~ (39)
(=175 (r<1,),
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dando origem a um expoente critico yentre 1,2 e 1,4, como no caso dos
fluidos. De maneira mais precisa, deveriamos ter distinguido entre um
expoente yacima de 7, e outro expoente ¥’ abaixo de T; na pratica, essa
distincao é pouco relevante;

(iii) o calor especifico acampo nulo (ou seja, ao longo de um locus paralelo a curva

de coexisténciano diagrama dos campos termodinamicos) comporta-se como

A (r>T1,),
CH=0 ~ (40)
A_(~t)-a ; (T<T,),

com um expoente critico a positivo, mas proximo de zero (compativel,
portanto, com uma divergéncia muito fraca, de carater logaritmico);

(iv) a partir da isoterma critica,

m(T:TC,H)~H1/5, (41)
define-se o expoente & ~ 3.
(A) A TEORIA FENOMENOLOGICA DE CURIE-WEISS

Como ji foi visto em capitulos anteriores, o paramagnetismo foi explicado
classicamente por Langevin por meio de um modelo de momentos magnéticos
localizados e nao-interagentes. Na versdo quantica de Brillouin, para spin-1/2,
considerando os momentos magnéticos localizados numarede cristalina, podemos

descrever o sistema paramagnético pelo hamiltoniano de spin
N

Y o &
i=1

onde 0= 1 para todos os sitios da rede ¢ H é o campo magnético aplicado (em
unidades apropriadas). A magnetiza¢io (adimensional) por spin é dada pela

equacao de estado

m = tanh H , (43)
kBT
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que representa um papel analogo ao da lei de Boyle para os fluidos. E claro que
m =0 para H = 0, sem nenhuma possibilidade de ferromagnetismo. Utilizando
a notacao usual da mecanica estatistica, 8 = 1/(kgT ), podemos escrever a

suscetibilidade magnética,

_[dm) _ B
Z(T’H) - (3H )T coshQ(ﬁH) . w

Portanto,

1

, (45)
]CBT

2T, H=0)=2,(T)=

que € uma expressao da famosa lei de Curie, estabelecida experimentalmente no
final do século passado.

Para explicar a ocorréncia de uma magnctizacao espontanea, vamos lancar
mao do conceito de campo efetivo (também conhecido como campo molecular ou
campo médio), introduzido por Pierrc Weiss. No estilo do tratamento fenomeno-
I6gico de van der Waals, vamos substituir o campo externo apliéado H por um

campo efetivo dado por

Hy =H+ Am, (46)

onde m é a magnetizacao por spin € A € um parametro que exprime a influéncia
{(cm média) do campo produzido pelos spins davizinhanga sobre um determinado

sitio da rede. Temos, entdo, a equacao de estado

m = tanh(ﬁH +ﬁlm) , (47)

que é conhecidacomo equagdo de Curie-Weiss. Para H=0, & facil pesquisar as solugoes
graficas dessa equagdo. Considerando a figura 12.9, percebemos que m= 0 € uma

solucao sempre. No entanto, para SA > 1, ou seja, para

A
T<TC:g, (48)

ha duas solu¢des adicionais, = m # 0, iguais em modulo e simétricas.
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n

e R Gttt T

________________________ L -1

Figura 12,9 Solug¢oes da equacio de Curie-Weiss para cammpo nulo.

Perto da criticalidade (7= 7,, H~ 0}, o valor de m ¢ pequeno, justificando

woa expansao da equacao (47),

. - 1 < 1 I3 4]
ﬁ(H + /lm) —tanh™ m=m+ ;mj +=m’ + (49)
3 5

Estamos agora em condi¢oes de deduzir as formas assintéticas nas vizinhancas do

ponto critico:
(i) paracalcularamagnetizacio espontinea (isto é, com H= 0), vamos escrever

1 e "
BAm=m +§m‘3 +oee (50)

Portanto, m? =~ — 3¢, de onde vem que

VERE (51)
m(T,H =0)~xy3(-1) .

O expoente S para o parimetro de ordem é 1/2, de acordo com a teoria

de van der Waals, mas em franco desacordo com os dados experimentais;

(ii) para calcular a suscetibilidade magnética, vamos tomar a derivada em
relagao ao campo nos dois lados da cquacdo (49),

ﬁ[?+l):1+m?+m4+---. (52)

m

Para H=0c¢ T> T, temos
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ot
29

ﬁ[xim]:],. ¢

Portanto,

L -1

] (54)
kB‘TC

Xo=x(T.H=0)~

Para H=0e T < T, temos

[3[ ! +)1]=1—3t+0(1‘.2\). (35)
Zo !

Portanto,

1 4
Xo ~ m(ﬂf) : (56)

Entiao, y=1e €, /C_=2, de acordo com a (coria de van der Waals;
(iii) paraobteraisoterma critica, com T= T.,ouseja, BA=1, podemos cscrever

. 1
BH+m=m+—m®+ (57)
3

<

Portanto, temos a forma assintotica

kptl'. s =

H o~ -Boe (58)
3

dc onde vern 6 = 3, que também cstd de acordo com van der Waals. Mais

adiante vamos mostrar que o calor especifico a campo nulo € finito, mas

exibe uma descontinuidade em 7. Portanto, pode ser caracterizado por

um expoente a = 0.

Como no caso do modelo de van der Waals, podemos agora obter uma
expansao paraaenergialivre em termos do pardmetro de ordem. Devido a simetria
do sistema ferromagnético essa expansao vai ser muito mais simples. A partir da

magnetizacao, definida por

m ='m(T, H) = —(%JT , (39)
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podemos construir uma energia livre de Helmholtz magnética,

ST m)=g(T.H)+mH , (60)

- onde

H = (a—f] . 1)
om T :

Entio, escrevendo a equacdo de Curie-Weiss (47) na forma

H = lt:am}f1 m—Am, (62)

emaos

1 ~1 )v 2
f(T,m)ZE J(tanh m)dm—;m +fO(T), (63)
onde [ (T) deve ser uma fun¢io bem-comportada da temperatura. Fazendo uma

expansao de tanh Line integrando termo a termo, obtemos
- 9 L 4,1 5 64
_f(T,m):jo(I)-k»-—(l—ﬂ/'t)m +—l—=—m +—m +-|. (64)

Ao contrario do que ocorre no caso dos fluidos, nessa expansao apenas com-
parecem as poténcias pares do pardmetro de ordem, simplificando significati-
vamente o problema (certamente ocorrem aqui os mesmos problemas de quebra
de convexidade apontados anteriormente na equacao de van der Waals). Como

a energia livre de Gibbs por particula deve ser dada por

g(T,H) = mirl{g(‘T,H;m)} = n}jln{f(T,m)—mH} , (65)

m

obtemos a expansao (de Landau) para o ferromagnetismo,

1
2

(l—ﬁl)mz +—m4+—1—m6 oo, (66)

g(T,H;m):fo(T)—Hm"i- I;ﬂ 508
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Na criticalidade, devem-se anular os coeficientes do termo linear (H=0) ¢ do
termo quadratico (BA = 1), permanecendo positivo o coeficiente do termo
quartico. Para H=0e 7"> T, 0o minimo de g(7, H; m) se verifica para m = 0.
Para H=0e T < T, asolugdo m=0 & um maximo; nesse caso, ha dois minimos
simeétricos para = m# 0. Nao € dificil utilizar essa expansdo para mostrar que o
calor especifico a campo nulo permanece finito, mas exibe uma descontinuidade,

Ac¢= (3kp)/2, na temperatura critica.
12.3 A FENOMENOLOGIA DE LANDAU

AteoriadeLandau paraas transi¢oes de fases continuas, proposta na década
de 30, baseia-sc na introdugio do conceito de pardmetro de ordem e no estabe-
lecimento de uma expansdo da cnergia livre em termos dos invariantes dessa
granderza. Exige-se, portanto, que a energia livre seja uma fun¢io analitica nas
vizinhancas da criticalidade.

Muitas vezes € possivel definir o parametro de ordem associado a uma deter-
minada transicao de diferentes maneiras. Nem sempre o pardmetro de ordem & um
escalar (para sistemas mais complexos, pode ser um vetor ou até mesmo um tensor).
Em geral, temos yr= 0 na fase mais simétrica (desordenada ou que ocorre a altas tem-
peraturas) e ¢# 0 na fase menos simétrica (ou ordenada). Véarios exemplos podem
ser considerados: (i) a transicao liquido-gés, em que ¢ pode ser tomado como U= UL
ou py — p (v€ um volume especifico e p ¢ uma densidade); (ii) a transicio para-ler-
romagnética, em que o parametro de ordem ¢ pode ser o vetor magnetizacio quando
o campo externo tende a zero (tornando-se um cscalar para um sistema uniaxial);
(iii) a transicao para-antiferromagnética, em que i pode ser associado a magne-
tizacao de subrede; (iv) a transicio ordem-desordem nas ligas binarias do tipo Cu-
Zn, em que o paramctro de ordem pode ser escolhido como a dilerenca entre as
densidades de Cu e de Zn nos sitios de uma das subredes; (v) a transicio estrutural
em substancias como o titanato de bario, BaTiOs, em que  estd associado ao deslo-
camento de uma sub-rede de ions em relagio a outra subrede, ¢ (vi) a transicao

superfluidano hélio liquido, em que estd associado a uma fungio de onda complexa.

Em todos esses casos, a energia livre deve ser expandida em termos dos inva-
riantes do parametro de ordem, refletindo a simetria subjacente do sistema fisico.
No caso de um fluido simples, em que o parametro de ordem é um escalar,

lemos a expansao

811 w)= (T2} (T p) v ea (T )0+
(67)
+g3(T,p)1;/3 +g"1(T’P)l}f4 e,
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ondc os cocficientes g, sao fungdes dos campos termodindmicos (Te p). O modelo
de van der Waals esta perfeitamente enquadrado nessa fenomenologia. Para des-
crever um ponto critico simples, basta que gy seja positivo (para assegurar a exis-
téncia de um minimo em relagao a ). Podemos, entao, ignorar os termos de
ordem superior nessa expansdo de Landau. Como ha certa arbitrariedade na
definicao de i, sempre € possivel fazer uma translacao para eliminar, por exemplo,
o lermo citbico da expansio. Assim, sem qualquer perda de generalidade, nas vizi-

nhancas do ponto critico de um fluido simples, podemos escrever a expansio
: - 2 4
g(T,p; y/)= A, (T,p)+AI(T,p)W—FAQ(I,p)IV + -, (68)

como ja foi feito para o modelo de van der Waals. Para que o ponto critico esteja
associado a um minimo estavel de g(T, p; ) os coeficientes 4; e Ay devem-se
anular na criticalidade. No entanto, devemos lembrar que, em geral, nem mesmo
a existéncia de uma expansao dessa natureza estd garantida (a solug¢ao exata do
modelo de Ising bidimensional constitui o contra-exemplo mais famoso). As

derivadas de g(7, #; ) sdo dadas por

£=A1+2Aﬂ/+4w3=0 (69)
y
€
2. _
08 oy 12y o
Iy

Para A} = 0, temos =0 ou 2 = — Ao/2. A solucao i = 0 € estavel para Ay > 0.
Com iy # 0, temos 82g/8¢9 = - 4Ay, ou s¢ja, a solugdo ¢+ 0 € estavel para Ay < 0.
No caso de um ferromagneto uniaxial, a expansio de Landau € muito mais

simples. De [ato, devido a simetria do sistema, devemos ter

f(T, m) =f, (T) + A(T)7712 +.B'(’l”)'r.'zq1 e 1)
Portanto,
e(T, Hym)= [,(T)~ Hn+A(T)n® + B(T)m* +---. (72)

No ponto critico, devemos ter H= 0 e A(T) = 0. Nas vizinhancas da criticalidade,

temos, entao,
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A(T)=a(T-T,), (73)

coma>0,B(T)=6>0ef,(T) = f,(T,). Portanto, podemos escrever

g(T,H; m) =7, (TC ) - Hm+ a»('T -7, )mQ +hmE (74)

Para H=0, com as constantes ¢ e b positivas, temos os graficos esbocados na figura
12.10, onde g, = g— f, representa a “parte singular” do potencial termodinamico.
Agora ¢ facil calcular as diversas grandezas termodindamicas a fim de mostrar que
B=1/2,v=1,C,/C_=2e¢ 6=3,independentemente das caracteristicas do sistema
particular que estejasendo considerado. Também € facil verificar que o calor espe-
cifico a campo nulo apresenta a descontinuidade Ac = a27,/2) na tempcratura
critica. Em campo nulo, acima de 7, o minimo de g, é quadratico em funcao de

m (na criticalidade, 0 minimo se transforma em uma fung¢ao quartica).

g, 4

Figura 12.10 Parte singular do potencial termodindmico de Landau em funcao da magnetizagao para um fer-
romagnelo uniaxial simples. Abaixo da temperatura critica, o minimo parauagnélico se torna

um maxime (e aparecem dois minimos simétricos).

Em um caso geral, a expansao de Landau poderia ainda assinalar resultados
bem mais complicados. Por exemplo, no caso de um fluido, poderiamos ter cli-
minado mediante uma translacao o termo lincar ¢ verificado que o termo cabico
nao se anula. Nessas circunstancias, podera ocorrer apcenas uma transicao de
primeira ordem (com uma coexisténcia de fases distintas). Quando ha mais variaveis
em jogo, e Ay também pode-se anular, temos de levar a expansao adiante a fim
de investigar a ocorréncia de fendmenos multicriticos.

[ interessante observar que a energia livre de Landau obedece uma forma
simples de escala. De fato, na linguagem dos ferromagnetos uniaxiais, a parte

singular do potencial termodinamico pode ser escrita como
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gs(t,H) = —mH +aTCtm2 +bm* 3 (75)
| onde ¢= (T T}/ T, e o valor de m ¢ obtido por meio da equagio
~H +2aT tm +4bm> = 0 . - (76)
Utilizando estas duas equagdes, nio € dificil verificar que

g_g(t,H) = }lg_s(/lxt,lyH), 77

com x=-1/2ey=-3/4, para qualquer valor de A. Entio, escolhendo A%t = 1,

temos
7y 2 H 9 H
s~ 135 - | o

Mais adiante, vamos ver que as hipéteses fenomenolégicas de escala sio muito

mais brandas que a teoria dc Landau, exigindo apenas que
o H :
gs(lf,H)ZZZ aF(;ﬁ—a], (79)

com os expoentes a e A = §f3 a sercm determinados pelos dados experimentais.

EXERCICIOS

L. Mostre que a equacdo de van der Waals também pode ser escrita na forma

nz4(1+t)~ 3 1

1+§co_ (1+60)t'

onde m= (p-p.)/p,, w=(v-v,)/v,et=(T-T,) /T, Utlize esse resultado
para mostrar que

T = 4t—6w)-§co3 +O(a)4,t032)
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nas proximidades do ponto critico. A partir das isotermas de van der Waals,
corrigidas pela construcao de Maxwell, obtenha uma forma assintética para a
curva de coexisténcia nas vizinhancas do ponto critico. Em outras palavras,
utilize as equacoes

n=4t—6ta)1—§a)f,
2

3

. 3
1tv=4t—btw2—§w2

03

J. [4t—6zw—g wngco =n{wy - ),

@)

que representam a “construcao de areas iguais”, a fim de obter formas assin-

toticas para wy, we e 7 em funcao de ¢t quando ¢t — 0 —. Observe que o trun-
> %2 s

camento utilizado € correto para @ 1,0 9 ~ t1/2,

. Utlize os resultados do problema anterior para mostrar que a linha de coexis-

téncia de fases € o locus de v= v, no modelo de van der Waals cncontram-se no

ponto critico com a mesma tangente.

. Obtenha as seguintes formas assintoticas para a compressibilidade isotérmica

do gas de van der Waals:

](‘T(T,v = vc_) ~CY (1= 0+),
o (T=T,,p)~Cx P (p—p.+),

onde

Quais os valores dos expoentes criticos e dos prefatores que aparecem nessas

expressoes?
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4. Considere o gas de Berthelot, dado pela equacio de estado

[p+ ag)(v—b)zRT .

Tv~

{a) Calculc os parametros criticos, v, T.e P
(b) Obtenhauma expressio paraa cnergia livre de Helmholtz /{7, v) a menos
de wna fun¢do arbitraria da temperatura;

(¢) A energia livre de Gibbs por mol pode ser escrita na forma

g(T,jJ) = min{g(T,p; v)} = min{f)v +f(T, v)} .

Obtenha uma expansio para g( 7, p; v) em termos de = v— v,. Verifique
as condig¢bes criticas e faca uma translagio em para climinar o termo
ctbico dessa expansao;

(d) Qual a expressao assintdtica da linha de coexisténcia na imediata vizi-
nhanga do ponto critico? e, '

(e) Utilize os resultados anteriores para obter os expoentes criticos 3, v, 8 ¢ .
5. Comnsiderc a cquagao de Curie-Weiss do ferromagnetismo,

m = tanh([)’H +ﬁlm) .

Obtenha a forma assintética da suscetibilidade isotérmica, x (7, H), para
T=T,quando H— 0. Obtenha [ormas assintdticas para amagnetizacio espontinea
quando 7'<< 7, (isto ¢, para T— 0) e quando 7= T, (isto &, t— 0 -).
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O MODELO DE ISING

As experiéncias nas vizinhancas da criticalidade indicam quc os cxpocentes
criticos assumem valores universais, razoavelmente bem definidos, mas que cer-
tamente nao coincidem com as previsoes das “teorias classicas”, englobadas pela
fenomenologia de Landau. Atualmente se reconhece que os expocntcs criticos

sao determinados por pouquissimos fatores:

(i) adimensionalidade dossistemasfisicos; € possivel obter experimentalmente
sistemas praticamente bidimensionais, que se caracterizam por um conjunto
bem definido de expoentes;

(if) a dimensionalidade do pardmetro de ordem; para fluidos simples ou fer-
romagnetos uniaxiais, o parametro de ordem & um escalar; para um fer-
romagneto isotrépico, o parimetro de ordem é um vetor tridimensional;

(iii) o alcancc das intcragoes microscdpicas; nos sistemas de interesse fisico as
interacoes microscopicas sao, em geral, de curto alcance; mais adiante
vamos ver que modelos estatisticos com interacoes de longo alcance

produzem cxpoentes criticos com valores classicos.

Para construir uma teoria microscopica da transicao ferromagnética, torna-
se, entdo, interessante considerar um modelo muito simples (mas nao trivial),
incorporando interacocs de curto alcance numa rede d-dimensional. O modelo

de Ising, definido pelo hamiltoniano de spin
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N
5‘{-'—'-]20'2-0']-—1‘?[261‘, (1)
() =

onde ¢, & uma varidvel aleatoria que pode assumir os valores + 1 nossitios i=1,2, ..., N
dc uma rede cristalina em d dimensoes, desempenha exatamente esse papel de
modelo protétipo. O primeiro termo, onde a soma deve ser realizada sobre os pares
de sitios vizinhos mais proximos, representa as cnergias de interacao que devem ser
capazes de produzir um estado ferromagneticamente ordenado (quando J > 0).
Como vimos anterjormente, o segundo termo, envolvendo as interacoes entre um
campo externo aplicado H € o sistema de spins, tem um carater puramente para-
magnético. O moedelo de Ising percorreu uma longa historia depois de ter sido
resolvido exatamente em uma dimensio por Ernst Ising em 1925 [ver, por exemplo,
o artigo de S. G. Brush, em Rev. Mod. Phys. 39, 883 (1967)].

As varidveis de spin podem ser pensadas de diversas maneiras: (i) como com-
ponentes do spin dos dtomos (na direcio do campo externo), que podem “apontar
paracima ou parabaixo”; (ii) como uma indicagio de que o sitio ipode estar ocupado
por um atomo do tipo A, ou por um atomo do tipo B, como numa liga binéria do
tipo AB {(vizinhos iguais contribuiriam com uma energia — J; vizinhos distintos, com
uma energia + f), e (iii) como um ntmero de ocupacao, que assinala a presenca ou
a auséncia de uma molécula numa determinada célula de um “gas de rede”.

Essa multiplicidade de interpretacoesjaindica o carater universal do modelo,
capaz de captar os aspectos essenciais do comportamento critico. No dccorrer
deste capitulo vamos utilizar a linguagem mais simples da analogia magnética,
considerando o modelo de Ising como uma espécie de corruptela do modelo de
Heisenberg para um sistema magnético isolante altamente anisotropico de spin
1/2 (a energia Jpode ser interpretada como o termo quantico de troca, de natu-
reza coulombiana).

Resolver o modelo de Ising significa escrever a func¢ao de particao canonica

Zy =Z(T,H,N)= {Z}exp(—ﬁﬂ{ ), @)
O;

onde a soma € realizada sobre todas as configuracoes das varidveis de spin e o

hamiltoniano ¢ dado pelacquacao (1), ¢ obter a energia livre magnética por sitio,

g=g(T,H)= lim —LTInZN : (3)

N—oeo N
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Para uma rede unidimensional, pode-se obter gsem muita dificuldade (logo a
seguir vamos resolver esse problema utilizando a té€cnica da matriz de transfe-
réncia, que também pode ser escrita para dimensdes mais altas). No entanto,
como demonstrado por Ising em 1925, a solucao unidimensional & decep-
cionante, pois a energia livre é perfeitamente analitica (exceto no ponto trivial
T = H=0), nao produzindo nenhuma magnetizacao espontanea (e nenhum
tipo de transicao).

Viarias técnicas aproximadas foram desenvolvidas para resolver o modelo
de Ising em duas ou trés dimensoes. Muitas vezes sao técnicas fiteis, que fornecem
bons resultados para os aspectos qualitativos dos diagramas de fases e que cons-
tituem as poucas ferramentas disponiveis para o estudo analitico de sistemas mais
complexos. No entanto, a transicao de fases € caracterizada por uma nao-analiti-
cidade da energia livre no limite termodinamico, tornando discutiveis quaisquer
truncamentos de uma expansao perturbativa. Todas as aproximacdes fechadas,
do tipo campo médio (logo mais vamos discutir algumas), sempre conduzem a
uma energia livre que pode ser colocada na forma da expansao de Landau € que,
portanto, reproduz os resultados classicos para os expoentes criticos.

Em 1944, num verdadeiro tour de force matematico, Lars Onsager produziu
uma solugdo analitica para o modelo de Ising numa rede quadrada, com inte-
ragoes de primeiros vizinhos, na auséncia de campo externo. Para T— T, o calor

especifico diverge de acordo com uma forma assintdtica logaritmica,

cH=0~1[11T—TCl, (4)

com uma temperatura critica bem definida, &37./] = 2/111(1 + \/E) . Portanto, a
energia livre ndo € analitica e ndo pode ser colocada na forma de uma expansao
de Landau. A solucdo de Onsager, que tem sido reproduzida e confirmada por
diferentes técnicas e nas mais diversas geometrias planares, representa um marco
no desenvolvimento das modernas teorias criticas. Pela primeira vez foi possivel
mostrar que um modelo estatistico microscopico conseguc produzir um compor-
tamento nio-analitico dentro do contexto da mecinica estatistica em equilibrio.
As origens dessa nao-analiticidade foram depois explicadas, em termos bem mais
gerais, pela teoria de Yang e Lee sobre transigdes de fases (ver capitulo 7), incluindo
o famoso teorema do circulo sobre os zeros da funcao da particao no limite ter-
modinamico. No inicio da década de 50, C. N. Yang verificou um resultado de
Onsager para a magnetizagao espontanea darede quadrada, obtendo o expoente
B=1/8. Atualmente, embora ndo haja solu¢des exatas na presenca de um campo,
pode-se afirmar com seguranca que vy = 7/4. Todas as redes planares, com inte-

racoes de curto alcance, apresentam o mesmo conjunto de expoentes criticos
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(=0, 5=1/8, y=7/4), distantes dos valorcs das experiéncias para sistemas
tridimensionais, mas distantes também dos resultados classicos.

Asolucao do modelo de Ising em trés dimensdcs permanece um problema
aberto, embora seja possivel provar a existéncia de magnetizacio cspontinea
para temperaturas suficicntemente baixas (por meio de um argumento proposto
por Peierls, valido em duas ou mais dimensoes). No entanto, desde a década
de 60, ha excelentes expansdes em séries de altas temperaturas de diversas
grandezas termodinamicas, fornecendo com seguranga um conjunto de cxpoentes
criticos dentro da faixa experimental para os sistemas fisicos em trés dimensoes
(B=5b/16,v~3/4, a = 1/8). As técnicas mais sofisticadas de grupo de renor-
malizacao também corroboram esses resultados. Na tabela abaixo reunimos os

valores dos cxpoentes criticos de maior significado termodinamico.

Landau | Ising(d = 2) | Ising(d = 3) | Experiéncias
Bl 1/2 1/8- ~5/16 | 0,3-0,35
Y| 1 7/4 ~5/4 1,2-1,4
§| 3 15 ~5 4,2-4,8
o 0 0{log) ~1/8 ~0

13.1 SOLUGAO EXATA EM UMA DIMENSAO

Emumadimensao (d=1) o hamiltoniano de Ising pode ser escrito na forma

N N

H==]Y 000, ~HY 0. (5)
i=1 i=1

A fungao candnica de particao ¢ dada por

N N
. L
Iy = ZCXP Kz 0041 +_9—2(0-i+o-i+1) , (6)
{oi} i=1 "=l

onde K=/, L=[H e oscgundo termo foi escrito de maneira mais simétrica. Por
mera conveniencia, vamos adotar condigoes periddicas de contorno, oy, | = o5.

Agora € inleressante escrever a fungdo de particao na [orma

N )

zy= 2 Tl7(oi0ia), N

ap,09, 0N =1
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ondc
. L
T(0i, 0441) = CXP[KGiUm +E(O'i+0'i+l):|- (8)

Essa dltima expressio pode também ser escrita como uma matriz 2 X 2,
indexada pelos valores das varidveis de spin 0;=+ 1 e o, , | =+ 1. Vamos, entao,
definir a matriz de transferéncia,

T(+,+) ’(+,—) exp(K +L) cxp(—K)

T s) (-7 exp(=k) exp(k-1)] ©

L]

Utilizando esse formalismo matricial, € ficil perceber que a cquacio (7) para a
funcao candnica de particao pode ser interpretada como o trago do produto de

Nmatrizes (de transferéncia) idénticas,

Zy = Tr(T)N . (10)

Além disso, por construcao, a matriz de transferéncia (9) € simétrica e, portanto,
diagonalizavel por meio de¢ uma transformacao unitaria,
-1 _ -1 _ 1t .
UTU ™ =D com u-=ur, (11)

onde D € uma matriz diagonal. Portanto, a func¢io canénica de parti¢io pode ser

escrita em termos dos autovalores da matriz de transferéncia,

N

Zy =T,(U7DU) =7, (D) =AY +2Y, (12)
onde
K 9K 9 2 :
'7'1,2 =¢" cosh L+ [e‘" cosh” L — QSenh(QK)] R (13)

sao dados pelas raizes da equacido secular, (T — AI) = 0. E ficil perceber que
csses dois autovalores sao scmpre positivos e que A} > Ay (exceto no ponto trivial

T'= H=0). A campo nulo, essas expressoes ficam mais simples,

Al = 2¢cosh K 2 A9 = 2senhK (14)

com a degenerescéncia (A} = A9} no limite K— = (ouseja, T— 0).
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Para obter a energia livre no limite termodindmico, € conveniente escrever

n N
7 A
Zy = i‘l\ IJ{/”L_TJ : (13)

Como Ag < Ay, temos o limite

g(T,H)= lim {— ! anN}=—%3—lnll , (16)

N—>co 7,

ou seja,

g(T.H)= —%ln{eﬁ] cosh (ﬁH)+[e2ﬁf coshg(ﬁH)——

_ QSenh(Qf.’:a’]’)]l/2 } ,

que €é uma funcao analitica, de ondc vém todas as propriedades termodindmicas
do sistema.

A magnetizacdo por spin é dada por
senh( BH )

ﬁH) + exp(—4/3])

m(T,H) = —( Ig

] - ’ 1/2 7 8
oH T [senhz( ] (18)

que se anula para =0, mostrando que o modelo nao explica o ferromagnctismo.
A partir da entropia por spin, s=s(7, H) = - (dg/0T) j;, podemos calcular o calor
especifico a campo constante. A campo nulo, o calor especifico € dado por

/2 I\
Cpr—0 = 5 sech[ : J R (19)
kBT" kBT

que € uma func¢ao bem-comportada, exibindo apenas um mdximo achatado quando

desenhada em termos da temperatura.

Ha um argumento atribuido a Landau para mostrar que nao existe um

estado ordenado (e, portanto, uma transicdo de fases) num sistema unidimen-
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sional com interagdes de curto alcance. Vamos considerar a cadeia de Ising no
estado fundamental, na auséncia de campo, com todos os spins positivos. Para
criar dois dominios diferentes, bastaria inverter o sinal de todos os spins a partir
de um determinado ponto (ver figura 13.1). Isso custaria uma energia muito
pequena, A U=2]> 0. No entanto, haveria um aumento de entropia muito grande,
AS=kgln N, poisa parede entre os dominios teria a possibilidade de ser colocada
em N posi¢coes distintas (no caso de uma cadeia com N+ 1 sitios). A temperatura

finita, a energia livre do modelo sofreria uma variagao

AG=2]-kgTInN ,

que poderia se tornar negativa para valores suficientemente grandes de N {(com
T+ 0). Como a energia livre diminui, ha uma tendéncia de criacio de dominios,

que impediria a estabilidade de qualquer fase ordenada.

\ \

Figura 18.1 Cadeia de Ising com seis sitios e dois dominios diferentes (a csquerda e & direita cda parede situada

na ligacio entre o quarto e o quinto sitios).

Utilizando ainda a técnica da matriz de transferéncia, podemos calcular as

correlacoes spin-spin, ou seja, os valores esperados

1
(ox01)y = 7 2 ororexp(-p o) . | (20)

{oi}

Com um pouco de trabalho algébrico, para I > k, € possivel mostrar que

Jl\f-(z-k) l(;—k) N Agl—k) A;\’—(!—}c)

N | aN
2.1 +/12

A

<O‘kO—l>N = 21)

Portanto, no limite termodinamico vem

P (-k)
= % , =22 ‘ 99
(or0;) Al(_inm<0-k6l>‘,\r (11 ] (22)
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Na realidade, podemos mostrar que essc resultado continua valido para [ < k,
substituindo a dilerenca (I— k) pelo seu modulo. A campo nulo, temos, entio, a
tunc¢ao de correlacao de pares, '

<O-J‘O-[>H=0 z(tanhK)' , (28)

onde r = |i~ k| & a distncia entre os sitios k e 7. Essa expressao também pode ser

"colocada na forma

<0'k0“1 >I-[=() = (:‘Xp{?’ll]([al’lh K)} = exp —% , . (24)
k-l

delinindo o comprimento de correlacao

y 1
- |1n(tanh.K)] ’

que tem um comportamento divergente para K— = (ou seja, no ponto critico
trivial 7= (). Para 7' # 0, as correlagoes decaem exponencialmente com a dis-
tancia, governadas pelo comprimento caracteristico €. No caso do modelo de Ising
em duas dimensoes, ¢ possivel mostrar que, fora da criticalidade, as correlacdes
de pares decacm exponencialmente, para grandes distancias, com um comprimento
de correlagio da forma & ~ |£|—”, onde v = 1; na criticalidade, as correlacocs

decaem para grandes distancias com uma lci de poténcia,

1

(O-ko-[ >r:7" - Ard—2+T?

b

onde n=1/4, parad=2. Ateoriacldssica (de Ornstein e Zernike) para os expoentes

associados ao decaimento das correlacoes fornece v=1/2 e n=0.
13.2  APROXIMACAO DE CAMPO MEDIO PARA O MODELO DF, ISING

Para obter a aproximacido de campo médio usual, também chamada de
aproximacao dc Bragg-Williams, vamos supor que no formalismo canénico, além
dos vinculos de temperatura e de campo externo, o sistema esteja submetido a
umvinculo interno suplementar que fixa o valor da magnetizacio por spin. Entio,

para um modelo de spin 1/2, temos
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N,+N_=N (26)

N,-N_=Nm , , 27

onde N, (N_) € o numero de spins para cima (para baixo), Né o namero total de
spins ¢ m ¢ a magnetizacao {adimensional) por spin. Conhccendo N, e N_,

podemos calcular a entropia total,

7 AN
AN

7—"':— - kB In - - .
N,IN_! (N +\mj[ N - ij, (28)
s I

Levando em conta a simefria translacional do problema, a energia interna numa

rede hiperctbica d-dimensional sera dada por

U=<I7{>=—]dN<GZ-O'j>—fLVm . (20
Portanto, a energia livre magnética por spin, com o vinculo interno representado
pela magnetizacao fixa, é dada pela expressao

1
N

g1 Hym) = —(U-78) = - ja(o;0, ) -

71
kBT In N ' (30)

N N + Nm | N - Nm )
2 ' 2 '

Até esse ponto nao ha nenhuma aproximacao. O problema reside na dificuldade

- Hm -

para calcular as correlagdes de dois pontos cm termos de 7, He m.
A aproximacao de Bragg-Williams consiste em desprezar as flutuagoes nas

funcoes de correlacao, fazendo a aproximacao
(00,) = (0:){0;) =
iy 1 7 : (313

Escrevendo uma expansao de Stirling para os fatoriais e utilizando essa apro-
ximagao para as correlacaes, obtemos no limite termodinamico a energia livre de

Bragg-Williams por spin,

323
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gm,V(T, H, m) = —Jdm? - Hm —%ln 2+
(32)

+${(1 +"rn)ln(l +m)+ (1 —‘m)ln(lum)] -

Para remover o vinculo interno a fim de obter a energia livre termodindmica,

basta minimizar gpy em relacdo a m. Assim, temos

BgBVV . 1 1+m
== =2 Mdm-H+—1 =0 , 3
am Jdm 28 nl—m 3%)
de onde vem a equacdo de Curie-Weiss,
m = tanh(ﬁ 2 Jdm +,BPI) , (34)

onde o parametro fenomenoldgico A € identificado como o produto 24/ Nessa
aproximacdo, a temperatura critica &€ dada por ky7T, = 24J, prevendo-sc uma
transi¢ao mesmo no caso unidimensional! Embora esse resultado esteja comple-
tamente errado, esperam-se melhores previsoes amedida que a dimensionalidade

do sistema aumente.

A energia livre de Bragg-Williams, dada pela cquagio (32), também pode
ser escrita na forma

gBW (T, H; ‘m) = —]de - Hm - % In2+ zl; J (tanh"l -m)dm ) (33)

que permite uma identificacao imediata com a funcao g(7, H; m), obtida no
capitulo anterior a partir da cquacao fenomenolégica de Curie-Weiss. Podemos,

entao, recuperar todos os resultados classicos para o comportamento critico.

A aproximacdo de campo médio também pode ser obtida de forma clegante
a partir de um principio variacional baseado na desigualdade de Peierls-Bogoliubov
[que se apdia em argumentos de convexidade, aparentemente conhecidos pclo
proprio Gibbs; ver, por exemplo, H. Falk, Am. J. Phys. 38, 858 (1970)]. Para
qualquer sistema classico (de fato, também para sistemas quanticos), podemos
escrever a desigualdade

G(H) < Go(oy)+(H -5,) =@, (36)

o
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ondc G(#H) e G, (%) sao energias livres associadas a dois sistemas definidos pelos
hamiltonianos #H ¢ %, respectivamente, e a média térmica deve scr tomada cm
relacdao a uma distribui¢ao candnica associada ao hamiltoniano #,. Escothendo

um hamiltoniano (dc tentativa) nao-interagente,
N
Hy =—n203- ; (87)
i=1

onde 7 € um parametro arbitrario, tcmos

Zy = Y, exp(-Brty) = (2cosh )" . | (38)
{oi}

Portanto,
AT
Gy = —F 111[2 cosh ﬂ‘n] (39)
e
(9 ~315) = —ﬁlN<0'i0j>O - HN (o), + 1N{0;), (40)
com
<O‘,;o'j >0 = <0'i )3 = (tanhﬁn)2 e <Gi>0 = tanhfin . (41)

Temos, entiao,

;—Tq) = A%(I)(T,H,N; n)= —%hl?—%]n(cosh ﬂn)n

(42)
2
- jd(tanhﬁn) - Htanh B+ npranh fn .
Essa expressao € apenas um limite superior para a energia livre do sistema. A
energia livre por spin na aproximacao de campo médio ¢ dada pelo minimo de

& (7, H, N; m) em relagido ao campo 7,

gcm = %min ®(T,H,N;n) , (43)
N
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que corresponde ao menor limite superior proporcionado pela desigualdade de
Bogoliubov (com uma forma livre para o hamiltoniano de tentativa). Notando
que 1 depende de m por meio da relacdo m = tanh 87, recuperamos imedia-
tamente todos os resultados da aproximagdo de Bragg-Williams.

13.3 MODELO DL CURIE-WEISS

Em vez de trabalhar com uma solu¢do aproximada numa rede de Bravais,
muitas vezes € interessantc introduzir uma modilicagio simplificadora no préprio
modeclo fisico a fim de transtormé-lo num sistema exatamente solivel. Com cssa
estratégia em mente, vamos deformar o termo de interacdo do modelo de Ising,

introduzindo o hamiltoniano do modelo de Curie-Weiss,

\, J.Nr _l\"
Heaw = B N 2 Z 0i0; ]—[2 9i > (44)
=Y = j=1 i=1

¢m que cada spin interage com todos os seus vizinhos, As interacdes sao de longo
alcance, mas muito fracas, da ordem de 1/, a fim de garantir a cxisténcia do
limite termodindmico. A campo nulo, no estado fundamental, a energia por spin
do modelo de Curie-Weiss ¢ dada por Ugy/N =~ J/2 (que deve ser comparada
com o resultado para um modelo de Ising [erromagnético numaredc hiperctbica
d-dimensional, U/N=- Jd)

A fungao candnica de particao do modelo de Curic-Weiss pode ser escrita

na forma
N N
Z= Zcxp Zcr +BH2 o | . (45)
i=1

Podcemos agora usar a identidade gaussiana,
—+co

jexp(—x?‘ + fZax) dx = y’} exp(a2 ) R (46)

—o0

para calcular a soma sobre as variaveis de spin na equagio (45),
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N N

1 N B bz
ETJ x exp| —x +2( {j zoptﬁHZO'i =
{o: V7 2 i=1 i=1

o0 1/9 N
) (47)
= L,_ J.dxexp(—x2) 2cosh| 2 B—J] x+fpH .
'\/7[ N 21 ;

Introduzindo a mudanca de variaveis

2[ %)ux —Bm (48)
lemos

7 = [ *’\;ﬁl] jw Tdm exp|-NBg(1, H;m)] (49)
onde

o(T,Hym) = éfmg - é-hu[zmosh (BJm +BH)] . (30)

Para obter a energia livre no limite termodinamico, é suficiente calcular a
forma assintética da integral (49), para N— @, por meio de uma aplicacao dircta

do método de Laplace. Assim, temos

g(T,H;m): lim {m 1’\’ 1112} mm{ (T H; m)} . (51)

N n

Entao,

8g(’1‘, H; m)

= Jm— ]tanh(ﬁjm—hﬁf]) =0, (52)
dm

de onde vem a equagdo de estado (de Curie-Weiss),

m= tanh([)’jm +ﬁH) . (53)

327
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que € a marca registrada dos resultados de campo médio para o modelo de Ising.
Nio € dificil verificar que esse modelo com interacoes de longo alcance conduz
aos mesmos resultados classicos daaproximacao de Bragg-Williams para o modelo
de Ising numa rede de Bravais. No espirito da fenomenologia de Landau, a
expansao do “funcional” g(7, H; m) em poténcias de m permite wma andlise
(rigorosa) da transicao no modelo de Curie-Weiss. Embora os coeficientes das
varias poténcias de msejam diferentes dos seus correspondentes na expansao do
“funcional” de Bragg-Williams, tocos os parametros criticos sao absolutamente
idénticos [ver, por exemplo, C. E. I. Carneiro, V. B. Henriques e S. R. Salinas,
Physica A162, 88 (1989)].

13.4 APROXIMACAO DE BETHE-PEIERLS

Levando em conta flutuagoes de curto alcance, ha uma série de aproxi-
magoes autoconsistentes para o modelo de Ising numarede de Bravais, geralmente
corretas em uma dimensao, conseguindo captar alguns efeitos que escapam dos
tratamentos usuais de campo médio (embora os expoentes criticos mantenham
seus valores classicos). A aproximacao de Bethe-Peierls € muito representativa de
todos esses métodos.

Oy @

Y ]
L

9y e

Tigura 13.2  Aglomerado contendo um sitio central e quatro sitios periféricos.

Vamos considerar um aglomerado contendo um spin central o, sob a acao
do campo externo H, e ¢ spins periféricos, sob a acao de um campo efetivo H,,
que simularia o efeito do restante da rede cristalina (ver figura 13.2). O hamil-

toniano de spin do aglomerado € dado por
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ﬂ{a=—]0'O(crl+-~+0'q)—H0'O—He(61+~--+aq) . (54)

Portanto, temos a fun¢ao candnica de parti¢ao correspondente ao aglomerado,

Z,= {Z}CXp(—ﬁ H{a) = zexp(ﬁHO'O )[2 cosh (5]00 -I-ﬁHe)]q . (55)
eF} Op

A partir dessa expressdo, podemos calcular a magnetizacao associada ao sitio

central,

my = %i InZ (56)

€ a magnetizacdao de um sitio na periferia,

d
My = ——

Inz, 6 . (57)
BgoH, *

Com algumas manobras algébricas, a equacao (56) pode ser colocada na forma

my = tanh[ﬁH +q tanh ™} (tanh BJtanhfH, )l . (58)

Também néo € dificil escrever a equacdo (57) na forma mais conveniente

(1 —tanh?® B ])tanh BH, + -mo(l ~ tanh? BHe)tanh BJ

my, =

1- [tanhﬁ.] tanh S H, ]2

B tanh(ﬁHe +ﬁ]) + tanh(ﬁHe —ﬁ])exp(—? tanh™! mo) (59)

1+ exp(—? tanh™! mg )

A condigao de autoconsisténcia, a partir da qual sera possivel eliminar o campo eletivo,

¢ dada por

my = mp =m , (60)

quc fornece a equagdo de estado na aproximacao de Bethe-Peierls, m= m(71, H).
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A campo nulo (H=0}, perto da temperatura critica, mec H, devem ser muito
pequenos. Portanto, podemos expandir as cquagoes (58) e (59),

m=q(tanhf J)tanh BH, +-- (61)
m = —-3——,3H6 +mianh ] +--- . (62)
cos™ B ]

A partir dessas cquagdes € facil verificar quc a temperatura critica na aproximacio

de Bethe-Peierls é dada por

-1

Em uma dimensao, ou seja, para ¢ = 2, nao ha transicao de fases (7,=0). Para
q =4 (correspondendo a uma rede quadrada), kp7,/J=2/In 2 = 2,885..., que
¢ inferior 4 temperatura critica prevista pela aproximacio de Bragg-Williams,
kpT /]=4, masainda esta acima do valor exato calculado por Onsager [ kg7, /] =
9/In (1 + /2 ) =2,269...].

As aproximacoes do tipo Bethe-Peierls, que se baseiam num calculo auto-
consistente para um pequeno aglomerado de spins, fornecem uma equagao de
estado, mas nao uma expressao para a energia livre do sistema (em geral, &
inconsistente escrever a encrgia livre a partir da funcio de particio Z, do aglo-
meradol). Para obter a energia livic a partir da equagio de estado, podemos,

em principio, escrever

&= —J. m(T,H)dH +g, (T) , (64)

onde g,(7) ¢ uma fungdo arbitraria da temperatura (que podc ser encontrada
examinando o comportamento da energialivre no limite de temperaturas infinitas).
No caso do modclo dce Ising ferromagnético, essa integral pode ser, de fato, cal-
culada mediante um minimo de paciéncia algébrica! Vamos, inicialmente, notar

que a equacao (58) pode scr escrita na forma

cxp(?ﬁH) —x7 .
m= - : , (65,
exp(?ﬁH) + x4

onde



O Modelo de Ising » 331

_1-tanhf fanh B H,

x = ! (66)
I+ tanhf JanhH,
Também podemos utilizar a equacao (59) para escrever
exp( 2 -x
exp(2BH) = x77! _____p( BJ) (67)

xexp(2B8))-1

Portanto, a magnetizacao me o campo H podem ser cxpressos em termos da nova
variavel x. Entdo, a partir da equacdo (64), temos

JH .
g=—j7nxdx+g0(T) , (68)

onde
m=——" {69)

dH _g¢-1 1 =z , (70}
dx X z—%x zx—1

28

com z=exp(2f/). Com um pouco de esforco algébrico, nao & dificil verificar que

(;-z_qﬁllner(iln —}—ln(zx—l)-l-

£7 798 25 ) g

(71)

+ g2 ln(zx2 —2x+z)+g0(T) ,

2B

que € a funcao energia livre correspondente a aproximacio de Bethe-Peierls.

Finalmente, € interessante obscrvar que os resultados da aproximacio de
Bethe-Peierls podem ser obtidos através da solugdo (exata) do modelo de Ising,
numa rede muito peculiar denominada arvore de Cayley (que se estrutura na
forma de camadas ou gerag¢oces ¢ que ndo possui caminhos fechados, como nas
redes de Bravais). Na realidade, essa correspondéncia apenas ocorre na regiao
central {denominadarede de Bethe) de uma drvore de Cayley no limite de infinitas
geracoes [ver, por exemplo, C. . Thompson, /. Stat. Phys. 27, 441 (1982) e M. J.
Oliveira e S. R. Salinas, Rev. Bras. Fis. 15, 189 (1985)].
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" 13.5 RESULTADOS EXATOS NA REDE QUADRADA

Foge ao espirito de nosso texto a discussao da solugao de Onsager (e de
suas miltiplas variantes) para o modelo de Ising na rede quadrada. O leitor inte-
ressado, e com certa disponibilidade de tempo, deveria, pelo menos, examinar o
trabalho de T. D. Schultz, D. C. Maltis ¢ E. H. Lieb, cm Rev. Mod. Phys. 36, 856
(1964), onde o calculo dos autovalores da matriz de transferéncia se reduz ao
problema da diagonaliza¢io do hamiltoniano de um sistema de férmions livres
(a matriz de transferéncia € escrita em termos de operadores de Pauli, que se
transformam em férmions através de uma aplicacao da transtormacao de Jordan-
Wigner). Vamos nos limitar ao registro de alguns resultados de Onsager.

No limite termodindmico, a energia livre (na rede quadrada com primeciros

vizinhos, a campo nulo) pode ser escrita na forma de uma integral dupla,

(A

T
—ﬁg(?‘) = lanwLL()J‘J.ln[cosh2 2K -~
2"
00
(72)

- senh?K(cos 0, +cos G )]d&l dos

onde K= ] (na solugao original, Onsager ja permitia intera¢des diferentes nas
duas direcoes da rede quadrada!). Portanto, temos a energia interna

2
J 1+senh 2K -1

U =— 5
tanh K T

n

J déy dby (78)
cosh? 2K — se‘nh?K(cos 0] + cos 62) .

0

O C—y

Aintegral aparecendo nessa ultima expressao diverge logaritmicamente quando

cosh? 9K = 9senh2K , (74)
ou sejzi,
senh2K =1 ('75)

que define a temperatura critica do modelo,
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gl =tsTe 2

__=9,960... . (76)
¢ J In(1+\f2) {

Nas vizinhangas da temperatura critica, ¢ conveniente definir o parametro

pequeno
= 2 {77)
o= (senhQK—l) . (
Entido, em ordem dominante para é — 0, temos

d6; dos
cosh? 2K — senh?K(cos 6, +cos 62)

~

S oy Y
S

10, dO : .
8+ —senh‘ZK(92+92) 5 8 5% senh2K |

=

1

onde foram utilizadas coordenadas polares para simplificar a integral da etapa

S C—

intermediiria. A partir dessa forma assintética, a energia interna nas vizinhangcas

da temperatura critica € dada por

U~ — M[I+A K K)IIIIK K” (79)

ondc A & uma constante. Tomando a derivada em relagio a temperatura, obtemos

a formula famosa para o calor especilico a campo nulo,

cpr—0 ~Bln|K - K,| , (30)
com K— K e ondc B¢ uma constante.

Uma expressdo analitica para a energia interna dada pela equagao (73)

pode ser escrita em termos de uma integral eliptica,

u.=~—J—[1+(2tanh2 2K-1]3K(k] )} , (81)
tanh K s

onde

333
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2senh (2K
kl = —‘—;)'("-—) (82)

cosh” 2K

€ K(ky) € uma integral cliptica completa de primeiro grau,
/2
° 9 -1/2 )
K(kl) = [1 — ky'sen 6] do . (8%)
0

O calor especifico também pode ser cscrito em termos de integrais elipticas (de
primeira e de segunda ordem). Infelizmente, no entanto, nao dispomos de gene-

ralizacoes desses resultados para campos finitos ou redes tridimensionais!

EXERCICIOS
1. Considere um modeclo unidimensional de spin 1, definido pelo hamiltoniano

N N
af — A
Ho==] S8 +DY S,
1=} i=]

onde /> 0,D>0eS;=-1,0,+ 1, para todos os sitios.

(a) Utilizando condigoes periddicas de contorno, calcule os autavalores da
malfriz de transferéncia;

(b) Calcule expressées para a energia interna e a entropia por spin;

(c) Qualo estado fundamental desse modelo (7=0) em func¢ao do parimetro

d=1/]? Obtenha a forma assintética dos autovalores da matriz de trans-

feréncia, para T— 0, nas regioes caracteristicas do eixo d.

2. O modelo de Ising unidimensional ferromagnético a campo nulo é dado pelo
hamiltoniano

N
2 =—] 0,0,
i=1

com /> 0 e o;=1x1 para todos os sitios.

(a) Mostre que
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Ik-—l] ‘

<Gk0',;>v: (tanhﬁ])

A partir da expressao para as flutuagdes da magnetizacio no ensemble
candnico, obtenha a forma da suscetibilidade magnética a campo nulo,
Xo =X(1, h— 0}. Esboce um grafico de ¥, contra a temperatura;

(b) Obtenha uma expressio para a fungio de corrclacao de quatro spins,

crj(rk()"g_:)', coml s is<jsks <N,

(¢) Mostre que o calor espccifico a campo nulo pode ser escrito como uma

;
Ty

soma sobre func¢odes de correlacio de quatro spins.

O modclo de Blume-Capel numa rede de coordenacio g € dado pclo hamil-

toniano

N N N
=—J Y. 8;8;+DY 57~ HY'S; |
(i) i=1 i=1

onde todos os pardmetros sio positivos e S;=— 1,0, + 1 para i=1,2,..., N. Utilize
o principio variacional de Bogoliubov-Peierls, com um hamiltoniano de ten-

tativa da forma

N N
Hy = +DES;.3 - nZS,; ,
i=1 i=1

onde n é um pardmetro variacional, a fim de obter uma solugdo aproximada

para a energia livre desse problema,

Saprox (T, H) = min {g(T, H;m)} \

k23

onde 7 ¢ uma funcao de 1 que corresponde A magnetizacio porspin. A campo

nulo (H=10), obtenha os coeficientes da expansio

g(T,'H =0; m) = A+Bm® +Cnt + Db 4.

Considere agora o diagrama de fascs a campo nulo (no plano d = D/ ] contra
1= kgT/], para H=0). Obtenha uma expressio para a linha de transicdes de
segunda ordem, ou linha A, dada por B=0com C> 0, e localize o ponto tri-
critico (B= C=0, com D > 0). Como fica o diagrama de fases para (< 0? O

que acontece para 7= 07

5
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4.

5.

Esboce um grafico do calor especifico a campo nulo em funcao da temperatura
para o modelo de Ising ferromagnético na versio de Curie-Weiss. Obtenha
uma expressio para asuscetibilidade magnéticay {7, H) desse modelo. Esboce
asformas qualitativas de 3 contra o campo magnético H para trés valores tipicos
da temperatura (T3 < 7T,; To=T,,e T3> T,).

Aversdo de Curie-Weiss do modelo de Blume-Capel (com estado fundamental

ferromagnético) € dada pelo hamiltoniano

(N N N
s=-L Y5 | DY s2-nY's, |
2]\‘ i=1 i=1 =1

onde todos os pardmetros sio positivos € S;=+ 1,0, - 1 para todos os sitios.
(a) Mostre que a energialivre por spin desse sistema pode ser escritana forma

g(t,d,h) = min{g(t,d,h; y)} ,
¥

onde (= kgT/], d=D/Je h=H/J. Obtenha uma expressao para g(?, d, /; );

(b) Por meio de uma expansao de g{t, d, h; y) em poténcias de vy, obtenha
cxpressoes para a linha critica e o ponto tricritico a campo nulo (compare
com os resultados do problema 3);

(¢) Esboce o grafico do diagrama de fases no plano d— ¢ {para h = 0);

(d) Esboce grificos da magnetizagao espontinea contra 4 para alguns valores

caracteristicos de .

. Utilize aaproximagdo de Bethe-Peicrls para o modelo de Ising ferromagnético

na auséncia de campo a fim de obter uma expressao para o valor csperado
{ ) & i . - é 1 iferi:
(0 ,01), onde o, & o spin central do aglomerado e o € um spin da periferia.
- . . i I -
Faca um grafico qualitativo de {o,07 ) contra a temperatura. Esboce um grafico
do calor especifico a campo nulo em fun¢ao da tcmperatura (compare com o

resultado para a versao de Curie-Weiss do modelo de Ising).
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TEORIAS DE ESCALA
E GRUPO DE RENORMALIZACAO

A expansao da energia livce em uma série de poténcias do parimetro de
ordem € uma hipétese demasiadamente forte naregiao critica. No caso do modelo
de Ising bidimensional, a solu¢do exata de Onsager ji indica que nio é possivel
escrever uma expansao cujos coeficientes sejam fungdes analiticas da temperatura.
Na década de 60 formularam-se, entio, hipdteses de escala, que sao mais fracas,
baseando-se apenas em certas formas gerais para os potenciais termodinimicos,
sem a preocupacdo de propor valores cspecificos para os expoentes criticos.
Embora nao permitam uma abordagem microscépica dos fendmenos criticos,
essas formulacoes apontam um caminho para ultrapassar as equagdes de van der
Waals ou de Curie-Weiss. O embasamento microscopico das hipoteses de escala,
bem como a possibilidade real de calcular os expoentes criticos foram propor-

cionados pelas técnicas modernas de grupo de renormalizacio.
14.1 TEORIA DE ESCALA DOS POTENCIAIS TERMODINAMICOS

Nas vizinhancas do ponto critico, vamos supor que a encrgia livre por spin
g(7, H) dec um ferromagneto uniaxial simples scja dada pela soma de uma parte
regular, g,(7, H), que é pouco interessante, ¢ de uma parte singular, g (7, H),
que contém todas as anomalias do problema. E mais convenicnte escrever a parte
singular desse potencial termodinémico em termos das variaveis t= (T-7,) /7,

e H, que se anulam na criticalidade. Entdo, temos
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g(T H)=go (T, H)+g,(t. H) . M

Ahipoétese de escala ou de homogeneidade consiste em supor que g seja uma funcao

homogénea generalizada das variaveis (e H,
g (t. H) = ?tgs(l“t,/’{bH) , @)

onde A é um parametro arbilrario ¢ a ¢ bsao dois expoentes bem definidos (jJa mos-
tramos explicitamente que a energia livre da teoria de Landau obedece uma forma
homogénea generalizada dessa natureza, mas com expoentes criticos cldssicos). A
arbitrariedade de A permitenos em particular, fazer a escolha Ni= 1, ou seja, A =

t—1/e Entio, podemos escrever
H _ H
gt H)=t7" gs[l’—[;_’_]_t WF[ b/a] ®

Supondo agora que a funcao F{x) scja bem-comportada, podemos utilizar
as ferramentas usuais da termodindmica para cxprimir os cxpoentes criticos
(e, B,7,...) em termos de a e b. A partir da forma diferencial do potencial termo-

dindmico,

dg = —sdT —mdH , (4

temos as partes singulares da entropia e da magnetiza¢ao por spin,

1
12l )
P ags - ] -'"'lt a .F H _ﬁ t--l/(t-[}/(l,-lHFl i (5)
EVS T/: a tb/ a a t{) la
¢
gy ~1/a~b H
m=—-—=2= —t /a /G'F’ —_ R (6)
" JH (b/a v
A campo nulo, temos
s(t, H=0)=—— YL p(0) @

a[c
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m(t, H =0)=—¢/0/ap (0} | 8)
Essa Gltima equacao ja fornece o expoente

f=-al (9

Para obter o expoente «, vamos tomadr a derivada em relacao a temperatura da

funcao s(¢, H). Temos, entio,

o(t, H=0)= T[i ~-L —1—+1)F1/”"2F(0) : (10)
IH ) g al, \a
Portanto,
wozil o
a

Para obter vy, vamos escrever a suscetibilidade magnética,

_ dm e L/ a2b/a g H o
X(T,H) H—(EJT = —{ £ ?57‘0— . (12)

A campo nulo, temos

XO(T) = x(T}H = 0‘) = —t_l/d"‘?b/aF”(O) ’ (19)

fornecendo o expoente

20 1
=4

v - . (14)
e a
A partir das equacgoes (9), (11) ¢ (14), temos
a+2B+y=2, (15

pois apenas dois expocentes determinam todos os demais. Esta & uma relagdo de

escala, que tem sido sistematicamente verificada por meio da analise de dados
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experimentais ¢ de cdlculos exatos ou numéricos (feitos com base em expansdes
cm séries de altas temperaturas). Os expoentes classicos (=0, 8=1/2, y=1)
também obedecem estarelacao. Narealidade, uma relacio desse tipo ja tinha sido
antecipada por Rushbrooke, na lorma de uma desigualdade, o+ 28+ y2 2, que
pode ser provada mediante argumentos puramente termodindmicos. Ha diversos
exemplos de desigualdades entre os expoentes criticos que acabam sendo satis-
[eitas pelas teorias de escala (e pelos dados experimentais) como simples igualdades.

No contexto dessa teoria fenomenologica, a magnetizacao pode ser escrita

na forma

H .
(, H =¢5Y£-—-J , (16)
m( ) tA

onde Y(x) deve ser uma fungao bem-comportadae A=b/a=2-a - 3= B+ v.
Temos, entao,

m }(H) 7
Doyl 22 (17
# -

O grafico dos dados experimentais para m/ (8, isto ¢, para a magnetizacao numa
escala definida por t5, contra H/ t3, onde (2 é a escalaassociada ao campo externo
H, deve corresponder a func¢io universal ¥(x). Grificos dessa natureza, corro-
borando as hipoteses de homogeneidade, tém sido construidos com base em uma
enorme massa de dados experimentais. A titulo de exemplo, reproduzimos na
figura 14.1 uma analisc realizada por Ho e Litster [ Phys. Rev. Leil. 22, 603 (1969)]
para o ferromagneto isolante CrBry (note que ha duas funcdes de escala distintas,
abaixo e acima da temperatura critica).

Ja tinhamos observado que a energia livre de Landau de um ferromagneto

uniaxial,

g (t. H) = —mH +im* +m* | | (18)
com m dada por

—H+2m+4m° =0 R (19)
obedece a forma de escala

g (6, H) = ng(/’txt,&yH) , (20)
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HATE —w—

il

0

— m/L B —

Figura 14.1 Campo magnético contraa magnetizagao, em escalas apropriadas, para o composto Crl3rs . Ha duas

fungdes de escala distintas, abaixo e acima da temperatura critica.

com x=-1/2 e y=-3/4. Portanto, temos
- H
gs(t,H)—I g t?’wj s (21)
com os expoentes classicosa=0e A=+ y=3/2.

(A) ESCALA DAS CORRELACOES CRITICAS

O ponto critico foi definido como o terminus de uma linha de transicoes de
primeira ordem (ou scja, de coexisténcia de fases), onde o pardmetro de ordem
se anula. Uma defini¢ao alternativa, de carater microscopico, pode ser estabe-
lecida por mcio da divergéncia do comprimento das correlacdes associadas ao
parametro de ordem. Na pratica, essas duas defini¢oes sao equivalentes.

Para tornar essas consideracdes mais precisas, vamos recorrer a linguagem
do modelo de Ising, dcfinido pelo hamiltoniano

N
.7{=-—]20'.i(7j—H20i . (29)
{i j) i=1
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A magnetizacao termodinamica (adimensional) é dada por

. Y
m(ﬁ: H) = Alyli)n‘;0 my (ﬁ, I‘I) = lim %,TZ o; ) (23)
N

N—>oo
N

Portanto, a magnetizacdao espontanea pode ser definida pelo limite

J’ll,o(ﬁ)= ‘Hvli_)n(':l)*_ J’ﬂ(B,H) . (24)

Levando em conta a simetria translacional do sistema, a funcao de correlacao

spin-spin numa rede de Nsitios ¢ definida pela expressao
FN (k, Z-) = <O—k6l>N - <Uk >N<O'l >I\7 = <0'kG'l >‘7\’7 — mi, . (25)

No limite termodinamico, temos

T(kt)= lim T (k) ={(o40,)—m" . (26)

N—>eo

Para campo nulo, temos my; = 0 devido a simetria do hamiltoniano diante da
inversao dos spins. Portanto, a campo nulo, a existéncia de ordem de longo alcance

deve licar estabelecida pela relacdo

im {(o,0,) > md #0 . 97
i =7 >e 0 @

Foiexatamente dessa forma que Onsager e posteriormente Yang obtiveram a mag-
netizacao espontanea do modelo de Ising na rede quadrada.
-Na criticalidade (isto €, para T'= T, ¢ H=0), as funcdes de correlacdo spin-

spin para grandes distancias se comportam como

r(7)— By y-(d-2+a) (28)

onde B, ¢ um coeficiente ndo-universal e 7= 1/4 para redes em d = 2 dimensoes.

Para H=0e T— T,, temos o comportamento assintdtico para grandes distancias,

r(7)— Bd(?)exp(—é} , (29)
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onde o comprimento de correlacao & dado por

DY ToT.+,
E=4"" ‘ (30)
D (-t ; T>T, - .

Para o modelo de Ising bidimensional, v=1. Segundo a teoria classica de Ornstein
e Zernike, v =1/2 e 1= 0. Os resultados experimentais (para sistemas em trés
dimensoes) fornecem ventre 0,6 € 0,7 ¢ pmenor do que 0,1. Andlises numéricas
de séries de altas temperaturas para o modelo de Ising tridimensional fornecem
v = 0,643 e 7= 0,05, com erros no ultimo digito.

Podemosagora construir uma teoria de escala para as fun¢oces de correlagao

de parcs,

F(r,t,H):AF(/’L“T,Abt,A‘H):t‘l/”F A H , (31)
L.a/b tc/b

em termos de novos expoentes g, # € ¢. Escolhendo convenientemente csses

expoentes, temos a forma de cscala

T(r,(,H)= tv(“‘g“””")f‘(;_r—v,%] : (32)

Utilizando mais uma vez o modelo de Ising, € facil mostrar que

) T H) = c7mN _ ﬁ A
T H)=\ G ) =5\ o) -
B i j= N
N N o
B X (33)
N 2.0 297}
i=1 N \Jj=1 N
ou scja,
ANT j\f

XN(T:H):% z rN('i’j):ﬁZFN(L i) (34)

i,j=1 j=1
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onde estamos utilizando a simetria translacional do sistcma. Portanto, no limite
termodindmico (N — ), temos uma forma estatica do teorema da Slutuacdo-dis-

sipagdo,

X(T,H)=ﬁZF(?) ) (35)

7

mostrando que a suscetibilidade esta relacionada com as flutuacdes da magne-
Uz4¢ao.
Inserindo as formas assintéticas da suscetibilidade e das correlacdes na

equacao (35), obtemos

v fgtr B o [__ T e

¢ Jd ¥ T cxXp = (36)
de onde vem a relacio de Fisher,

y=v{2-n), (37)

que € satisfeita pela forma de escala (32). Ha também uma relacio (de hiperescala),

2-o=dv , (38)

cuja deducdo € mais problemadtica, mas que acaba sendo satisfeita pelos dados
experimentais e numéricos disponiveis (do ponto de vista classico, essa relagio ¢
satsfeita com a = 0 ¢ d = 4, indicando o papel singular da rede quadridimen-
sional!). Portanto, 0s novos cxpoentes criticos associados as correlacoes ficam
mteiramente determinados por meio do conhecimento de apenas dois expoentes

tecrmodinamicos.
14.2 A CONSTRUCAO DE KADANOFF

Como justificar a hipotese da homogeneidade e as leis de escala? Além disso,
como calcular os expoentes g e b? Respostas para essas questoes comegaram a ser
obtidas nadécada de 70 com o surgimento das idéias do grupo de renormalizacio.

Vamos mais uma vez utilizar o modelo de Ising numa rede d-dimensional,
definido pelo hamiltoniano de spin da equacio (22),
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N
H=-]Y 0;0,-HY 0; (39)
{i7) i=1

onde a primeira soma ¢ sobre vizinhos mais proximos ¢ o; = + 1, para apresentar
um argumento introduzido por Kadanoff (e por Patashinski ¢ Pokrovski, com o
nome de hipotese da similaridade) a fim de justificar as formas de escala. Perto da
temperatura critica, o comprimento de correlagio se torna muito grande em com-
paracao com os espagamentos da rede cristalina. Portanto, ha grandes grupos de

spins que ficam bastante correlacionados (ver a rede quadrada da figura 14.2).

Y

Figura 14.2 Perto da temperatura critica, o comprimente de cortrelacio £¢ muite grande. Portanto, os quatro

sitios da célula com dimensio 4= 2 devem estar fortemente correlacionados.

Como indicado na figura 14.2, perto da temperatura critica vamos con-
siderar células de dimensdo b (com & <€ &) contendo b4 spins altamente correla-
cionados. Podemos, entio, associar a cada célula uma nova variavel de spin, 0,
coma=12,..., N/b% tal que 6, == 1 para qualquer a. Vamos ainda supor que

o0 hamiltoniano do sistcma possa ser expresso por uma formula semelhante i anterior,

}[’:—]'2 Gaeﬁ—]—[’zéa , (40)
(a:8) @

mas com novos parametros, /' e H'. Como [ define a temperatura critica, a
mudanca de Jpara /' equivale a uma mudanca de = (7 - T,)/T, parat’.
Qual arelagio entre ({', H') e (1, H)? Como os hamiltonianos 1&ém a mesma

forma, podemos cscrever a relacao
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glv H')=b"g(t,H) | (41)
onde g€ a energia livrc por spin. A hipstese da similaridade consiste em supor que

1= by e H =b™H | (42)

onde Ay € Ay sao dois expoentes criticos. Essa hipdtese preserva os aspectos fisicos

do problema e fornece imediatamente uma justificativa para a forma de escala,

g(b’llt,b’lQH) = bdg([,f-]) . (4%)

Cabe agora examinar a possibilidade de implementacao dessas idéias em

alguns casos especificos.
14.3 RENORMALIZAGAO PARA O MODELO DE ISING UNIDIMENSIONAL

Em uma dimensdo, o hamiltoniano de Ising tem a forma

N N
}[:_jzoiai+l_Hzgi . (44)
=1 i=1

A funcdo candnica de parti¢ao ¢ dada por

N N
Z=Trexp KY 0,011 +LY 0; |, (45)
i1 i=1

onde K= B}, L= BH, ¢ o trago significa uma soma sobre todas as configuracdes
das variaveis de spin.

Considcrando uma célula de comprimento b= 2, podemos climinar metade
dos graus de liberdade somando sobre todos os spins pares (de acordo com um

processo que € conhecido como dizimacao). Por exemplo, temos somas do tipo

Y exp[ Ko304 + Ko405 + Loy | = 2cosh Koy + Kog + L) =
" (46)

= Aexp[Bogoy +C(o3 +05)] .
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onde

B= iln[cosh(?K + L)cosh (QK - L)] - % Incosh L , (47)

= lln cosh(QK+L)

DTS 48
4 cosh(2K - L) o)

A funcdo de parti¢cao pode, entdo, ser escrita como
7 =aAN/? ZCXp K'Z 0,0; 1 + L’z 6; |, (49)

{e;} i i

onde ;= 0;, para os sitios remanescentes, ¢ 0s 1lovos parametros K’ ¢ L’ sao dados

por

K = %ln{cosh (2K + L)cosh (2K - L)]—%]n cosh L (50)

- .h L
L’=L+1111—-——C06 (2K+ )

s 51
2 cosh(2K—L) oo

definindo as relagoes de recorréncia (ndo-lincares) no espaco de parametros do
sistema.
Tomando H =0 de saida, o sistema s¢ reduz a uma Unica relagio de recor-

réncia,

K= %ln[cosh(flK)] : (52)

4

Os pontos fixos (K" = K= K*) darela¢io de recorréncia (52) sio K =0 (corres-
pondente a temperatura infinita) ¢ K “= (correspondente a temperatura nula).
Nao ¢€ dificil verificar que, para qualquer condicao inicial K > 0, a aplicacio
sucessiva dessa relacao de recorréncia produz um fluxo em dire¢do ao ponto fixo
trivial, K*=0.0 ponto fixo fisico (isto &, associado a transi¢ao em 7=0) é totalmente

instavel {as sctas na figura 14.3 indicam a direcao do fluxo).
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N
A

0 K

Figura 14.3 Linhasde fluxo correspondentes & relacio de recorréncia K' = K'( K} para o modelo de Ising uni-

A
A
A
A
A

dimensional a campo nujo.

Como a transicao no modelo unidimensional ocorre apenas para tempe-

ratura nula, € interessante introduzir novas variaveis,

x = exp(~4K) e y=exp(-2L) , (53)

em termos das quais as relacoes de recorréncia (50) e (51) podem ser escritas na

forma
2
x{1+y
¥ = E 3) - (54)
x(l-l—y‘)—f—y(l—kx‘z)
e
= Xty 35
J J 1+xy (55)
Para campo nulo (H=0), temosy=1e
o 4x :
¥ =—, (56)
(1+%)°

cujos ponlos fixos sao x“=0 (tcmperatura nula) ¢ x* =1 (temperatura infinita).

Linearizando essa relacio nas vizinhancas do ponto fixo fisico (x* = 0), temos
. - C 2 (r;»v)
¥ =4x=2"x . 57

Portanto, ja temos um expoente critico, A,= 2, conhecido como expoente térmico.
Como A, > 0, o ponto fixo x" =0 é instavel na direcio x.

Vamos agora considerar o sistema de relacoes de recorréncia (34) ¢ (55)
com H# 0. Nao é dificil verificar que ha dois pontos fixos isolados, ao longo do
cixo x = 0, e uma linha de pontos fixos para x =1 (ver figura 14.4, onde as selas
indicam as direcoes dos fluxos). Linearizando as relacdes de recorréncia nas vizi-

nhancas do ponto fixo fisico (x*=0;y"=1), temos
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X =2%x c Ay = 2Ay , (58)

onde Ay=y—1. Portanto, obtemos os expoentes criticos A, =2 > 0 e Agy=1 >0,
indicando a instabilidade desse ponto fixo. Infelizmente, a transicido na cadeia de
Ising € muito artificial, pois ocorre apenas para temperatura nula, dificulrando
uma descri¢ao precisa do comportamento assintdtico das grandezas termodi-
namicas em termos de expoentes criticos. O leitor interessado em prosseguir nessa
analise para a cadeia de Ising deve-se referir a um trabalho de D. R. Nelson ¢ M.
E. Fisher, publicado em Ann. Phys. (NY) 91, 226 (1975). Na proxima se¢do vamos

tentar uma andlise semelhante para a rede quadrada.

e
:
X

Q 1

Figura 14.4 Linhas de {luxo correspondentes asrelagdes de recorréncia associadas 2o modelo de Ising unidimen-

sional, Note alinha de pontos fixos para x= L. O ponto fixo “fisico”, x= a0, y*: 1, & totalmente instavel.
14.4 RENORMALIZACAO DO FERROMAGNETO DE ISING NAREDE QUADRADA

Uma rede quadrada pode ser dividida em duas sub-redes distintas, como
indicado na figura 14.5. Dentro do espirito do processo de dizimacdo utilizado
para a cadeia de Ising, vamos fixar os spins de uma das sub-redes ¢ somar sobre
as variaveis de spin da outra.

Considcrando a figura 14.5, temos

Y exp| Koy (o1 + 05 + 03‘+ 04)]=2cosh[K (o7 + 09 + 03 + a4)]=
<)

= Aexp[B(o"lGQ + 0903 + 030 + 0104 ) +
{59)

+ C(O']O'g + 0’204)+ 0010'20304]>



-
2

0 » Introdugdo a Fisica Fstatistica

* 33 x
2
X
o %o oy
T4
Figura 14.5  Rede quadrada dividida em duas sul-redes distintas.
ondc
1/2 1/ .
A = 2(cosh 2K)"*(cos 4K)"® 60
L1 .
B=0C= gln cosh4K , (61)
1 1 .
D= gln cosh 4K~§ln cosh 2K . (62)

Portanto, climinando todos os spins de uma das sub-redes em que pode ser dividida
arede quadrada, obtemos um novo modelo de Ising definido pelos spins da sub-
rede prescrvada, mas envolvendo interagies de primeiros vizinhos, de segundos vizinhos
e de quatro spins. Numa segunda etapa da transformacao (para seguir os fluxos no
cspaco de parametros), o problema vai envolver termos ainda mais complicados.
Nesse caso, € impossivel manter a mesma forma do hamiltoniano em cada etapa
da aplicagao das rclagoces de recorréncia. Poderiamos, no entanto, considerar
desde o inicio um hamiltoniano que contemplasse a possibilidade de muitas inte-
ragoes, entre vizinhos mais distantes ¢ com multiplos spins [como realmente foi
tentado por Kenneth Wilson, em trabalho publicado em Rev. Mod. Phys. 47, 7753
(1975), retendo cerca de 200 termos]. Essc caminho, entretanto, nunca sc mostrou
muito simples!

Os calculos do paragrafo anterior podem servir para cscrever relagoes de
recorréncia aproximadas, como se o problema pudesse ficar limitado a um espaco

com apenas trés parametros. Teriamos, entao,
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4 < 1 v Lo
Ki=2B= Z Incosh 4K , (63)

para os primeiros vizinhos (onde K; = K= gfrcpresenta as interacoes entre pri-

meiros vizinhos, presentes na clapa inicial do processo iterativo),

K5 =2B= %lncosh 4K, ., (64)

para os segundos vizinhos, e

U'=D= —é—ln cosh 4K, —%lncosh 2Ky , (65)

para o termo de quatro spins. Simplificando drasticamente o problema, vamos
levar em conta apenas o termo dominante dessas relagoes de recorréncia no

regime de altas temperaturas (isto €, para K= 8/ muito pequeno). Assim, temos

Kf = 2K}, (66)

K = Kl2 | (67)
€

U = ()(Kl‘l) . (68)

Nessa aproximacao, vamos abandonar o termo de quatro spins, de ordem (8] )4,
retendo apenas os termos de interacao de primeiros e de segundos vizinhos. Al¢m
disso, seriaimportante introduzir desde o inicio dos calculosum termo de segundos
vizinhos. Nas condi¢oes dessa aproximacao de altas temperaturas, nao € dificil
fazer algumas manipulacoes algébricas para verificar que em ordem dominante
bastaria adicionar o termo Ky na equacao (66). No regime da altas temperaturas,

teriamos, entdo, as relacoes de recorréncia

K{ =2K? + Ky ¢
69)
K$ = K?
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A despeito de toda a artificialidade dessas aproximacdes, que nio estio
sendo submetidas a nenhum controle, vamos fazer um exercicio para encontrar
os pontos fixos e os fluxos correspondentes asrelagdes de recorréncia (69). Nossos
resultados guantitativos (para o modelo de Ising narede quadrada) vio ser péssimos.
No entanto, essas equagoes constituem uma espécie de modelo de brinquedo,
que ainda lembra o modelo de Ising, produzindo reswliados qualitativos com valor
didatico. Vamos aprender o mecanismo do grupo de renormalizacio por meio
dessc modelo de brinquedo.

Os pontos fixos sdo dados por O = (K;"=0; Ky"=0) e P= (K, "= 1/3;
K_;* =1/9). Linearizando as rela¢des de recorréncia nas vizinhancas do ponto

fixo nao-trivial P. temos

AK{ 4/3 1) AK;
. ; (70)
AK} 2/% 0

- AK,

A

onde A K) = K} - K;"e A Ky = K, — K", Os autovalores dessa matriz sio dados

por
}l—
Ay =220y | (1)
3
&
—
|Ag|= % =0,3874...<1 . 72

Portanto, no espaco K; — Ky, esse ponto fixo deve ser instdvel numa direcio
(associada ao autovalor Ay) e dnearmente estévelem outra direc¢io (associada a Ao}
A figura 14.6, na qual estao identificados os fluxos caracteristicos, deve ser con-
ferida numericamente. Partindo da condigao inicial, Ky = K, = 8,/, Ko = 0, con-
seguimos atingir o ponto fixo nao-trivial 2. Portanto, o valor K, =0,3921..., obtido
numericamente, deve corresponder a temperatura critica do modelo de Ising
bidimensional com intera¢oes restritas aos primeiros vizinhos (asolucio de Onsager
fornece K = 0,4407...). Embora esse rcsultado numeérico seja mediocre, & inte-
ressante notar o carater universal do comportamento critico. Mesmo que haja
interacoes entre segundos vizinhos, partindo de uma situagio inicial sobre a sepa-
ratriz da figura, sempre acabamos fluindo para o ponto fixo nao-trivial (que &

caracterizado por expoentes bem definidos!).
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Nesse ponto, vamos fazcer algumas consideragoes sobre o esquema geral de
aplicacao do grupo de renormalizacdo. Logo em seguida cstaremos em condig¢des

de obter os cxpoentes criticos associados ao ponto fixo nao-trivial da figura 14.6.

1/9 f-eefoo o

§
b
t
i
0 /% K, K,

Figura 14.6 Pontos fixos ¢ linhas de fluxo correspondentes as relagoces de recorréncia associadas no modelo de
Ising bidimensional na “aproximacao dc altas temperaturas”. Os pardinetios K e Ky referem-se a
primeiros e segundos vizinhos,' respectivamente. O ponto fixo fisico (K ¥ L/3: Ky *a 1/9} pode
ser atingido a parur de uma condicido inicial em que K| = K,.= 8, /e Ky = 0 {ou seja, a partir dos
pardmetros correspondentes A temperatura critica de um modelo com interacdes restritas aos pri-

meiros vizinhos).
14.5 ESQUEMA GERAL DO GRUPO DE REN()RI\'IALIZACAO

Como ja vimos, nas proximidades do ponto critico o comprimento de cor-
relacdo § ¢ muito grande, muito maior do que a distancia entre os sitios da rede
cristalina. Portanto, segundo a idéia de Kadanoff, € possivel diminuir o nimero
de graus de liberdade do sistema. Num modelo de spins, as varidveis situadas
dentro de um bloco de dimensao b, com 5<< £, tém um comportamento cocrente
¢ podem ser substituidas por uma novavariavel ctetiva de spin. Essa transformagao
de escala, envolvendo um fator & nos comprimentos e um possivel fator ¢na mag-
nitudce dos spins, conduz a um novo hamiltoniano #'. Quando a forma do hamil-
toniano inicial for suficientemente geral, podemos obter relagoes de recorréncia,
presumivelmente analiticas, envolvendo os pardmetros de #H e de #{'. Na critica-
lidade, apds certo nimero de aplicacoes das relacoes de recorréncia, depois que
s¢ eliminam os aspectos irrelevantes do hamiltoniano inicial, devemos atingir um
ponto fixo # " da transformacao. Isso se justifica porque na criticalidade o com-
primento de correlacao infinito garante a invariancia do comportamento fisico
do sistema diante de mudancas na escala de comprimentos. Ha uma espécie de

simecuria de dilatagdao, que também esta presente nas chamadas figuras fractais
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(tudo se passa como se dispuséssemos de um conjunto de lupas, com um poder
crescente de ampliagio; mudando as lupas, observame-se os mesmos aspectos gerais
do sistcma).

Numa linguagem ligeiramente mais precisa, vamos resumir as etapas do

grupo de renormalizacao:

(i) dado um certo hamiltoniano, escrito na forma - B#{o} = X{o}, obt¢m-se

K'{c'} por meio da transformacao
x{o'} =R(x{o}) . (78)

Em principio, a transformagio deve preservar a fungao de particao, isto €,

Zy {5} = 1 exp() = T exp() = 2y () o
onde
. N ~
N —-[-)7 . 75)

A transformacio R implica uma mudanca de escala dos comprimentos
(?—> ? = T-i/ 8), podendo também implicar uma renormalizacao da mag-
nitude dos spins (0 — ¢’ = 0/¢);

(ii) feitaa transformacio R, podemos escrever novas eXpressocs paraa encrgia

livre por spin e a funcao de correlagao de pares,

o{x'}=btg{x} | (76)
¢

r{rm«}= cgr{%?;x'} : ()
respectivamente;

(iif} agora a transformacao deve ser repetida varias vezes,

K =RK, X" =RK', . (78)
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Na crilicalidade, devemos atingir um ponto fixo da transformagio,

E3

X' =RK" . (79)

Perto da criticalidade, podemos linearizar o hamiltoniano # em torno dc &

Assim, temos

RK:R(K*+Q)=K$+LQ+--~ , (80)

ondc L € um operador linear. Vamos agora escrever o operador Q numa repre-

sentacdo diagonal em relacdao aos autovetores de L,

Q= zhj Q- (81)
i
tal que
Le=4A;Q;. (s2)

onde {Q,j} € um conjunto de operadores de base, enquanto o conjunto de valores
{hj} serve para parametrizar o hamiltoniano inicial. Assim, tcmos
L T = . .
KO=RK =K+ ik, (s5)
7

onde vamos escrever

A, =0"7 (84)

a fim de garantir a propriedadc de semigrupo da transformacao R .

Temos agora uma base conceitual para discutir as idéias de universalidade
e formular as teorias de escala. O conjunto de valores {h;} parametriza o hamil-
loniano inicial, enquanto as sucessivasitcragoes dasrelagoes de recorréncia definem
linhas de fluxo no espaco dos parametros. Aplicando n vezes a transformacio dc

grupo de renormalizacao, temos

(n) e ) 7?/7~'j
x\" =% +Zh]b Q; - (83)
j



Introdugao a Fisica Estatistica
Quando A ;> 0, 0 operador Q ;€ chamado relevante. Quando A ;< 0, 0 operador

356 o
Q ;¢ irrelevante. ApGs um ntiimero grandc de iteragdes, apenas os operadores rele-
vantes permanecem, conduzindo o hamiltoniano para longe do ponto fixo.
Portanto, na criticalidade devemos zerar todos os parametros h; que correspondem

aoperadores relevantes (o caso de um operador marginal, para o qual /\J,;: 0, pre-
cisaria ser tratado separadamente). Diferentes pontos fixos devem corresponder

a diferentes classes de universalidade critica: no espaco dos pardmetros hd regides

distintas que podem produzir {luxos para cada um desses pontos fixos.
No caso de um ponto critico simples, ha somente dois operadores rele-

vantes. Na linguagem dos [erromagnctos, um deles poderia ser identificado com
a energia e 0 outro com a magnetizagao. Assim, podemos fazer &y = t=(7-T,) /T,

¢ hg = H. Na criticalidade, devemos ter 2y = 29 = 0, ou seja, (=0 ¢ H=0.
A teoria de escala surge naturalmente a partir dessa formulagio. Apds nite-

racocs, a encrgia livre dada pela equacao {76) pode ser escrita como

g(h]_,-h‘z;c hg, ) — b—(f.ng(b/llﬂhl}bﬂugnh2’b/-Ls-nhS, ”.) _
& H 2// -l 3 3/ 1 FPERER]
hy hy
Escolhendo %) = tc hy = H, temos
d . . .

1—22—06 s ou seja, Ay >0, (87)

1

A

Z=A=B+y>0 (38)

/)‘v'l
(89)

= (j) s
que € conhecido como expoente de cruzamento. Num ponto critico usual, Ag < 0,

|
— o

pois hda somente dois operadores relevantes. Entao, ¢ < 0, implicando, mesmo com
(90)

hg # 0, a existéncia de uma forma assintética de escala para a energia livre,

| : H
a(hy,ho,hs, ... zﬁ""‘gfl,—,o,o,...) .
“J( ) \ {,A
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Da mesma forma, € possivel construir uma teoria de escala para as correlagoes

criticas,

(730, H by, ... ) = b 14247 r(l FioMe, b;“QH,b)‘?‘hg,...J =
b

_ (d-2+m)/ 2 [ H hs
{ r [4/117’1’t12/l1’t13/11’”' ,

(o1)

onde 1/A ; = v, ouseja, 2 — a = dv, ficando automaticamente satisfeita a relacao

de hiperescala.

Agora seria interessante aplicar essas idéias a0 nosso modelo de brinquedo
narede quadrada. Vamos considerar novamente as relacaes de recorréncia dadas
pelas equacoes (69), cujos fluxos e pontos fixos no espaco de pardmetros estao
indicados na figura 14.6. Linearizando essas relagoes de recorréncia nas vizi-

nhancas do ponto fixo nao-trivial, tinhamos a equacdo (70),
AK{) (4/3 1) AKy) .
ARy ) L2730 AKQJ‘ 92)

Diagonalizando essa matriz, obtemos osautovalores A} e Ao, dados pclas equagoes
(71) e (72). Como o comprimento da rede original fica reduzido por um fator

[ . - - ~ .
b =+2 em cada aplicacao das relagoes de recorréncia, temos

Ay = («E )Al e Ag]= (\5)}'2 , (93)
Portanto,
= % =1,56600... o)
e
] =%:m2,7360... . (93)

Para aplicar a teoria de escala (a campo nulo), basta fazer as identificacoes mais

6bvias: by = t= (AKy),, ho= H=0 (campo nulo) e hg= (AKs5),,, onde 0s novos

parimetros (AK;), e (AKjy), correspondem a combinagdes lineares de AKj ¢

3

5

7
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A Ky produzidas pela rotacio que diagonaliza a matriz da transformacdo (92).
A contribuicdo dos segundos vizinhos € irrelevante (Ao < 0), corroborando as
idéias de universalidade. Como A; > 0, o operador encrgia € relevante, com um
expoente criico

d 2

a:?-——:‘)

9 = 0,722... 96
A 1,566... o)

que esta certamente muito distante das expectativas para o modelo de Ising bidi-

mensional!

14.6 GRUPO DE RENORMALIZACAO PARA O FERROMAGNETO DE ISING
NA REDE TRIANGULAR

Em alguns casos muito especiais, como no modelo de Ising em uma dimensio,
o processo de reducao dos graus de liberdade que conduz as relacoes de recor-
réncia pode ser feito de maneira exata, Via de regra, no entanto, somos obrigados
a lancar mao de diversas aproximacoces a fim de obter relagoes (aproximadas) de
recorréncia. A aproximacao que nods ja discutimos para tratar o problema do
modelo de Ising narede quadrada € muito drastica e pouco sistematica. Entrctanto,
a experiéncia com esses calculos tem mostrado que diversos processos pertur-
bativos para encontrar as relacoes de recorréncia preservam os aspectos fisicos
essenciais de um sistema com muitos graus dc liberdade (e correlacocs de longo
alcance), conduzindo a resultados satisfatérios para os parametros criticos. Um
dos processos de maior relevancia consiste numa expansao perturbativa no espaco
dos momentos, utilizando técnicas de teoria de campos, em torno da solugdo do
problema na dimensao trivial d = 4 (com o parametro pequeno €= 4 — d). As
técnicas utilizadas nessa expansao cm g, no entanto, demandam explicagoes mais
longas e estao além dos objetivos deste curso. Vamos, entao, nos restringir a apre-
sentacao de um calculo perturbativo mais simples, no espaco real da rede cris-
talina, que ja é capaz de produzir resultados interessantes na ordem mais baixa
de aproximacao.

Por mera simplicidade, vamos considerar o modelo de Ising, a campo nulo,
numa rede triangular, somando inicialmente sobre todas as variaveis de spin nas
células hachuradas da figura 14.7. Supondo que a rede triangular original tenha
um parametro de rede unitario, a rede transformada, que também € triangular,
tera um pardametro de redeigual a V3 (ou seja, b= V3 ). Nossa titica consiste em
substituir as variaveis de spin das células hachuradas por um novo conjunto de

varidveis de spin {6} tal que, para cada célula,
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Figura 14.7 Rede triangular. As células hachuradas definen uma nova rede triangular.

N

0= sgn(dl + 09 + 0'3) . (97)

Esta € a chamada 7egra da maioria, em que o sinal da nova variavel acompanha o
sinal majoritdrio da célula (numa rede quadrada, essa regra seria um pouco mais
complicada).

H4 um operador de projecao que nos permite facilmente efetuar a soma
sobre as varidveis iniciais de spin com #fixo para cada c¢lula. Para uma particular

célula 7, vamos definir
ir 1, 2, 55
PI=§ l+915gnGI+O'I+O']) . (98)
Quando o sinal for positivo, temos

P_f :%[14‘9{] s (99)

que vale + 1 para f;=+1 ¢ 0 para #;=— 1. Quando o sinal for negativo, temos

P; = é[l— or] . (100)

que vale O para 6;=+1 e + 1 para 6;=—1. Também ¢ facil mostrar quc

ZPI:I : {(101)
9;

Podemos, entio, definir o operador de projecao Pdado por

359
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pP=1]rr . (102)
I

onde o indice I percorre todas as células hachuradas da figura. Assim, temos

Z= Zcxp ,BJ-[ 2 ZP exp| ﬁﬁ'{ EZPCXP ﬁﬂ[) {108)
{o} {or {8} {o}{6}

Restringindo a nossa anilise 4 situacio de campo nulo, podemos escrever

-BH = Hy+V (104)‘
ondce

1 2 §. 3 1
HO—KE(UU +0; I+O'IO'I), (105)

e Vengloba termos de interacio do tipo K (o3 0l + 63 ¢2), em que 7e¢ Jsio duas
g P 977079y 1

c€lulas hachuradas distintas ¢ vizinhas, como indicado na figura 14.8. Temos,

entao,

Z = %%chp(ﬂo +V) . . (106)

Introduzindo as delinicocs

Zy = ZPCXP(H{,)) :

{G} (107)
que constitui uma soma totalmente fatorizavel, ¢
] . ’
(bo =7 2 )P esp(Hp) (108)
0 {01

podemos escrever a [ungdo canénica de particio do nosso problema na forma

2= Zo{exp(v )> (109)

16}
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Figura 14.8 Duas células hachuradas distintas e vizinhas (/e /) na rede triangular.

O ciculo de Z, € trivial. Como essa fungao se [atoriza, basta considerar uma

‘determinada célula,

z Py exp(Hé): Z {%[1+65gn(01+02+o'3)]x

01,02,05 01,09,03
(1o
X exp[K(0'162 + 0905 + 0303 )]} = exp(SK) + Sexp(—K) .
independentemente do valor de 0. Entao,
Zy =[exp(3K )+ 3exp(-K)] (1)
onde
N N
N’ = —=— . .
(«ﬁ,)z 3 (112)

, \ .
Resta agora calcular o termo {exp(V)},. Vamos considerar as expansoes
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<CXP(V)>O = 1+(V>O +2—1!<V2>0 +... (118)
c
eXp(<V>o) =1+(V), *%(Vﬁ +o. (114)

Até termos de primcira ordem em V, podemos fazer a identificagio
<exp(V)>0 = exp(<V>0) . (115)

Para ir além da primeira ordem, temos de¢ fazer uma expansao mais cuidadosa,
utilizando formas denominadas cumulantes. Vamos, no entanto, permanecer nessa

aproximacao de primeira ordem, calculando apenas termos do tipo

zVP exp(.’z‘{o) . (116)
{o}

Como Vé uma soma envolvendo pares de spins pertencentes a células distintas,

essa expressao se fatoriza inteiramente. Um termo tpico é da forma

(g?’K +3¢ K )\ _2K X Z o3 “1“[1 + 0y sgn(oy + 0y + 03)]
01,09,03 :

exp[K(GIO'Q + 09035 + 0507 )]} X 2 o] }[1 +0; sgn(O'] + 09 + Oy )]
aJ),09,0% 2 .

exp[K(O’lO'Q +0y03 + 0301)]} ’
(117)

onde a primeira soma se refere aos spins da célula I ¢ a segunda aos spins da

cchula /. Basta, entdo, mostrar que

> 61-1-[1+95gn(01+0"2+c3)]><
01,09,04 2
(118)

XCXP[K(O‘lch + 0903 + 0"301)} = 9(,,,315 +e—K) .
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Portanto, a contribuicao do termo tipico ¢ dada por
. N2 9% 2
(4251{ +3e"") K(e‘”‘ +e_K) 0,6, . (119)

Lembrando que hd sempre dois termos desse tipo para cada célula vizinha, temos,

finalmente, arclagao de recorréncia do problema (até primeira ordem na expansio!),

2
SK + e_K

=2K| oot . (120}
K 3.7k

Os pontos fixos triviais sio K = 0 e K= . No entanto, surge também um ponto

{ixo nao-trivial,

K== ln

! o V2 =0,335... . (121)
4 4/2-1

E facil verificar que esse ponto € instavel,

K’ .
AI:(%K} _4,=1’b2"'>1 . (122)

Arelacao de recorréncia linearizada em torno desse ponto fixo nao-trivial ¢ dada

por

A
AK’ = 1,62AK :(v’%) "AK . (123)
- Portanto,
21 =0,887..., (124)

ou s¢ja, a = —0,28...., quc ainda csta distante do zero logaritmico!

Nao & muito dificil introduzir um campo magnético (para obter o scgundo
expoernte) e prosseguir com os calculos até pelo menos asegunda ordemno desen-
volvimento perturbativo (considerando os termos de segundos vizinhos). A campo
nulo, mas retendo termos até segunda ordem, os resultados ja sao bem melho-
res: K. =~ (1,251 (que deve ser comparado com o valor exato para a rede triangular,
K =027.) e a= 0,002
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EXERCICIOS

1. Considere o modelo de Ising ferromagnético, definido pelo hamiltoniano

N
H =—]202-Gj-H207: ,
) =

onde /> 0,0;=+1 e a primeira soma & sobre os vizinhos mais préoximos numa
rede quadrada. Utilize o esquema de grupo de renormalizacao no espaco real
de Niemeyer e Van Leeuwen (que foi empregado no texto para analisar a rede
triangular) para obter os expoentes criticos, em primeira ordem, partindo de

aglomerados com cinco spins (ver figura 14.9).

ST NIO N NN ——

Figura 14,9 Células com cinco sitios numa rede quadrada.

2. Utilize o esquema de renormalizacao de Migdal-Kadanoff, ilustrado na figura
14.10, para analisar o modclo de Ising do problema anterior na auséncia de
campo. Segundo afigura, o esquema de Migdal-Kadanoff consiste numa primeira
etapa em que se eliminam os sitios marcados com X ¢ numa segunda etapa
em que as interagoes ao longo das ligacoes restantes sao duplicadas e depois
eliminadas por meio de um processo de dizimacao. Obtenha as relacoes de
recorréncia, os pontos fixos e o expoente térmico. Qual a estimativa para a

temperatura de transicao?
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Figura 14.10 Etapas da técnica de renormalizacao de Migdal-Kadanoff numa rede quadrada.

3. Considere o problema do modelo de Ising ferromagnético a campo nulo na
rede triangular com interacoes de primeiros vizinhos. Obtenha as relagoes de
recorréncia até segunda ordem nas interacées. Desenhe o diagrama de fluxos
no espago de pardmetros. Calcule a temperatura critica e obtenha o expocnte
critico térmico. Se houver dificuldades, consulte a literatura (esse problema

foi analisado por diversos autores).
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FENOMENOS FORA DO EQUILIBRIO.
I. METODOS CINETICOS

As discussoes dos capitulos anteriores sempre se referiram a situacoes de
equilibrio macroscépico, descritas pelo formalismo dos ensembles de Gibbs.
Neste capitulo vamos retomar o problema enfrentado por Boltzmann no final
do s¢culo passado, considerando a evolucao temporal de um sistema fora do
cquilibrio. Utilizando o método cinético, vamos, inicialmente, deduzir a famosa
equagdo de transporte de Boltzmann para um gas diluido, que ainda permanece
como um instrumento teérico importante em diversas areas. O teorema H, obtido
como conscqucncia da cquacao de Boltzmann, fornece uma descricio da rota
para o cquilibrio, dando inicio as teorias modernas sobre os fenémenos irrever-
siveis. As discussoes sobre o teorema H, incluindo objecdes e respostas, que
ainda mantém grande atualidade, contribuiram para esclarccer o carater da
fisica estatistica. -

Nao ha uma descrigao gibbsiana satisfatéria da fisica estatistica fora do equi-
librio. Do ponto dc vista classico, a evolucdo temporal de um sistema fluido deve
ser descrita pela equacgao de Liouville para a densidade p de estados microscopicos
no cspaco de fase. A€ essc ponto, no cntanto, nao se faz qualquer progresso cm
relacdo as equacoes de Hamilton originais do sistema, Para dar um passo adiante,
¢ interessante delinir densidades reduzidas que obedecem a umn conjunto de
equacoes acopladas, constituindo a chamada hierarquia de Bogoliubov, Born,
Green, Kirkwood e Yvon (BBGKY}. Embora varias aproximagoes possam ser feitas,
incluindo a dedug¢ao da equagao de Boltzmann no caso de um gas diluido, ainda
nao foi possivel conseguir uma maneira realmente satisfatéria de desacoplar as

equacoces da hierarquia BBGKY.
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Para tratar fendmenos fora do equilibrio em fluidos densos, ha uma série
de abordagens alternativas, que tém origem nas tcorias sobre o movimento
browniano. Reconhecendo anatureza estocastica desses fendmenos, é interessante
cscrever de saida uma equagdo mestra, justificada em termos probabilisticos, para
aevolucao temporal da probabilidade de encontrar o sistema num determinado
estado microscopico. No caso de processos markouvianos (em que a evolucio temporal
nao depende de toda a histéria anterior do sistema), a equacdo mestra adquire
uma forma mais simples, dependendo das probabilidades de transicdo entre estacos
microscépicos sucessivos (que poderiam, em principio, ser calculadas a partir
das cquacoes mecanicas de movimento). Em geral, obter as probabilidades de
transicao ¢ tao dificil quanto desacoplar satisfatoriamente as equacdes da hic-
rarquia BBGKY. No entanto, muitas vezes € possivel adotar formas plausiveis para
essas probabilidades dc transicao, garantindo o carater gibbsiano dos estados
{inais de equilibrio. Neste capitulo vamos limitar nossas consideracdes aos métodos
cinéticos (abrindo paréntescs para uma exposicio do belissimo modelo da wrna
de Fhrenfest). No préximo capitulo vamos apresentar alguns exemplos de uti-

lizacdo de métodos estocasticos.
15.1 O METODO CINETICO DE BOLTZMANN

Vamos considerar um gés classico de Nparticulas da mesma espécic (moléculas
monoatémicas, por simplicidade) dentro de um recipiente de volume Va uma
dada temperatul’a T. Podemos introduzir uma funcao de distribui¢iio molecular,
f( T, p, t), dcﬁnlda no espaco u das posicoes e momentos molcculares, tal que
f( r p 1y ddr Tdd [) s€ja o namero de molecuhs. num determinado instante de
tempo ¢, dentro do volume clementar 3 73, #. No limite {— %, correspondente
a situagao d¢ cquilibrio, devemos recuperar a distribuicdo de velocidades mole-
culares de Maxwell-Boltzmann.

Na auséncia de colis()es moleculares, a medida que o tempo passa, uma
molecula na posu_;ao ( p) do espaco u evolui para a posi¢ao (r + v Bt p VT 81,
onde v = j)/ mce F € uma forca externa aplicada ao sistema. Portanto, na auséncia
de interagdes, a [uncio de distribuicao molecular ndo sc altera com o tempo. Por
outro lade, na prescnga de interacoes molecularcs, que podem ser representadas

por colisoes binariasno caso de um gas suficientemente diluido, devemos escrever

f(?—l—if(?t,f)'{ﬁ'&,t-i—ﬁt):f(F,ﬁ,t)-i— % St (1)

col

ou seja,
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d 1 .o  =c af L
(—t +—p V.,.+FVP)f(r pit)= [atj n @)

Dy

- >
onde V, e V;, sdo operadores do tipo gradiente em relagao i posicio e ao momento,
respectivamente. Para dar significado a essa equacio, precisamos calcular a con-
tribui¢ao do termo de colisao. Considerando apenas colises bindrias, quc devem

ser dominantes num gas diluido, podemos escrever

of | |
- 5t:(Rf—RZ-)5t : )

cal

A —
onde R;d3 rd3 pdt é o nimero de colisdes (bindrias) ocorrendo entre os ins—
tantes f ¢ ¢+ 6t com um'l das moléculas iniciais “dentro do volume” {2 rd3 j)
enquanto Rf(13 7"d‘3 P 81 ¢ o0 numero de cohsoes no intervalo 8¢ com uma das

moléculas finais dentro do volume 43 rd% p

=1 —
U= L2—UI
@2 N 23,3 -
' 2 1 ~ 73 . .
< N o
(2) / N
/ \
b / \
{ \
' A
\ (1) /
A /
AN a /
~ s
-~
~ -

Figura [5.1 Lsquema da colisao entre duas esferas rigidas de didmetro a. No esquema estio indicadas as velo-
— —>
cidades relativas u ¢ +', antes e depois do choque, o parimetro de impacto e o angulo de espa-

hamento 8.

Vamos fazer um calculo mecénico simplificado para um gds de esferas rigidas
de diametro a (ver esquemaindicado na figura 15.1), distribuidas uniformemente
no espaco (ou seja, supondo que a funcio de distribuicio f seja independente da

%

posicao r )} na auséncia de uma forca externa. Consideremos, por exemplo, uma
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certa molécula (1), com velocidade ;; “dentro do volume” 43 ;I no espago das
velocidades, e outra molécula (2), com velocidade;; dentro de d* :J; Na figura
15.1, ;)'1 e ;72' sao as velocidades depois da colisao, &€ o parametro de impacto €
- ¢ ¢ o angulo de espalhamento. O cilindro de colisao tem o volume elementar
(udt) (db) (bdd), onde ¢ € uma coordenada angular cilindrica e u = | ;; - ?1 |&
o médulo da velocidade relativa. Quando o centro da molécula (2) estiver dentro
desse volume elementar, ela certamente se choca com a molécula (1) durante o

intervalo de tempo 6¢. Observando a figura, temos

sen =

, (4

a
~de onde vem a forma diferencial

b= —Lsenlap | ’ )
9™ g

Portanto, o volume do cilindro elementar de colisao pode ser escrito na forma

ubdbd@dl = %uagsen[gj cos (g—) dOdp ot = %agudﬁ& , (6)

onde d(} = senfdfd¢ € o angulo solido de espalhamento. Entio, temos

: 2
R 6td” 4 = _” |172—z71|%d965 (31,39, 1)d5; d°5y s
Q

w
. . R . . - —>
onde estamos introduzindo a distribuigao f(v), vy, ¢), tal que
J(91,09,8)d7) d°0y d¥F) d77g

forneca o nimero de pares de moléculas no instante ¢ com coordenadas dentro
3 — 3 — 3 —> - = .

dos volumes elementares d” vy d” 7 e d” vy d° ry, respectivamente. Para pros-

scguir, somos obrigados a fazer uma hipétese de independéncia estatistica, conhecida

como Stosszahlansatz ou hipstese do caos molecular, que representa o ponto nevralgico

do método de Bolzmann. De acordo com o Stosszahlansalz, que nao pode ser jus-

tificado em bases puramente mecinicas, vamos supor que as velocidades mo-

leculares estejam descorrelacionadas, ou seja, que
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@, 79,6) = f1,0) f(Da,2) (8)
Portanto, vamos escrever a equacdo (7) na forma

R;1d° 4, = J%a?dsz _[|f;9 ~a1| f(,¢)f (99, 1)a%5) 455 8t . ©
Q vo

- . -~ . % H % % . ~
Paraobter R f basta considerar a colisdo inversa, (v{; vg) — (v;; vy ). Temos, entio,

3 —~ 1 =, —~ —7 = 3-r 43,
]‘3_{51(](5 v = J.Zan j}vg - |f('()1, t)f (UQ,f)d5U1 (lavcz ot . a0
Q v

Lancando mao das equagoces de conservacao do momento,

U +U9 = U] +U4 ’ (11)

e da energia cinética na colisao,

2

" +[aaf = [t [ +[asf* (12)
podemos facilmente demonstrar as relacdes

62mz71|=|z7§~‘171’| (13)
e

a5, a¥5y = o] %55 (14)

Portanto, temos o termo de colisao

(Q/i) :Jla%gjd?‘ag
ot col 4 '

Q 'UQ

o = |(f1 f5 - 1 f2) (15)

- . _)1 . .
onde estamos utilizando a notacao f; = f(wvy, ¢), f1 = f( v, ¢), e assim por diante.

Nessas circunstincias (isto ¢, para um sistema espacialmentc uniforme, na auséncia
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de forgas externas), a equagao de Boltzmann para as distribuicbes moleculares &

dada pela expressao

of 1 o, .
(L) = [yt [ -alUisi-n) o

Q v

suplementada pelas leis de conservagao (11) e (12).

Com base nesse raciocinio, podemos escrever a equacgao dc transporte de
Bolizmann numa situacao mais geral, para uma distribui¢do molecular da forma
1=/ ?: ?, t), na presenga de uma forca externa Fe de colisdes binarias caracte-
rizadas por uma se¢ao de choque o{{}) independente das velocidades. Temos,

entao, a forma geral

1l

J’U"(Q)dQ Jd%ﬂh =l (fifs - fife) (7

Q po

onde estamos usando a notagao f = f( 7,)1_): ), f1=1( ?,77{, 1), cassim por diante.
Lsta € uma equacdo integro-diferencial, de carater nao-linear, que constitui um
formidavel problema matematico.

Ha& uma longa historia sobre o desenvolvimento de métodos aproximados
para obter a funcao de distribuicdo a [im de calcular a evolucio temporal de
grandezas de interesse [isico. O leitor interessado poderia consultar os textos de
S. Chapman e T. G. Cowling, The Mathematical Theory of Non-uniform Gases, New
York, Cambridge University Press, 1953, oude C. Cercignani, Mathematical Methods
in Kinelic Theory, New York, Plenum Press, 1969. No restante desta se¢ao vamos
nos limitar ao estudo das conseqii€ncias mais imediatas dessa equagdo. Nos exer-
cicios deste capitulo apresentamos uma aproximacio de ordem zero, capaz de

produzir alguns resultados interessantes.
(A) O TEOREMA H DE BOLTZMANN

Por simplicidade, vamos considerar um gés diluido na auséncia de forcas

externas. No equilibrio devemos ter
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@) - fol7), (18)
ou seja,

J.O'(Q)dQ ‘[4352|52 -171|[f0(5é)f0(171')—fo(’72)f0(‘71)] =0 . (19)

va
Portanto, uma condigdo suficiente para o equilibrio é dada pela relacao
Jo(7)fa(31) = fo(d2) fo(1) =0 . (20)

Por meio do teorema H, vamos mostrar que esta € também uma condi¢ao necessaria

para o equilibrio.

. —>
O teorema H pode ser enunciado da seguinte maneira: se f( v, {) for uma

solucao da equacao de Boltzmann, entao a funcdo H(¢), definida pela expressao
H(t)= Jdg 3 f(9.t)In f(7,t) , (21)
obedece a desigualdade

=<0 . (22)

Ao contrario das grandezas mecanicas, que nao distinguem entre o passado ¢ o
futuro, a funcéo H(!¢) tem uma direcdo bem definida no tempo, abrindo a possi-
bilidade de conexao com ascgunda lei da termodinamica (de fato, no equilibrio,
pode-se mostrar que — H € proporcional a entropia do gas ideal).

Para demonstrar o teorema, varmos escrever

daH [ 5. of

M VB 5 f+11L o

= Jc 7[In f +1] 3 ‘ (23)
Portanto,

L AN (24)

Jt dt
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ouseja, dH/dt=0 & uma condigdo necesséria para o equilibrio. Utilizando a equacio

de Boltzmann, podemos escrever

dH 3 S~ - . .,

— = J.a’," UIJG(Q)dQId oty = |(f1f8 — fufe)[In f1 +1] . (25)
Trocando as varidveis de integracao, também temos

% -Je 52.[ G(Q)dgjdgmz_j? —ail(fifs = Aife)[n fo +1] . (26)

Portanto, temos

dH 1§ 4 _
= "é'[dé 'U1J.O'(Q)d£2

dt
J. P

Mudando mais uma vez as varidveis de integragao e levando em conta as equacoes
(13) e (14), também temos

ﬁsideﬂIIa(Q)dﬁ

do — 91 |( f1/3 “flfé)[2+ In(/1/2 )] :

e 2
(£28)
3= |= = s navalr: . 7
_’.d 3o|dg — 4 |( 1.2 -f1f2)[2+111(f1f2)] -
Assim, podemos escrever a expressao

dH _ —1J43 511(5352

di 4
(29)

JU(Q)dQF’Q —ay|(f1f2 - S5 In( fif2) - n( f113)] -

Para demonstrar o teorema, basta langar mao da desigualdade

(y-x)(Iny-Inx)=0, (30)
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que évalida para quaisquer valores positivos de xe y (¢ que se baseia na concavidade
da fungdo logaritmo). A igualdadc, quc corresponde a dH/ di= 0, ou seja, a condigdo
necessaria de equilibrio, somente se verifica para x = y, isto &, para f] f5 = f1 /5 , mos-
trando que a equagdo (20) ¢ também uma condigdo necessdria para o equilibrio.
Embora haja problemas matematicos nesse tipo de prova, que s6 pode scr [eita com
todo o rigor no caso de um gis de esferas duras (onde € possivel provar a existéncia
¢ 2 unicidade de uma solucao para a equagao de Boltzmann ¢ assegurar a conver-
géncia de todas as integrais envolvidas), o teorema H permancce como um dos

resultados mais sélidos do programa de Boltzman.

Para obter a distribuigdo de velocidades no cquilibrio, basta cscrever a

equacio (20) na forma

fol@) fo(31) = fol2) fol5)) (31)
ou scja,

In fo (%) +In fo(7{) = In fo (%) +1n fo (1) - (52)

Como essatiltima expressao tem aforma de uma lei de conservagilo, vamos escrever
% . - -
Inf,( v) em termos das grandezas (momento e energia cinética) que se conscrvam

durante a colisdo. Temos, entio,

9

nfo(d)=A+B(H-7) , (33)

%
onde A, Be v, sd0 trés parametros que devem ser determinados por meio de con-

i
di¢oes de normalizacao. Supondo que a velocidade média seja nula,{ v ) =0, que

a energia cinética média scja dada por

(l m 52> = %”‘BT , (54)

| &

¢ que a distribui¢ao scja normalizada,
chg? %5 fo(3) =N, (35)

obtemos a distribuicao de Maxwell-Boltzmann no equilibrio cstudada nos capitulos

anteriores,

375



376 » Introdugdo d Fisica Estatistica

7o (;) _ l m 32 va

=— - exp| - (36)
v\ 27kyT kT

A menos do prefator N/V, inserido para satisfazer a condicao de normalizacao
imposta pela equacao (35), temos a mesma expressio paraa distribui¢io das velo-
cidades moleculares de um gis ideal classico obtida no contexto dos cnsembles

de Gibbs. Vamos agora discutir algumas objegoes histéricas ao teorema H.
(B) OBJECOLS HISTORICAS AO TEOREMA H

No final do século XTX, Boltzmann trabalha num ambiente cultural em que
os energeticistas (Ostwald, Mach, Duhem) propéem que a termodindmica macros-
copica (de Clausius e Kelvin) seja considerada como o grande modelo de teoria
cientifica. A termodinimica é uma ciéncia sistematizadora, de cariter fenomeno-
logico, que prescinde de quaisquer hipéteses {melafisicas) sobre a constituicio
microscopica da matéria. Boltzmann, no entanto, é um [isico realista, que insiste
no tratamento de um gas como um sistema formado por particulas microscopicas,
obedecendo as leis da mecanica.

A primcira obje¢io ao teorema H foi proposta em 1876 por Loschmidt,
colega de Boltzmann em Viena e firme defensor do atomismo. Loschmidt alega
que as leis da mecanica sao reversiveis no tempo e que, portanto, ndo poderiam
produzir uma [ungao do tipo A (ou entropia), com uma diregio temporal privi-
legiada. Para todo o processo em que a entropia aumenta, deveria haver um
processo analogo, com as velocidades das particulas invertidas, cm que a entropia
diminui. Isso significa que o aumento ou a diminuicio da entropia dependeriam
apenas das condicoes iniciais do sistema.

Para responder a essa objecdo, Boltzmann € levado a esclarecer e enfatizar
o carater estatistico de sua teoria: aponta que esta utilizando distribuicdes esta-
tisticas ¢ supondo que as velocidades das particulas nio estejam correlacionadas
(Stosszahlansatz ou hipotese do caos molecular), Além disso, Boltzmann admite
que possam existir condicoes iniciais que levem a uma diminuicdo da entropia.
Argumenta, no entanto, que no espaco de fase do sistema essas condicées corres-
pondem aregides muito menores do que asregides associadas s condi¢des iniciais
quc aumentam a entropia. Scgundo Gibbs, citado por Boltzmann no preficio do
segundo volume das suas Ligdes sobre a Teoria dos Gases, “the impossibility of an
uncompensated decrease of entropy seems to be reduced to an improbability”,
Foram exatamente essas preocupagdes com o carater estatistico da scgunda lei da

termodindmica que levaram Boltzmann a propor o famoso modelo de um gés
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ideal com energias discretizadas (ver capitulos 4 € .3), que mais tarde teria
influenciado o proprio Max Planck.

Nos anos subsequentes ao debate com Loschmidt, Boltzmann participa de
varias discussoes com seus colegas ingleses, firmes defensores do atomismo e da
teoria cinética dos gases, e vai esclarecendo o sentido do teorema H. Sugere-se
até mesmo um grafico da funcao H contra o tempo. Em geral, H deve estar bem
proximo de seu valor minimo, mas pode haver alguns picos bem pronunciados.
Uma visualizacao de H contra o tempo seria dada por uma sucessao de arvores
invertidas, quase todas muito baixas, com galhos horizontais ou quase horizontais;
ocasionalmente surgiria uma arvore maior ou mais inclinada, masa probabilidade
de ocorréncia diminuiria enormemente com sua altura (ver um esbogo de H

contra o tempo £ na figura 15.2).

T

Figura 15.2 LEsboco de uma curva tipica da [ungio A conlra o tempo. A linlia tracejacla representa o compor-

tamento “médio” previsto pela equacio de Boltzmann.

Em 1896 surge uma das mais sérias objecoes a Boltzmann, proposta por
Zermelo, antigo estudante de Planck em Berlim. A objecao de Zermelo se baseta
num teorema mecanico demonstrado um pouco antes por Poincaré. Segundo
esse teorema, qualquer sistema de particulas, com forcas de interacdo dependendo
apenas das posi¢cocs, sempre retorna, depois de certo tempo 7, a uma vizinhanca
arbitrariamente préxima das suas condicoes de partida. A Gnica condicao res-
tritiva ¢ que as coordenadas de posi¢ao e de momento scjam limitadas (isto ¢, que
as particulas tenham uma energia finita e que estejam contidas dentro de um reci-
picnte); o leorema somente nao € valido para um conjunto muito pequeno (de
medida nula) de condicoes iniciais, E claro que o teorema de Poincaré excluiria

aexisténcia de qualquer fungio mecanica com uma direcao privilegiadano tempol

7

5
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Arespostade Boltzmann a Zermelo foi imediata: o teorema H néo é puramente
mecanico, as leis estatisticas sdo Fundamentais para explicar o comportamento de
um sistema com um namero grande de particulas. Boltzmann também apontou
que o periodo 75 ¢ muito grande, da ordem da idade do universo, para um gas
de particulas. Embora haja obje¢des a esse tipo de calculo, experiéncias numéricas
recentes, com gases de discos ou esferas rigidas, parecem apoiar inteiramente a
suposicao de um periodo cxtremamente grande [veja, por exemplo, A Bellemans
e J. Orban, Phys. Lett. 24A, 620 (1967) ou A. Aharony, Phys. Let. 37A, 143 (1971) 1.

No [inal do século passado, apesar do apoio de seus colegas inglescs, Boltzmann
esta claramente na defensiva. No continente europeu a influéncia dos energeti-
cistas ¢ poderosa ¢ todos os fundamentos da teoria cinética sdo postos a prova,
apesar de scus triunfos no calculo de coeficientes de transporte. Nio se deve
também esquecer que havia problemas reais: a aplica¢io do teorema da eqili-
particao da encrgia para o cilculo do calor especifico dos gases permanecia um
ponto vulneravel da teoria, cmbora ja se apontasse que a estrutura interna das
moléculas, revelada por meio das raias cspectrais, deveria ser muito mais rica do
que se poderia supor na ¢poca. Dentro desse clima é que Boltzmann abandona
pela primcira vez sua postura realista diante dos fendmenos fisicos para introduzir
uma hipétese cosmologica, de cardter subjetivista, a fim de justificar o tcorema H.
Boltzmann sugere que a entropia do universo scja maxima, mas que subsistam flu-
tuacoes, € que ocasionalmente possam ocorrer vales profundos em que a entropia
seja um minimo. A vida sé seria possivel no fundo desses vales, subindo em direcao
ao maximo de entropia. Portanto, paraas civilizacoes existentes, a entropia aumenta;
a dire¢ao do tempo ¢ altamente subjetiva, dependendo da nossa localizacio no
universo. Hipoteses dessa natureza sobre a seta do tempo vio ser continuamente
discutidas na ciéncia do século XX (ver, por exemplo, o artigo dc Joel L. Lebowitz,
“Boltzmann’s Entropy and Time’s Arrow”, Physics Today, set. 1993, p. 32, onde se

aponta a enormc atualidade do pensamento de Boltzmann).
{C) O MODELO DA URNA DE EHRENFEST

Uma das explicagdes mais brilhantes sobre a natureza do tcorema H — ¢
que também constitui um dos primeiros exemplos da utilizacio do método esto-
castico — foi proporcionada pbr Paul e Tatiana Ehrenfest, no inicio do século,
com a introdugao do modelo da urna. Vamos considerar duas urnas, 1 ¢ 2, ¢ 2R
bolas distintas, numeradas de 1 a 2R. No instante inicial, ¢ = 0, quase todas as
bolas estdo na urna 1. Vamos, entao, escolher um nitmero aleatério (mediante
uma roleta, por exemplo), entre 1 € 2R, e mudar de urna a bola correspondente

a csse nimero. Km seguida, vamos repetir contintamente esse processo, a cada



Tenémenos Fora do Equilibrio. 1. Métodos Cinéticos * 379

7segundos, sempre mudando dc urnaabola correspondente ao namero escolhido.
Em cada passo do processo temos Ny + Ny = 2R, onde N| (Ny) € o namero de
bolasnaurna 1 (2). A situacao de cquilibrio, depois dc muitas jogadas, deve cor-
responder a Np = N, = R. No entanto, deve haver flutuagoes em torno do equi-
librio, que conduzem a uma distribuicao de nimeceros de ocupagao, como num
problema usual de mecanica estatistica de equilibrio. Por outro lado, do ponto
de vista dindmico, seria muito interessante estudar como € que essas flutuagaes
decaem com o tempo a partir de um determinado estado inicial. Dados o valor
de R e as condicoes iniciais, ¢ facil utilizar um gerador de ntimeros aleatorios de
um microcomputador para construir um grafico de Ny — Ny em [un¢ao do ntmero
de passos s (com o tempo dado por ¢ = s7). Pode haver picos ou valores muito
Ny - Ny

produzindo a forma geral de “arvores invertidas” da funcao H (ver figura 15.2).

altos de , mas apds cada pico a curva tem a tendéncia de cair novamente,

No caso especilico do modelo da urna, podemos fazer alguns calculos pro-
babilisticos de forma analitica. Seja P(Ny, s; N,) a probabilidade de encontrar N}
bolas na urna 1 depois de um conjunto de s passos (ou seja, no tempo (= s7),
comecando com N = N, no instante 1= 0. Um estado com N} bolas naurna 1 no
instante (s + 1)7 somente podera ser atingido a partir de estados com Ny — 1 ou
N + 1 bolas na urna 1 no instante de tempo imediatamente anterior s7. Entao,

devemos ter
P(Ny,s+1;Ng) =w(Ny =1 — Ny )P(N; - 1,5, Ny } +
+w(Ny +1— Ny )JP(Ny +1,5;Np)

onde é plausivel supor que as probabilidades de transi¢dosejam dadas pelas expressoes

2R -(Ny -1)

w(Ny —-1— Np )= R (38)
c
w(Ny +1— Np) = %—1 (39)

Deve-se notar que w(N] — 1 — Nj) corresponde a probabilidade, no tempo ¢= s7, de
sortear uma bola da urna 2 [que tem 2R— (N — 1) bolas], enquanto w(N, +1 — N})
corresponde a probabilidade, nesse mesmo instante, de sortcar uma bola da urna 1

(que tem Ny + 1 bolas). Portanto, a equagdo mestra (37) pode ser escrita na forma
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2R —(Ny -1)

P(Ny,s+1;Ng) = R

P(N1 —‘1,5;]\70)4-

(40)
.LV] +1

+ P(Ny+1,5:Np) .

Asvezes, é conveniente adotar uma nota¢io mais simétrica, introduzindo a varidvel
n=N) — R (ou seja, tal que N} = R+ n, Ny = R~ n, com o cquilibrio dado por n=0).

Em termos da nova variavel, temos

R—{(n-1)

P(n,s+1;n0)= P(n-—l,s;n(])+ :

(41)
R+ (n +1)
—

r4

+ P(n-i—l,s;no) ,

com a condicao inicial P(=n, 0; n,) = 5?1-0,11-> onde n,= N,— R. Essa equagdo mesira,
que se refere d evolugio tempaoral de uma distribuigdo de probabilidades, desempenha
um papel semelhante ao da equacao de transporte de Boltzmann.

Na situacdo estacionaria, correspondente ao equilibrio, a probabilidade
P(n, s;n,) nao deve depender do tempo s (nem das condicdes iniciais) . Portanto,

a probabilidade de equilibrio deve satisfazer a equagao

P(n)z%l’(n—l)+

R+(n+l)

R P(n+1), (49)

cuja solugao € dada pela forma binomial

P(n)= (27)! [l)gR , | 43

(R+n)i(R-n)1\2

como poderia ter sido antecipado desde o inicio por meio de uma aplicacio da

hipotese das probabilidades iguais, a priori. O valor esperado e o desvio quadritico
P P i ;oon .

em relagio a média sdo dados por {n}=0 e {n?} = R, respectivamente. Para R— @,

a binomial tende para uma forma gaussiana,

P{n) - b (n) = (71:1‘2)_1/2 exp —%—%— . (44)
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Agora € interessante calcular a evolugao temporal do valor esperado,

<n(s)> = ZnP(n,s;-no) . (43)
n
Utilizando a equagao (41), € facil mostrar que

(n(s-%l)): (1—«%](7:(3)) : (46)

.

Portanto, tomando (n(s=0)} = n,, podemos escrever

=)

que fornece um decaimento exponencial quando R ¢ s sao grandes. De [ato,
tomando o limite s — % (tempos grandes), R — « (nimero grande de bolas),

7> 0 (intervalos muito pequenos), com ¢ = sTe 1/y = Rt fixos, temos
<72(5)> — Ny exp(—"/l) , (43)

indicando um decaimento exponencial do valor esperado em diregdao ao seu valor
nulo no equilibrio. Na média o sistema decai para o cquilibrio de forma érveversivel,
como no caso do tcorecma H (a curva tracejada da figura 15.2 representaria esse
comportamento médio}. v

Pode-se também utilizar o modelo da urna para discutir os tempos de recor-
réncia. O leitor interessado deve consultar o trabalho de Marc Kac, reimpresso
em Selected Papers in Noise and Stochastic Processes, editado por N. Wax (New York,
Dover, 1954). Scja P’ (n, s; m) a probabilidade de o sistema se encontrar pela
primeira vez no cstado », no tempo ¢= s 7, apos ter partido do estado mno instante

t=0. Entao, pode-se mostrar que
ZP’(n, s;n)=1, (49)

ou seja, cada cstado do sistema deve recorrer com probabilidade 1 (que & o analogo

do teorema da recorréncia de Poincaré). Também se mostra que

R+n)(R-n)! .
ey

TR = ZST-P’(’.I’L, s;n)=7
s=1 )
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quc ¢ oanalogo do tempo de recorréncia de Poincaré. Por exem plo, para R=10 000,
n=10000e 7= 1s, tcmos
20000 _ 16000

T =2 anos (51)

que € um tempo cxageradamente grande! Por outro lado, se R+ n ¢ R — n sio
compardveis, Tpé pequeno. Certamente s6 tem sentido falar em irreversibilidade
quando o tempo dc recorréncia for suficientemente grande (ou seja, quando as
condicoes iniciais estiverem suficientemente distantes das condicoes {inais de
equilibrio}. Quando 75 for pequeno, existem apenas flutuacdes em torno do

cquilibrio.
15.2 A HIERARQUIA BBGKY

Para descrever a evolugdo temporal de um gas classico de particulas podemos
partir da equagao de Liouville no espaco de fase. No entanto, em vez de trabalhar
com toda a complexidade da distribui¢do p de pontos representativos do sistema
no espaco de fase classico, ¢ mais conveniente definir distribuicoes reduzidas de
uma particula (/}), de duas particulas (f), ¢ assim por diante. O conhecimento
do conjunto { f{} € equivalente ao conhecimento da fungio de distribuicio p (a
partir daqual se calculam os valores médios damecanica estatistica). Vamos mostrar
quc a equagao para a evolugao temporal de f) vai ser escrita em termos da fungao
Jo»que aequacao paraa evolucao temporal de f; € escrita em termos de f;, e assim
por diante, definindo uma hierarquia de equacdes acopladas. A dificuldade desse
tratamento reside na maneira de truncar a hierarquia, a {im de encontrar as dis-
tribui¢oes reduzidas.

(A) TEOREMA DE LIOUVILLE

Vamos considerar o cspago de fase de um gas cldssico de N particulas, com
3N coordenadas de posicdo, 41,¢o,..., ¢ 3N coordenadas de momento, Pr.po,.... O
namero de pontos represcntativos do sistema, no instante ¢, dentro do hiper-

volume

a’ Ngd 5N p=dgy...dggndpy...dpsy 52)

¢ dado por p(q, p, ¢) d?’qu?’A’Tp, onde
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plg.p.t)=pla1- o gsns b1 p3not) - (53)

Para um sistema conservativo, caracterizado por um hamiltoniano independente

do tempo,
H(q. p) = :H‘(‘ll 3N P ---aﬁzw) ,  (54)

as cquagoes de Hamilton,

'.—-_a_]{ ie -a_ﬂ (55)
Pi Qp, q; afh > %)

com i = 1,..,3N, definem as trajetérias dos pontos representativos do sistema no
cspago de fase. Devido a unicidade das solugoes dessas equagdes diferenciais, as
trajetorias nao sc cruzam, garantindo a conservacao de pontos nesse cspago. Portanto,

como ja foi feito no capitulo 2, podemos escrever uma equacgac de continuidade,

d =
—ZJP(QsPst)‘3F2§f‘dS : (56)
r S

ohy DN, = _)- -
onde dl' = d*Ngd3Np ¢ um clemento de volume no espaco de fase I' ed S é um
elemento de area normal a hipersuperficie § em cada ponto. O fluxo gencra-

lizado é dado por
J=pPT=p(d1-dsn 1o bsn) s (57)

—> . . .. . . . .
onde v = (¢, ..., Qays P1s - P3a) € uma velocidade generalizada.

Aplicando o teorema de Gauss, podemos escrever a cquagdo (56) na forma
ap = =y
J‘—de —j(V-j)dF , 59
T T

de onde vem a equacao diferencial da continuidade,

V(pﬂ)+%: . (59)

A partir da equacao (57), o divergente generalizado do fluxo-é dado por
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07)= 3, o)+

=1

3N ; (60)
dg; dp p.. dp
”pz{aqi li|2|:'a :|

bi
1 8101

2 (oh; )J

ap;

Utilizando as cquac¢oes de Hamilton (55), podemos escrever

dq;  dpy A

=- = . (61)
dg; b dg;dp;
Entao, o divergente generalizado do fluxo fica dado por
y :
S /- ~ | JdH dp JIH dp
V. = —— - JH
(07)= E;[ s 00; ar apr | 7 o

onde {p, A} sdo os parénteses de Poisson da densidade p com o hamiltoniano #.

Portanto, o teorema de Liouville pode ser expresso pela relacio

9 _
{pot}+so=0, (63)

que € equivalente a constatacao de que p € uma constante do movimento (com
dcrivada total nula em relacao ao tempo).
Num paralelismo com a equagao de Schroedinger, o teorema de Liouville

também pode ser escrito na forma

9P

=Lp, (64)
85 p

onde ¢= \/:-f ¢ £ & o operador liouvilliano. Temos, entio, a solugao formal
p=plg.p:t)=p(g p.0)exp[-iLt] , (65)
que € muito elegante, mas nao permite grandes progressos.
Feita essa concxao com os resultados gerais que ja haviam sido obtidos

no capitulo 2, vamos particularizar os calculos para coordenadas generalizadas

- —
cartesianas ¢ abreviar a notacao introduzindo a varidvel z; = (7;, p; ), com
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— 3 — - e el e . .
dz;= asd 1;d° p;. A funcio de distribuicao no cspacgo de fasc I' vai ser escrita na
forma
p:p(zl,zg,...,zN,t)=p(1,2,...,N,t) . (66)

Além disso, vamos considerar distribui¢coes normalizadas,

jp(l,?,...,N,t) dy dzo ...dzy =1 . (67)

Portanto, o valor esperado de uma grandeza qualquer O(z;,...,2)) pode ser escrito

comao
{(0) = j....[O(l,2,...,N)p(l,2,...,N,t)dz1 dzo ... dzy . (68)

Nessas condi¢oes, o teorema de Liouville assume a forma
N
—(;—f = _{P, 5'[} = ;{(Vpi P) . (V‘ri 5—[) - (VT‘z‘ p) . (Vﬁi )} , (69)

ondc cstamos usando a notacao simplificada V, € V,, para represcntar os gra-
—~ " —> - . ’ )
dientes em relacao aos vetores 7; € p;, respectivamente.
Vamos agora particularizar ainda mais nossas considera¢des, tomando um

hamiltoniano da forma

N
J )
j{:ZQ—pi +Zvij , (70)
- = e

i<y

onde somente se consideram interacoes entre pares, dadas pelo potencial esferi-

camente simétrico

vZJ _'Ujl' :v( FE—F;D . (71)
Assim, temos
1 N
Vi 7= —Pi ¢ Vo H == ZKU : (72)
i=103#i)

onde
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E/] = _VTE v( T;

— ?-]»U . (73)

Portanto, o teorema de Liouville também pode ser escrito na forma

. N . N
cp 1- - : _
SN2 BV 2 Ry Ve &
ARG =1 j#i)
ou seja,
a < T =i
gm\r(l,h,. SNV |e(Le N =0, (75)
onde
N o
kV 2 [) V +— z Klj (Vfbi _Vj)i) - (7())
23,1 ji)

Nesse ponto, estamos preparados para deduzir as equagdes da hierarquia BRGKY.

(B) FUNCOES DE DISTRIBUICAO REDUZIDAS. DEDUGAO DA HIERARQUIA
BBGKY

A funcao de distribuicdo de particula tinica € dada pela expressao

i=1
(77)
:NJ...jsz...dsz( 2,0, N, ]
onde estamos adotando a normalizacio
J.fl(?‘,f),t)dg? &Pp=N . (78)

Da mesma forma, podemos definir a funcdo de distribuicdo de s particulas,
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N1 - -
fs(l,Q,,,__,,:s,j;)z )[ szs_,_l,,, j(lz‘,\rp(l,Q,...,N,ﬁ) N (79)

(N —3s)!

para s= 1,2,..,N (o prelator combinatorial indica que nao estamos interessados
em distinguir qual particula estd em z, cm zg, ¢ assim por diante). Como ja
dissemos, a hierarquia BBGKY consiste em estabelecer uma equacao para a evolugio
temporal de f; em termos da funcao f, outra para a evolugao de f; em termos de
f5, € assim por diante.

A partir do teorema de Liouville, expresso pela equacio (75), podemos

escrever
df N1 p NI ,
] L N s rery A R

Vamos agora escrever fy, dado pela equacio (76), na forma

N N
hy = Zs +—— > Py (81)
2§20
onde
S; = 1 b v, (82)
wm
c
:K.Z']"(Vpi _Vﬁj):"pﬁ . (83

Isolando os termos que envolvem apenas as coordenadas z,zg,...,z;, podemos

€SCrever

s N 1 $
}l\](l,,_,. LN :ES?:‘*‘ St"‘; Z .PZ']"F

i=s+1

N s
+% z Ptj+z ZPZJ s 1, ,...,S)-f-

z]"s+1 zij\ i=1 j=s+1

s N (84)

L(sHLs+2, L N+ Zpij

i=1 j=s+1

+ h.,\r
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Agora € [acil perceber que
j...jdzm...dzNhN_S(s+1,s+2,...,N)p(1,2, WN)=0, (85)

pois: {i) os termos envolvendo gradientes em Ftém coeficientes independentes
de }z (ii) os termos envolvendo gradientes em 7 tém cocficientes independentes
de r, e (iii) a fun¢ao p deve-se anular na superficie externa que delimita o volume
do espaco de fase acessivel ao sistema. Entao, devemos ter

J NI S
[54—;1 jfs = ( N s J.dZH_l J‘dZNZ zpijp(l,g,...,]\fbﬁ):

i=1 j=s+l

(86}

N
ey Jao X rio(tin)
i=1

pois a soma em j produz N — s termos idénticos. A partir dessa tltima equacao
também temos

[ () . J\’ AT'
L;};Hﬁs}/ JdnH Pisa mjd’éﬁzw
S AY
"sz‘r\rp(l,Q,...,l\r,t) = —zj‘dzsﬂ 'Pi,5+1 f5+1 (1,2,...,.§+1) .
i=]

Substituindo a cxpressao de P, ., 1, dada pela equacao (83), temos
! ist1 P q

[v:a}
0
Rl

a B . .
(E*"Iﬁsjfx = _ZJ.dZHl Kis+1 (Vpi _Vle )fs+l (1,2.~~--,S +1) -
i=1

- o~
Observando que o termo envolvendo o gradiente em relagdo a f,, ; nao con-

tribui (pois fornece um termo que sc anula na superficic), temos, finalmente, a
hierarquia BBGKY,

[_ +h ] [s = “Zj‘lz.s'%l (IE IRES V;/)i )fs-l—l (]:2: st 1) , (89)
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paras=1,2,...,N. Essas equagoes sio certamente equivalentes a equacgao de Liouville
(ou as equacoes de Hamilton originais) e nao esclarecem a questdo da irreversi-
bilidade. Ha diversas tentativas de desacoplamento, com maior ou menor sucesso,
mas que também nao proporcionam argumentos categdricos para justificar uma
direcdo privilegiada no tempo. Logo a seguir vamos esbocar um desacoplamento
aproximado que conduz & forma usual da equagao de Boltzmann (e, portanto,
ao teorema H). Ainda como exemplo, vamos introduzir outro tipo de desaco-
plamento, correspondente a uma espécie de aproximagio de campo médio, que
produz a equagao de Vlasoy, com utilidade no estudo de plasmas diluidos, mas

apresentando um comportamento reversivel no tempo.
(C) A EQUACAO DE BOLTZMANN A PARTIR DA HIERARQUIA BBGKY

Vamos escrever de maneira explicita as duas primeiras equacoes da hie-
rarquia BBGKY,

7 1. 5
(EJ’—M '-Vf'z']fl(zl’t) = 'JdZQ(Kl?'Vpl Vol z1) (50)

m

J 1. _ 1. 1z
[5;+;;pl~v,.l+E]J2'VT«2+§K12'(V])1—Vpg)}fz(zl,sz):

(91}
= -—J.dz:,} (IA{']B-VM +I223'Vj)2 )fg(Z],ZQ,Zg,t) .

A primeira etapa da aproximacao para obter a equacao de transporte de
Boltzmann consiste em abandonar os termos de colisdo na segunda equacao (com
base na argumentacao de que ha duas escalas de tempo no problema, definidas

— —
por p/m ¢ por K, com os tempos de colisio sempre muito menores do que os
tempos entre colisoes). Portanto, mudando para um sistema de coordenadas em
— D, T T 2 o s e
quc R=(n+n)/2,r=n-n,P=p+pep=(p—p;)/2 vamos escrever a

segunda equacao na forma

J 1 - 1- = S S

onde M= 2mé& a massa total e & = m/2 é a massa reduzida. Mudando para um

—>
sistema de centro de massa, com P = 0§, temos
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Fo (13,1%,5, ;,,f)—>f2(3,;,¢) . (93)
ou seja,
J¢2[ﬁ+ﬁ(?)5t,¥+i[36m+61]=f2(p*j,t) , (94)

indicando quc £ deve atingir o equilibrio antes de £ .

Figura 15.3  Coordenadas relativas paradescrever a colisio de duas particulas (que estio correlacionadas apenas

dentro de uma esfera de raio r,}.

A primecira equagao da hierarquia pode ser escrita na forma
df -
GO

%
onde, por conveniéncia, foi adicionado o termo em gradiente de o, que sempre

fornece uma contribuicao nula. Entdo, temos

col (96)

of 1 q .
[—é}:}} o= ;szg(p] 'V-rl +f)2 'V‘T‘Q)fQ(zl’ZQ’t) 4

"o

) - —
onde vamos supor que as forgas de interagio se anulam para | n-—" |=r> T,
Usando coordenadas relativas (ver figura 15.3) e abandonando os gradientes em

- —
relacao a R, temos
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[ 5 g S
| O_hj . ,[ddf)ﬁz _[ds?z(f’l = b2)Vrf2=
col

\ Ol m
< T'o

x9
_1 d* P |y - po| |dppab Idx 7 fo . @
" Ox
xq
Introduzindo os desacoplamentos
Fol=) = f1(p1) f1(Be) (98)
e
fa(x2) = fi(p) A (53) (99)
temos, finalmente, a equacao de Boltzmann,
/_% _ dg_‘ dQ“_—' Q el g .
5| = | e | A - dfo(Q)(fif5 - f1f2) - (100)
col

O tratamento apresentado nessa secao se baseia na segunda edigao do texto de
K. Huang (Statistical Physics, John Wiley, 1987). O leitor interessado numa dis-
cussao mais detalthada deve consultar H. J. Kreutzer, Non-equilibrium Thermody-

namics and its Statistical Foundations, Oxford, Clarendon Press, 1981.
(D) A EQUACAO DE VLASOV

Um truncamento direto da hierarquia de BBGKY consiste em adotar na

equacao (90) a fatorizacdo
fQ(Zl,ZQV,t):fl(ll,f)_fl(ZQ,l) . (101)

Entao, temos a expressao aproximada

Jd 1. = : :
[5*;1}1-\7«” ]fl(zlJ):_J.dZQ Ko Vo Al ) ilmo)] - oy
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Observando que

deQ 1212 'Vm [fl(z'l,t)f](zQ,t)] _

_ '[rlzg [~V ([ = 7al)- ¥ 1 (21,00 ] (221) =

{103)
= —VJ,I {J.dZQ‘U“'Fl - ?_:2 |)f] (ZQ, f)} ' Vj,lfl (Zl,t) s
temos a equagdo de Viasou,
i-ri]; Y —[V (7 z)]v Alz,t)=0 (104)
a ¢ m 1 71 7] 1 j)l TA~1> 3
onde u € um potencial médio ou efetivo, dado por
ﬁ(?l,t)=I(IZQU“?I—?QDfI(ZQ,t) , (105)

que deve ser calculado autoconsistentemente (pois determina € a0 mesmo tempo
depende de f)).

Contrariamente a equagao de Boltzmann, a equacdo de Vlasov é reversivel
com o empo, pois f; (?, ;), t)ef) (_f, - Z - t) obedecem cxatamente a mesma
expressao. Portanto, embora possa dar conta do comportamento de um plasma
diluido fora do equilibrio, a cquacao de Vlasov € incapaz de descrever a evolucao

irreversivel desse plasma para seu estado final de equilibrio macroscépico.
EXERCICIOS

1. Demonstre as relacoes (13) ¢ (14).

2. Pormeiodcum raciocinio cinético elementar, levando em conta apenas ordens

de grandeza, mostre que o caminho livre médio das particulasdc um gas diluido

& dado pela expressao
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onde aé o diAmetro molecular e n=N/V¢é adensidade de moléculas. Obtenha
a ordem de grandeza de A para o hidrogénio no ponto critico e nas condicoes
normais de pressdo ¢ temperatura. Qual a ordem de grandeza dc A para o
hidrogénio interestelar (com densidade de aproximadamente uma molécula

por cm3)?

3. Avelocidade tipica das moléculas de um gas ideal € dada por

1/2 1/2
o= [(st)]? - (2)
A m

Qual a ordem de grandeza do tempo entre colisdes T para o hidrogénio em

condi¢coes normais?
4. Usando o formalismo desenvolvido paraanalisar o choque entre duas moléculas,

mosire que o tempo entre colisdes 7 num gés diluido de N particulas ¢ dado

pela expressao

N _”1{653 5, 437
T

onde

R= J&anQ_l.lfﬁ ~ 2| fol#) fo(7a) %5y .

- ‘ -
em que a € o diametro molecular, d{} € um elemento de angulo sélido e f,(v )
¢ a distribuicao de Maxwell-Boltzmann no equilibrio. Resolvendo a integral

miiltipla, mostre que

~N\L/2
1 = 4a2n( ﬂkaJ

T m

Utilizando a velocidade tipica,

1/2
Bkpl
7= {BT )
"

maostre que
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onde A tem a mesma ordem de grandeza do resultado obtido no exercicio

anterior.

5. Considere um gas diluido de particulas carregadas de carga ¢ ¢ massa m. Na
ausénciade campo clétrico externo, a distribui¢do de velocidades no equilibrio

¢ dada pela expressio usual de Maxwell-Boltzmann,

, 3/2 2
f ('(7) _ _".../., m {jxp _ mu
0 v\ 2zhpT kT

~ 'é ~ . -
Na presenga de um pequeno campo elétrico uniforme £, a funcio de distri-
buicao obedece a equagdo de transporte de Boltzmann na aproximagcdo de tempo

de colisdo,

99 E % a9 __L=fo
(8£+ ﬁv"‘")f(v’i)*((?tlof pal

onde T & o tempo caracteristico entre colisdes,

(a) Mostre que, numa aproximagio de primeira ordem, podemos escrever
e PRy _
flo,t)= fo(v)—;-E- Jol@)
(b) Utilize csse resultado para mostrar que

AL
<U>— ?‘?ZE '

Portanto,

()=o) =0t ,

onde a condutividade o ¢ dada por
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Observe que no caso de elétrons metalicos esse resultado é absolutamente pro-
visorio (pois deveriamos ter usado a distribuicao correta de Fermi-Dirac para

descrever o equilibrio).

Calcule uma expressao para a fung¢do H de Boltzmann na situacio de equi-
librio de um gas diluido de N particulas dentro de um recipiente de volume

Vauma temperatura 7. Qual a relagao entre a funcao H e a entropia do gas?

Considere o modelo da urna de Ehrenfest numa situa¢ao inicial cm que Ny = 90
e Ny = 10 (onde Ny e Ny sdo os niimeros de bolas nas urnas 1 e 2, respecti-
vamente). A medida que o tempo passa, a curva n{t) = N (¢t} — No(¢) intersecta
um determinado valor (por exemplo, n = 50) tanto na subida, quando csta
aumentando, quanto na descida, quando esta diminuindo. A primeira vista csse
comportamento estaria indicando que n(¢) tem a mesma chance de aumentar
ou diminuir quando comeca a partir de um determinado valor inicial, #(0) = 80.
Paramostrar que isso nao ocorre assim, considere n() em trésinstantes Succssivos:
n(t=1}, n(t) e n(t+1). Qual a probabilidade de que n(t~1) < n(t) < n{t+1)?

Qual a probabilidade de que n(¢~1) > n{t) > z(t+ 1)? Qual a probabilidade

de que n(é) > n(t—1) e n(¢) > n(t+ 1), ou seja, de que n(f) seja um maximo

local?
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FENOMENOS FORA DO EQUILIBRIO.
II. METODOS ESTOCASTICOS

Em vez de apresentar um esbog¢o da teoria dos fendmenos estocdsticos marko-
vianos, que estaria com cerleza além dos nossos objetivos, vamos discutir apenas
alguns exemplos de utilizacao de métodos estocasticos. Inicialmente deduzimos
as equacoes de Langevin e de Fokker-Planck para o movimento browniano, estudado
por Linstein e Smoluchowski no inicio deste século. Apresentamos a seguir uma
série de argumcntos probabilisticos para estabelecer a equagdo mestra, governando
a evolugdo temporal da probabilidade de ocorréncia dos estados microscopicos
de um sistema. Como ja toi apontado anteriormente, obter as probabilidades de
transicao que comparccem ha cquagao mestraa fim de calcular os valores esperados
de grandezas fisicas torna-se, em geral, tao dificil quanto desacoplar satisfato-
riamente uma hierarquia de equacoes do tipo BBGKY.

Nos capitulos 13 e 14 discutimos varias propriedades termodinamicas do modelo
de Ising, que € uma espécic de proloupo nao-trivial dos modclos que se utilizam cm
mecanica estatistica. O modelo de Ising, a prior, nao tem nenhuma dindmica, pois
0s “spins” sao nameros (= 1) que ndo se sujeitam as regras quanticas de comutagao
(sc fossem operadores, ainda poderiamos escrever uma equacao de Heisenberg para
acvolucao temporal). No entanto, pode-se construir uma equagao mestra postulando
formas plausiveis para as probabilidades de transicao (isto €, garantindo que no
decorrer do tempo o sistema se encaminhe para estados gibbsianos de equilibrio).
A titulo de exemplo, vamos apresentar alguns resultados exatos, em uma dimensao,
para um modelo de Ising cinético dc acordo com a dindmica de Glauber.

Finalmente, vamos aproveitar o excmplo do modclo de Ising para mostrar

a dindmica de Metropolis, que tem sido amplamente utilizada em simula¢oes numeéricas
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de Monte Carlo. Com a disseminagio de recursos computacionais, as experiéncias
numéricas passaram a ocupar um lugar de importancia na fisica contemporanca.

Os métodos estocasticos esclarecem ¢ justificam essas simulacoes.
16.1 MOVIMENTO BROWNIANO. A EQUACAO DE LANGEVIN

O movimento irregular dos graos dc poélen imersos num fluido foi des-
coberto e caracterizado pelo botanico inglés Robert Brown em 1827, Inves tigacoes
cxperimentais subsequentes, apoiadas no desenvolvimento de técnicas de microscopia,
revelaram que o fendmeno é bem mais geral, ocorrendo em suspensoes de diversos
tipos de particulas microscopicas em {luidos ndo muito viscosos. Segundo Jean
Perrin, as pequenas particulas “vont et viennent en tournoyant, montent, des-
cendent, remontent encore sens tendre aucunement vers le repos”. As primeiras
teorias sobre o movimento browniano, publicadas independentemente por Einstein
(1905) ¢ Smoluchowski (1906), representam aplicacoes de sucesso das idéias ato-
misticas da teoria cinética dos gases. No inicio do século, os estudos do movimento
browniano constituiram um elemento importante para o estabelecimento da
cstrutura atdmica damatéria em contraposicao as visdes energceticistas dominantes
na Luropa.

Supondo que o movimento browniano seja produzido pelas colisoes das
pequenas particulas com as moléculas do fluido, podemos escrever a equagio de

Langevin
(1) (1)

onde ;)é a velocidade de uma particula de massa m, }?é uma forca externa, a &
o coeficiente de atrito viscoso e IT; {#) € uma for¢a alcatéria (ou cstocdstica) que
representa o bombardeamento incessante das moléculas do fluido. Vamos supor
quc}f:(l) scjaindependente davelocidade ¢ que tenha umavariagio muito rapida
com o tempo {em relagdo as variacdcs de velocidade da particula).

Para simplificar a nota¢do, vamos considerar uma situacao unidimensional,
com for¢a externa nula (a generalizagio para trés dimensoes ¢ imediata). Nesse

caso, a equacio de Langevin adquire a forma

m%=—av+Fa(z) ()

o
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dv
—=—vw+ A() , (3
py yu+ A(l)

onde y=a/m>0e A(t) =F,{t}/m. Esta € uma equacao difcrencial de natureza
estocistica (ou aleatoria). Para resolver o problema, devemos encontrar a der-
sidade de probabilidades p(v, ¢; v,) de que a solucdo esteja entre ve v+ dv, 110
instante de tempo ¢, quando v = v, no instante inicial /= 0. Para tempos muito

pequenos, devemos ter

p(v,t%O;vO)—)S(v—vO) . (4)

Para tempos muito grandes (¢ — ), devemos recuperar a distribui¢ao de velo-
cidades de Maxwell-Boltzmann (paraum gas unidimensional}, independentemente

do valor dc v,,

, 1/2 2
p(v,t — oo;vo) o exp| - e . (5)
27F}€BT (_)kBT

Dec maneira formal, a solugdo da equagao (3) ¢ dada pela expressao

t

v(t) = vy exp(-¥t) +exp(~'yt)J.exp(yt’)A(t')dt’ . (6)
0

Portanto, raciocinando em termos de um ensemble de particulas, temos o valor

esperado da velocidade

t

<v(t)> = v exp(—yt) + cxp(—yt)Léxp(yt')(A(l"»dz’ . (7)

Supondo que a forca aleatéria tenha valor esperado nulo,
{(A(t)) =0, ()
obtemos
(v(t)) = vy exp(-7t) . (9)

Para calcular o valor esperado do desvio quadratico da velocidade, vamos escrever
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f
Av = v(t)—(v(t)) = exp(—j/[)jexp(yt')A(t')dt’ . _ (10)
0 v
Portanto,
9 P ot
((a0) >=exp(_2yt)j j exp(y0+ ) AW )A() ) dr” e an
040

Vamos agora supor que as forgas aleatérias obedecam a relagio
(A(t’)A(ls”)> = ot~ ), (12)

onde P (¢) é uma funcdo par que se torna apreciavel apenas nas vizinhancas ime-

diatas de ¢= 0. Entdo temos

¢ t—t’
<(Av)2> = exp(-«-?. }’I)JAdt'CXp( }’t') Jexp(ﬂ/y + ‘)/f!) (I)(y)dy . (13)
0 =t )

Levando em conta o cardter extremamente localizado de @ nas vizinhancas de

y= 0, ainda podemos escrever

<(Av)2> = exé(—?}’t)jdt’exp(?y:é') T(D(y)dy : | (14)

Introduzindo o parimetro de tempo

“+co

T= j D(y)dy , (15)

—_—00

temos o valor esperado do desvio quadritico,

<(AU)‘2> _ %[1 - egp(—_?yr)] . (16)

“
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Para obter o parametro 7 podemos supor que a distribuicao de velocidades no
equilibrio seja maxwelliana (isto &, que seja valido o teorema da equiiparticdo da

cnergia no limite {— %), Assim, temos

2 T T kBT
=—[1-exp[—2w — BT
<(Av) > 27/[ exp( 274)]% 57 o 17
ou seja,
1::—“275:?T . (18)

Portanto, temos, finalmente, o desvio quadratico

<(Av)2> _ M[l - exp(—?yt)] : | (19)

ne

Para calcular o valor esperado dos momentos de ordem superior, vamos

supor quc as forcas estocasticas obedecam as relagoes

(A(6)A(t2) Altgns1 ) = 0 e (20)

(a(n)a() - Alten)) = X (Ale)A(t;))(ala)A(n) ) o

pares

paran=1,2,3, .. (onde a soma devce ser cfetuada sobre todas as contragdes pos-

siveis dos pares de forcas). Nao & dificil mostrar que

<(AU)2n+l> -0 29,

<(Av)2n>:1.3.5...(2n—1)<(Av)2> , (29)

assegurando a forma gaussianada distribuicao de probabilidades p(v, ¢; v,). Portanto,
verificado o carater gaussiano da distribuicao, podemos utilizar os dois primeiros

momentos para escrever

401
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plutivg) = [2%((1\1})2”_]/2 expi(-—(v—_iﬁ ; (24)

ou scja,

1/2
_ T = =
plv.tiw) {QEIaB'T[l—CXP(_?“W)]}

m[v - Uy exp(— ')’t)]2 . (25)

o T Qk.BT[l - exp(—?}/t)]

E facil perceber que f(v, ¢;v,) tende realmente para a fun¢ao de Maxwell-Boltzmann,
dada pela equagao (5), quando ¢— .

Podemos agora utilizar esses resultados para obter a distribuigio de pro-
babilidades (x, ¢; x,) para os deslocamentos x = x(t), tentando estabelecer uma

conexao com o problema do caminho aleatério discutido no capitulo 1. Como

v=dx/di, temos
x(t) =%y +J.U({.')dt’ . (96)
Portanto,
t
<x(l)> = XO 'f'".('ll(l,))dt’ . (27)
0

Utilizando a equagao (9) para o valor esperado da velocidade, temos

{

<x(l‘)> =X+ J.UO exp(—)/t’)dt’ =xp + %/Q[l - exp(—”/t)] . (28)
0

Para calcular o desvio quadritico, vamos escrever
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¢

t it
[x(t)]2 =x§ +‘2xOJ.v(t")dt'+J‘J. Yo7 )at de” (29)
00

0

Portanto,

ot
0 [1—exp(~}f£)]+-[j dt dr’’ . (30)
00

NG

()] ) =2 #2202

14

O calculo daintegral dupla dessa expressdo precisaser feito com cuidado. Utilizando

a equacao (6), podemos escrever
<v(l:')v(t")> = vg exp(—}/t' - '}’t"} +

i
+exp -y’ - Jjexp W+ w)A(z))dydz . (&0
¢ 0

Escrevendo {:A( ) Az) :) = O (z-y) e [azendo as mesmas hipo6teses anteriores sobre

a forma da funcao ®, temos

t t -y
J]exp W+ j/z dy J.d cxp J.exp(]/w)cb(w) =
O O —))
t Foo t’ (32
= jdy exp(2 }/y) ot - y) j@(w)dw = 'rJ. dy exp(? )@:) 9(1”— y) . o
0 —o0 0

onde 8(s) € a funcao de Heaviside, isto €, 6(s) =1 para s> O e 6(s) =0 para s < 0.

Entao, temos

vé + ‘T (327” —l)} s (>,
(o Yo(t7)) = exp(-y = ") x|
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onde 7= 2v kgT/m, de acordo com a equagao (18). Inserindo essas expressdes
na equagao (30), temos o valor esperado

v

<[X(f)]3> - *cg +(—Zx?/ﬂ[l—exP(—}’t)]+-;%[1-exp(_w)]2 N

/
i

: (34)
+ %[2% -3+ 4exp(*}/t) - exp(—? yt)] ,
my
de onde vem, finalmente, o desvio quadratico,
<(Ax)2> = <x2 > —{x) = % [276-8+4exp(—yt)—exp(-27)] . 5
my

Nesse ponto, novamente € possivel mostrar que a distribui¢ao ¢ gaussiana. Entao,

2
~1/2
9 /= X —{x
p(x, ¥ xo,vo) = |:27t<(Ax) ﬂ exp| - % , (36)
‘2<(Ax) >
onde {x} e {(Ax)2} sao dados pelas equagdes (28) ¢ (35), respectivamente.
Hz dois limitcs interessantes dessas equagoes:

(i) quando yt<€1, ou seja, para tempos suficientemente pequenos, t<€ 1/y=

m/ o, temos

{x) :x0+vot—%vo}’£2+0(£3} ' (37)
¢
<x2> = 7 + 2xgugt + vp vy — 29 )2 +O(t3) , (38)

ou seja, (:(Ax) 2 } = O(t%). Resultados desse tipo estao perfeitamente de acordo
com uma analise muito simples do movimento, utilizando asleis da mecanica
classica, sem a inclusao da forca aleatéria dada pela equagao (3);

(ii) quando vyt > I, ou seja, para tempos suficientemente longos, ¢ 1/y =

m/ o, temos
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<(Ax)2> o 2kT, _opy , (39)
my

onde D= kzT/myé o coeficiente de difusao. Esse resultado, que foi deduzido por

Einstein e depois verificado nas famosas cxperiéncias de Jean Perrin, indica a

natureza estocastica do movimento browniano (o desvio padrao ¢ proporcional

a raiz do tempo decorrido, como no caso do caminho aleatério estudado no

capitulo 1). Para tempos suficientemente longos, podemos escrever

(x =% = v0/7)"

[)(x,t;xo,vo) - (47[Dt)_1/2 exp| -

, ) 40
4Di (40)
que € uma solucao da equacdo de difusdo em uma dimensio,
2
I _ ny—f , (41)
at Ix>

apontando o carater irreversivel do movimento browniano.

16.2 A EQUACAO DE FOKKER-PLANCK

Para obtera equacao de Fokker-Planck, que screfere a evolugao das proprias
distribuic6es de probabilidades, vamos inicialmente fazer algumas consideragoes
sobre processos markovianos. Seja y; um evento aleatério ocorrendo no instante
de tempo ¢; (y pode designar, por exemplo, o conjunto de variaveis que carac-
terizam o estado microscopico de um determinado sistema). Uma seqiiéncia de
eventos aleatorios, (y1, &), (%o, o), (¥3, f3), ..., com #y < ¢y < g < ..., é deno-
minada markoviana quando a probabilidade de ocorréncia de qualquer evento
depende apenas da probabilidade de ocorréncia do evento imediatamente anterior
(isto €, quando a probabilidadc de ocorréncia de um determinado elemento da
sequéncia ndo depende da “histéria anterior” do sistema). Em todos os exemplos
tratados até agora — e na grande maioria dos problemas de interesse fisico —
estamos sempre nos referindo, implicita ou explicitamente, a seqiiéncias de
natureza markoviana.

Utilizando a notacao P(yp, &; y7, tp) para designar a probabilidade (condi-
cional) de ocorréncia do evento yz, no tempo I, dada a ocorréncia do evento yy,
no tempo I, as seqiiéncias markovianas obedecem a relacao de Chapman-

Kolmogorov,
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P()’Fatfm’pil):ZP(J’FJFZJ’k,tk)f’(}‘/w"k;yhh) , (42)
k

onde o indice k designa os elementos intermedidrios, entre o instante inicial e
o Instante final . Numa versio continua, para densidades de probabilidades,

leriamos a forma integral
P()’F» LR 3Is lI) = J.P(yrth; J’k,fk)f?(}‘/c»tk 257> fff)flJ’/e. . (43)

Como o instante inicial pode ser escolhido arbitrariamente, as probabilidades
condicionais devem depender apenas do lapso decorrido entre os instantes final
¢ inicial de qualquer processo de interesse fisico. Portanto, também podemaos

escrever a relagdo de Chapman-Kolmogorov na forma
Pypitr—tp; J’/) = J‘P(J’FJF —t5s k) Pyt~ tr;vr)dyy - (44)

Considerando a equacao (44), vamos introduzir a mudanca dc varidveis
tp—tr=1t+Ale t,— ;= 1. Entio, temos

Pyrt+ ALy ) = J.j)(j;k%l; )P (yrs A vy )y, (45)

Vamos agora adaptar cssa expressio para o caso do movimento browniano.
Utilizando a notacao introduzida na se¢ao anterior para a distribuicio de velo-

cidades, podemos cscrever a relacio de Chapman—Kolmogorov na forma

o0

j)(v,l‘+Az;v0) = J‘j)(v',t;vo)p(v,At;v’)dv' , (46)

—0

onde a probabilidade condicional p(v, Az; v) vaiser interpretada como uma espécie

de “probabilidade de transi¢io” entre dois estados com velocidades distintas.
Alnda precisamos {azer mais algumas manipulacoes a fim de obtera equagao

de Fokker-Planck. Introduzindo uma funcio ¢{v) bem-comportada, podemos

utilizar a equacao (46) para escrever a forma integral
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4o “+00

jp(v,t+At;vo)¢(v)dv: J‘ J.p(v’,t;vo)p(v,At;v')g‘)(v)dv'dv . (47

—oo —oa

Desenvolvendo em séric de Taylor, o lado esquerdo dessa expressao pode ser

escrito como

to0
J[) U, t+ AL vg)gb( )dv =<q‘)(v)>+At Jﬁi}é:;@—)qﬁ(v)dv+--- , o (48)

—oa

ondc o valor esperado de ¢(v) € dado por
= J.p(v,l;vo)gb(v)dv . (_19)

Da mesma forma, desenvolvendo ¢(v) em séric de Taylor, temos

+eo

J.p v, Al v o dv = jdvp(v,At;v’)[g’D(v')+

—00

2

(o) Lo ]
(50)
= 9(v')+ 0 (v") A ()AL + £ 0 (0")B(v" )t +
ondc
A(v’)l_‘\t = '[p(v,At;v')(v——v')dv (51)
e
e .
B(v’)Az: J.;b(v,At;v’)(v—v’)L2 dv . (52)

—o0
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- Portanto, o lado direito da equacio (47) pode ser escrito na forma

+co oo

J IP(U's1E1)0 )p(v, At; 0" )0 (v)dv’ dv =

—a =00

= Jp(v',z;vo)[ )+¢(v) ( )At-f—

(53)
+ % (p"(v')B(v')At e } dv’ .

Fazendo as integracdes por partes,

+oo
Ip(v',t;vO)A dv = jf}b

;o) A(v)]do” o

(55)

3 p(v’, t;vo)B(v')}dv' ,

= T(p(v

e inscrindo todas essas expressoes na equacdo (47), obtemos, finalmente, a equagdo
de Fokker-Planck,

(911) v, Lo J 1 a?. \
_(Z?z—“) - —a_v[“a(v)p(v’t;vo)]JFEW[B(")P(U:‘;UU)] - (56)

A escolha dos coeficientes A(v) e B(v) pode ser feita de acordo com dife-
rentes crit€rios. Por exemplo, adotando a forma gaussiana do tratamento dc

Langevin para o movimento browniano, temos
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“+co

A(v') = -Al—z j(v - v')p(v,AL;v’)dv =—yv’ (57)
e
+ o0
1 9 , kpTY ’
B(U’)=E J.(vuv')gp(v,ﬂt;v )dv :2_2“_/—: 2')/2D . (58)

Entio, a equagio de Fokker-Planck com a escolha de Langevin € dada pela expressao

) kBT'}’ 8217
m av

I _ 3 .
o = Vo ’ &9

conhecida como equagio de Ornstein-Uhlenbeck, que correspondc a um processo
de difusao no espaco das velocidades. Com um pequeno esfor¢o algébrico, pode-
se mostrar que a distribui¢ao de probabilidades dada pela equacio (25) representa,

de fato, uma solucao dessa equacao de Fokker-Planck.
16.3 A EQUACAO MESTRA

Para ir além do tratamento de Fokker-Planck, vamos introduzir a equacdo
mestra que governa a evolucdo temporal dos processos estocésticos markovianos.
Seja P(y, t) a probabilidade de encontrar um sistema no cstado microscopico ¥,

num determinado instante de tempo ¢. De forma ilustrativa, podemos escrever
J .
E,—l'P( ¥, ) = T(Zemm "jfom ’ (60)
onde a taxa de variacio da probabilidade “para dentro” do estado y é dada por

den!ro EP w J’ - 3’) (61)

com w(y — y) interpretada como a probabilidade, na unidade de tempo, de que
o sistema mude do estado 3’ para o estado y. Da mesma maneira, a taxa de variacao

da probabilidade “para fora” do estado y & escrita como
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Tfora = P(3.0) 3, w(y = 5) . (62)

s

}:

Temos, portanto, a equagdo mestra

J , , ,
EP(D'J) = E[P(J’ t)w(y — y)=P(y.1)w(y >y )] ' (63)
y)

Como ja mencionamos anteriormeite, toda a dificuldade reside na obtencao das
probabilidades de transicio w(y; — y9). Em problemas de interesse fisico devemos
calcular essas probabilidades de transicio a partir de primeiros principios (o que
se torna, em geral, praticamente impossivell) ou adotar formas plausiveis, consis-
tentes com os aspectos fisicos subjacentes.

Nos estados cstacionarios, a probabilidade P(y, ) ndo deve ser uma funcio

explicita do tempo, ou scja,

P

2 (64)
dt

nasituacao de equilibrio. Obscrvando a equagao (63), uma condicdo suficiente para

o equilibrio € dada pelo principio do balango detalhado,
P(y',t)w(y' - -y) = P(y,t)w(y — y') s (63)

para quaisquer estados ye y'. Essa equacio de balanco detathado, como o préprio
nome indica, tem um significado intuitivo muito claro: na situacio estacionaria,
devemos ter o mesmo ntmero de transicées de y para y ou na direcio contraria,
de y para .

Uma das estratégias mais freqiientes nessa area consistc em escolher as taxas
w(y — yo) afim de satisfazer a equagao do balanco detalhado no equilibrio, ou
seja, tal que

P(y’,z’. - oo)w(y’ — y) = P(y,.t - oo)w(y - y’) . (66)

Com essa escolha, que em geral ndo & Gnica, temos certeza de atingir um estado
final de cquilibrio para tempos suficientemente grandes. Implicitamente isso ja
foifeitono capitulo 1, no estabelecimento de uma equagio mestra para o problema
do caminho aleatério em uma dimensao, e no capitulo anterior, para estudar o

modelo da urna de Ehrenfest.
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(A) EXEMPLO: CINETICA QUIMICA

O formalismo estocastico da equacdo mestra tem uma aplicacao bastante
intuitiva no cstudo de flutuagoes na cinética das reagdes quimicas. Vamos con-

siderar um exemplo elementar, representado pela reacio
Xt sy, (67)

onde a molécula X sc transforma na molécula ¥ com uma taxa k (como num
processo de decaimento radioativo). Seja P, (¢) a probabilidade de encontrar »
moléculas do tipo X no instante de tempo . No instante inicial, temos N, moléculas
do tipo X, ouseja, P, (0) = 5.,,‘,\70. Adotando a taxa k para os processos moleculares,

€ imedialo escrever a equacao mestra

d

(—Q;Pn (¢) =—knP, () +k(n+1)P, 4 (1) . (68)

Para resolver a equagao (68), ¢ interessante introduzir a funcao geratriz

Fs,t)= > Pi(e)s’ (69)

j=0

com |s'=1. Temos, entao, a equacao difcerencial a derivadas parciais,

Loi-9Z, (70
cuja solugio, com a condicio inicial
(5,0)= ip,;‘(o)sj =5t (71)
j=0
é dada por
F(s.t) = [1+ (s~ 1)exp(-k)] ™" . (72)

Agora ¢ facil obter a evolucao temporal do valor esperado ¢ dos diversos

momentos do nimero n de moléculas do tipo X De fato, temos
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()= 3 P, (0) :[%E] = Ny exp(-Ht) | 73
s=1

A
n=0

que coincide com a lei da acdo das massas, dada pela equacio diferencial

=—k(n) . (74)

Portanto, a lei da acao das massas da cinética quimica deve ser interpretada como
uma equagdo para o valor médio do nimero de moléculas, na auséncia de flu-

tuagoes estatisticas. O desvio quadratico cm relacio 4 média é dado por

(75)

=N, [1 - exp(m-kt )]exp(—kt) .

Portanto,

o 1 (76)

() N,

indicando que as flutuacdes em relacio ao comportamento médio sao muito

pequenas (para um nimero inicial muito grande de moléculas do tipo X).
(B) JUSTIFICATIVA PROBABILISTICA DA EQUACAO MESTRA

A fim de apresentar uma justificativa probabilistica para a equacao mestra,
vamos considerar novamente arelacdo de Chapman-Kolmogorov para um processo

markoviano, dada pela equacio (43),
plrotrivrig) = JP(J'R: iy tr) pOp e ot )y, (77)

Integrando sobre as variaveis iniciais, temos
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jflyz plor.trivrtr) = J.dyf J.p(yk:‘fk;J'I:W)P(J’FJF;)'}f,)zl{,)dyk . (78)

ou seja,

P(yF:lF) = J!’(J’IMk)P(D’F’ZF ; J‘k’tk)dﬁ’k >

{79)

onde a probabilidade condicional p(yg, tx; 3, ;) pode ser interpretada como uma

probabilidade de transi¢ao.
Vamos agora escrever #p= f; + At. Entao, vem

P(J’,Fafk +Ai) = JP(J‘;M&)P(J‘F:% +At;yk’tk)d‘)‘k .

Também podcemos escrever as expansoes

3?(}1“ )
at 73

ib(yF’tli,"'Al):P(yF’tk)i' At+-

91’(% sl Ve tp )
aty,

ﬁ(yFstk +N;yk,fk) = P(J’F:fkiyk,fk)Jf

onde
(?F}lb)ykstk) 5(?1‘“_?&')

Inserindo essas tltimas expressoes na equacao (80), temos

)F tk JF’tk;)'k’tk)
P Jk’tk

d 1 + faa
86}{ atk I

Vamos agora escrever

ap(yf 2 s Vi Uy )
at,

Al+

= Wy (}‘k - J'F)— 6 (J’k —JYF ) J wy,, (J’k - J')dﬁ’ .

(80)

(81)

(82)

(83)

(84)

(85)

413
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Finalmente, inserindo na cquacao (84), temos a forma usual da ¢quacao mestra,

I ART s
p(;+]/) B J‘[}b(yiwzk )]w% (J’k - yF)—

(86}

—P(‘J’F 2y )wlk (3 = )]dyk,

16.4 MODELO DE ISING CINETICO: DINAMICA DE GLAUBER

O modelo de Ising cinético em uma dimensio, proposto por Glauber,
constitui um dos poucos cxemplos nao-triviais em que propriedades dinamicas
podem ser calculadas exatamente. Como ja dissemos, o modelo de Ising ndo tem
uma dinamica propria: nao podemos considerar um espaco de fase clissico;
também ndo podemos estabeleccr uma equacio de Heisenberg para a evolugio
temporal de operadores de momento angular (pois os “spins” sdo nameros quc
assumem os valores + 1 ou—1). No entanto, adotando formas plausiveis para as
probabilidades de transi¢io entre estados, podemos escrever uma cquacao mesira
para a evolucdo temporal da probabilidade de ocorréncia de um estado micros-

copico do sistema.

Para apresentar a proposta de Glauber, vamos inicialmente considerar um
sistema muito simples, constituido porum anico spin isolado, naauséncia de campo
externo. Seja (o, t) a probabilidade de encontrar o spin no estado ¢ =+ 1 no

instante de tempo ¢ Nesse caso, podemos escrever a equacao mestra

d 1 1
EP(O‘,!)=—§(ZP(O‘,z)+§OlP(~G,L‘) , (87)

onde a/2 ¢ a probabilidade de transicio por unidadc de tempo entre os estados
o ¢ — 0. No equilibrio, para ¢ — %, com dP(c, t)/9! = 0, temos probabilidades
iguais para as ocupacdes dos dois estados de spin. Levando ¢m conta a norma-

lizacdo,

P(Lt)+P(-1,¢)=1, (38)

podemos delinir o valor esperado do spin,

(o) =m()=) oP(o.1) = P(1,t)-P(-1,1) . 59
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Portanto, temos a equacao diferencial

()= -ans) 0

cuja solucao,
m(t) = m(O)exp(—az) , (91)

indica um decaimento exponencial, com o tempo caracteristico o~ 1 em direcio

ao valor (nulo) de equilibrio.

No caso mais interessante de um sistema de Nspins, P(01,09, . .. ,0ant) €a
probabilidade de ocorréncia do estado 0_') = (01,09, ... .0 ) No instante de tempo ¢.
Designando por wj(G]-) a probabilidade por unidade de tempo dc que o fésimo spin
mude de g; para — ¢;, podemos gencralizar o tratamento anterior escrevendo a

cquagao mestra
p) i N
b-;P(q,---,oNJ) = ZZU]'(—Gj)P(Gl,'”,— O'j,"',O"r\r,l)—

J=1

N (92)
—zu;j(o']-)P(o‘l,---,crj,---,crN,l:) .
j=1

Utilizando uma notacao mais compacta, € convenicnte escrever

N
%P(&,z) = Z[u'j(Fj G)P(F; &,t)—w;( 6)P( (m)] , -
=L

: —
onde o “operador” I} atuando sobre o estado 0 muda o sinal do spin 0.

Vamos considerar agora um modelo de Ising unidimensional, com inte-

ragOes restritas aos primeiros vizinhos, dado pelo hamiltoniano

N

H==] 0,0 . (94)
jl

Nesse caso, a proposta de Glauber consiste na escolha

415
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N | =

~ 1
wj(o') = 04[1 -E 'Yo'j(o'j-l t 04 ):l s (95)

onde o parametro y deve serselecionado impondo acondicao de balanco detalhado

no equilibrio. E interessante examinar algumas conseqiiéncias dessa escolha:

(i) quando os vizinhos, 0;_1¢€07;,1, forem positivos,

: 1

ZUJ,,' :—2—(1[1-“}/0"]‘] N (96)
(ii) quando os vizinhos forem negativos,

af1+ v5;] e (97)

e
N | =

(iit) quando os vizinhos tiverem sinais opostos,

w; =—0 . ’ (98)

Portanto, 0 <y <1 deve corresponder a interacoes fcrromagnéticas, enquanto
1 <y<0deve corresponder ao caso antiferromagnético. Para satisfazer a condicio

de balanc¢o detalhado no equilibrio, vamos impor que

w; (Fj(})P(F_ja',t — 00) = zuj((_f)P('a‘,l - 00) . (99)

Utilizando a notacao abreviada,

P(&,t—)w):Po(cj) e
(100)
P(ch—f,t — oo): P, (—O'j) ,
podemos escrever a equacdo (99) na forma
wJ,,-(O'j) B P, (—0'_;') o1

wil-03)  £(o))
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O equilibrio € caracterizado pelos estados de Gibbs, dados pela distribuicdo

canodnica
1
Po(aj) = -Z—exp[~--+ﬁj 0,10, +f ] 00+, (102)

onde Z¢é a funcao candnica de particao. Portanto, inserindo na equagdo (101) as
expressoes das probabilidades de transi¢ao, dadas pela equacao (935), e as expressoes
das probabilidades de equilibrio, dadas pela equacao (102), devemos ter

wj(aj) B 1—%70]'(%'-1 +Gj+1)

w]’(_df) 1‘*“%70-]'(0']'—1 +0'j+1)

_ eXP[—ﬁ] 0,10;-B] 0j0j+1] (103).

eXP[ﬁ] 0;_10; +ﬁfffj0'j+1] J

de onde é facil obter

Y= tanh(2ﬂ]) . (104)

Portanto, para o modelo de Ising unidimensional, com interacdes de primeiros
vizinhos e na auséncia de campo externo, as probabilidades de transi¢io no

esquema de Glauber devem ser dadas por

1

wy(o))=1 [1 oo o_,.ﬂ)tanh(gﬂf)} . 05,

Como a expressao (0;_1 +0;, 1)/2 somente pode assumir os valores + 1, -1 ou 0,

também podemos escrever a equacao (105) na forma
1
wl(cl):ga{l—aj tanh[ﬁ](O’j_] +G*+1)]} . (106)

Em termos bem mais gerais, para um modelo de Ising a campo nulo, definido
sobre umarede qualquer, vamos mostrar, um pouco mais adiante, que uma escolha
adequada das probabilidades de transi¢ao, compativel com o principio do balanco

detalhado, conduz a expressao
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= L (107}
“”j(aj)—ga 1-0;tanh ﬁ]20j+5 . )
S

onde a soma em 8 percorrc os vizinhos do sitio j. Vale a pena observar que essas
escolhas talvez scjam as mais simples, mas absolutamente nio constituem as anicas
possibilidades. Devem existir diferentes formas das probabilidades de transicio,
correspondentes a diferentes dindmicas, que obedecem ao principio do balango

detalhado e que, portanto, conduzem aos mesmos estados de Gibbs de equilibrio.

O valor esperado de um spin no sitio & do modelo de Ising é dado por

mk( Gic Z a,P . (108)

Portanto, utilizando a equagio mestra (93), podemos cscrever a cquagao de

evolucao

N - . _ (109)

Realizando algumas manipulacdes algébricas, temos

N N
Z O'k ZYU](Fja')P(F]&,t) =Z T}, ziuj(_o-j)]')(_o-jjt) =
G 7=1 G 7=1
:ZO'Icwk(‘o'k)P(_O'lut)+ZZO'IJU‘;'(_O']‘) ( O'],t)
53 o j=k

=Z_Gk1’vk(0;¢)1’(0'k,t)+z Zakw( ) (o-j,z):

a j#k

N ) _ (110)
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Portanto, podemos colocar a equacao (109) na forma

(9 =
;9““772]( =_220-/€ul]f O- ( t) ’ (111)

que & valida para o modelo de Ising em qualquer dimensao.

Parair adiante, obtendo mais alguns resultados, somos obrigados arestringir
o tratamento a redes unidimensionais com interacoes de primeiros vizinthos.
Inserindo as probabilidades de transicdo, dadas pela equacdo (105), na equagio
(111), temos

d .1 -
Emk(t) = —22 Oy %[1—; Gk(o-k—l + Gkﬂ)tanh(QB ])}P(O’, (':) =
G 2 2

(112)

_ aZ[ 5 + L ianh(28 /)01 1+O'k+l)}P(6,[:) |

Entao, nesse caso particular do modelo unidimensional com intcragdes de pri-

meiros vizinhos, obtemos uma equacao diferencial simples,

%mh(t) :—amk(i’)+%tanh(2ﬁj)[mk__1(t:)+mk+1(t)] , (118)

onde nao aparecem acoplamentos com valores esperados de dois ou mais spins.
A auséncia de uma hicrarquia de equagdes acopladas para os diversos momentos
(no estilo da hierarquia BBGKY) permite o estabelecimento de uma solucao exata
para csse problema. Infelizmente, nao ha nenhuma solucao exata, no estilo de
Onsager, parauma rede bidimensional, capaz de exibir anomalias termodinamicas.

Adotando condigoes periodicas de contorno,
mk(l) =My N (t) s (114)

onde N € inteiro, podemos utilizar uma transformacao de Fourier para resolver

a equacao (113). Vamos escrever

. I . .
iy (1) = VZ%(‘)CXP("/") ’ (115)

Ty
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onde g pertence a primeira zona de Brillouin,

2 27
N’ N

g=0,% T (116)

para N par. Como as magnetizacdes sao reais, devemos ter

g (1) = ﬁz*q(t) : : (117)

i%([):—a?ﬁq(iﬁ(aycos q )y (t) (118)
onde y=tanh(2f]). Portanto,

-ﬁzq(t): Aq exp{—a[l—j/cos q]t} , (119)
onde Aq € uma constante, dada pelas condig¢des iniciais, tal que

A=A . (120}
Inserindo na equagdo (115}, temos, finalmente,

ZA e:xp{ 1 y cos g t+zqk} (121)

que € uma solucao da equacao (113).
Partindo de um conjunto muito simples de condi¢ées iniciais, my (1=0) = &,
€ [acil verificar que A g= 1, para qualquer ¢. Portanto,

mk =N Ze‘(p{ 1 Y cos q]( + zqk} (192)

Em particular,

m, (t) w-exp{ 1— Y cos q] } (123)
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decaindo para o valor nulo de equil{brio com a constante de tempo 771 = o (1- ).

A magnetizag¢ao por sitio serd dada por
‘T.'Z(t) =—1—2mk(£)=—i7—exp[—0((l—'y)t] , (124)

decaindo com a mesma constante de tempo.

Esses calculos foram apresentados a titulo de ilustragio do método estocastico.
Embora nao seja muito complicado, esta fora de nossos objetivos o célculo das
propriedades dinamicas das diversas fun¢oes de correlagao (ou o estudo do modelo
na presen¢a de um campo externo). O leitor interessado em outros resultados
devera consultar o trabalho original de R. J. Gauber [ J. Math. Phys. 4,294 (1963)].
Para estabelecer contato com os fenomenos de transicao de fases, vamos logo a
seguir apresentar um calculo aproximado, do tipo campo médio, para um modelo

de Ising tridimensional.
(A} DINAMICA DE GLAUBER NA APROXIMACAO DE CAMPO MEDIO

Paraum modelo de Ising numa rede qualquer, a proposta de Glauber consiste

cm tomar probabilidades de transicao da forma

w;(o;)= é"{l -0;f ({"Mm ’ (125)

onde a fun¢io fdepende do conjunto de spins da vizinhanca do sitio j. No equi-

librio devemos ter

4

S

Portanto, utilizando a condigdo de balanco detalhado, expressa pela equagio

(101), podemos escrever

w]-(o‘j) _ l~o'jf({dj+5}) e {m | | :| -
wj(“’.f‘)_1+ij({0j+5})_ v 2ﬁ]a}§6'7+5 ’ e

de onde vem que

421
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f({%m}) = tanh| § 7> 046 | » (128)
]
ficando demonstrada a expressao
1 E
wj(aj):§a l—Ujv tanh ﬁ]%ﬂﬂ_,g s (129)

que ja havia sido apresentada anteriormente [ver cquagao (107)].

A aproximacio de campo médio consiste em fazer

%0]45 = 9<0j+6> = ‘f‘m(f) ; (130}

onde ¢ €a coordenacio darede e o valor esperado (0 ;4 5)=m(t) ndo deve depender

do sitio escolhido. Entdo, a probabilidade de transicao (129) fica dada por
1
wj(o'j) = > O{{] -0 tanh[ﬁ ]qﬂm(t)]} . (131)
Inscrindo cssa expressao na equagao (111), que foi obtida em termos absolu-

tamente gerais, temos a forma de campo médio

dm .
—=—-gm+ ¢tanh m| . 132
" [B Jom] (182)

Nas vizinhangas do ponto critico, podemos escrever a expansio

dm

T -
— = (x{wm—i-ﬂ]qm—!— ‘"}:—Of - TC moFee (18%)
dt T,

Temos, entao, o comportamento assintético

-7,
m = m, exp| - T t], (134}

c

definindo o tempo caracteristico
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que diverge com o cxpoente y=1 para T'— 7. Esse aumento critico dos tempos
de relaxacao, quc torna as medidas experimentais ou as simulacoes numéricas
muito lentas ¢ dispendiosas, ¢ uma caracteristica marcante dos fendémenos de
transicao de segunda ordem (embora o expoente critico de relaxacio seja diferente

de y=1).
16.5 METODO DE MONTE CARLO

A equagdo mestra também fornece a justificativa para os métodos de Monte
Carlo, que passaram a scr amplamente utilizados nos Gltimos anos, refletindo a
maior disponibilidade de recursos computacionais. Em mecinica estatistica de

cquilibrio estamos interessados no calculo de médias do tipo

2 A(c)exp[—ﬁ 9—[(()]
(A)= Zexp[—ﬁ 9{(6)] . (136)

onde a soma é sobre todas as configuracoes microscépicas de um sistema dado
pelo hamiltoniano A. Por exemplo, no caso do modelo de Ising com Nsitios, cssa
soma deve ser realizada sobre 2V conliguragoes. Para N grande, torna-se, cntio,
impraticavel utilizar uma formula dessa natureza para efetuar cilculos numéricos.
Asaida consiste em realizar a média sobre um niimero muito menor, devidamente

selecionado, das configuracoes de equilibrio mais representativas do sistema,
A= ! A -
{4)=—-2.4 (157)

Resta saber, no entanto, em que circunstincias o valor esperado da grandeza A
pode ser obtido por meio dessa média aritmética sobre o nimero M de configu-
ragocs representativas do sistema. Também cabe uma indagagdo sobre o processo
para escolher essas configuracoes. Questocs dessa natureza é quc vio scr res-
pondidas pelo método de Monte Carlo.

Ajidéia do método de Monte Carlo consiste em escolher uma seqiéncia de

configuracoes independentes, constituindo uma cadeia de Markov. Algumas con-

423
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figuragoes iniciais sao geradas longe do equilibrio, mas 4 medida que o tempo
passa devem ser geradas muitas configuragées tipicas de equilibrio que podem,
entao, ser utilizadas para realizar a média aritmética da cquacio (187). Como ja
vimos, designando por w(y — y') a probabilidade de transi¢do por unidade de

tempo cntre as configuragoes ye y', podemos escrever a equacio mestra,

J , ’ ,
gl’(y,t): Z[w(-y - J’)P(J’ J)““’(J‘ - )P(J’:z)] . (188)

’

¥

No cquilibrio, ou scja, depois de percorrer um niimero suficientecmente grande de

clementos da seqiiéncia, as probabilidades devem tender para os valores de Gibbs,

P,(3y) =%cxp[—ﬁ}((y)] , (139)

A

onde Z € a func¢do candnica de particio (para um sistema em contato com um
reservatorio érmico). Como também ja vimos, uma condig¢io suficiente para o

equilibrio ¢ dada pela equacdo do balan¢o detalhado,
Po(y)w(y — y') ZPD(y')w(y' — 5) . (140)
Portanto, as probabilidades de transi¢io devem ser escolhidas de tal forma que

w(y - y')

=)~ PP o

onde A€ a difercuca de energia entre as configuracdes ye y'.
A cquagao (141) ndo especifica as probabilidades de transicao de maneira
univoca. Duas escolhas muito freqiientes em simulacdes de Monte Carlo siio dadas

pelo algoritmo de Glauber,

w(y — y') = -91—1_[1 - tanh(%ﬂ AD‘[” , (142)

ou pela prescricio de Metropolis,

—}r—exp(—ﬁAﬂ{), AH >0,
w(y — y') = (143)

l AH <0
T
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onde pode ser feita a escolha 7=1.
(A) CALCULO DE MONTE CARLO PARA O MODELO DE ISING

Com o objetivo de dar um exemplo pritico da utilizacdo do método de
Monte Carlo, vamos considerar o modelo de Ising ferromagnético numa rede

quadrada, definido pelo hamiltoniano

H = —] ZO'iO'j , (144)
(17)

onde o; =+ 1, para 1= 1,2,...,N, ¢ a soma ¢ sobre pares de primeiros vizinhos. O
Gnico parametro do problema € o produto S/ que define a temperatura. Podemos
comecar os calculos com uma rede pequena, 4 x 4 ou 6 x 6, por cxemplo, com
condic¢oes livres ou condigoes periddicas de contorno [consultar, por exemplo,
D. P. Landau, Phys. Rev. B13, 2997 (1976), sobre esse problema especifico; o texto
de K. Binder e D. W. Heermann, Monte Carlo Simulation in Si tatistical Physics, Berlim,
Springer-Verlag, 1988, constitui uma étima introdu¢io ao método de Monte Carlo].

Para gerar a cadcia de Markov, vamos percorrer as seguintes etapas:

(i) escolher uma configuracao qualquer do sistema de spins (todos os spins
positivos, por exemplo);

(if) selecionar um sitio qualquer da rede (em gcral, podemos fazer escolhas
sequenciais de sitios) e calcular r= exp(— BAE)}, onde AF = Ef" L éa
variagdo de energia associada 4 mudanga de sinal do spin no sitio sele-
cionado. Notar que para economizar tempo de computacao ¢ facil construir
uma tabela prévia de valores possiveis de AF (pois cada spin interage apenas
com quatro vizinhos);

(iii) comparar r com um namero aleatério z escolhido entre 0 e 1 (ha bons
geradores de nimeros aleatorios na literatura);

(iv) mudar o sinal do spinse r> z, ¢

(v) guardaraconfiguracao gcrada dessaforma e escolher (seqiiencialimente)

um novo sitio para voltar a segunda etapa.

Nido ¢ dificil se convencer de que csse processo reproduz, de fato, as pro-
babilidades de transi¢ao do algoritmo de Metropolis, definido pela equacao (143).
Desprezando certo nimero de configuracoes iniciais, que ainda devem refletir a
influéncia das escolhas de partida, devemos utilizar as configuracoes restantes

parafazer uma média aritmética das grandezas de interesse. Por exemplo, podemos
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calcular a energia ou a magnetizacio (em médulo) para diversos tamanhos de
rede. Como nao é possivel simular um sistema infinito, temos também de desen-
volver uma série de técnicas para calcular erros e obter mformacoes por meio de
uma analise de tamanhos finitos. Como exercicio, sugerimos uma simulacdo de
Monte Carlo paraa magnetizacio (em médulo) do ferromagneto de Ising narede
quadrada (tente escrever um programa para reproduzir os resultados obtidos no
trabalho citado de D. P. Landau).

EXERCICIOS

1. Aversao unidimensional da equagio de Langevin para o movimento browniano

na presenca de um campo externo pode ser escrita na forma

dv :
E=—yv+j +A([f) ,

onde f€ uma constante. No instante inicial, 2(0) = 0 e x(0) = 0.

Obtenha expressoes para (:v(t):) e (:(Av)g), supondo que (:A(t):?- =0eque

onde 7 é wma constante de tempo. Encontre a dependéncia de 7 com a tem-

peratura e o cocficiente de atrito viscoso (relacio de [futuacao-dissipacao).

2. Mostre que a equacdo de Fokker-Planck associada ao problema anterior pode
ser escrita na forma

" a J [ d d
i e — 3. i) = — .’4_ Wy Uy
Ey + )(9x — p(ﬁc,z /) é’v( E» +ijp(_7c v t)

Obtenha expressoes para A ¢ B.
3. Considere uma reacao quimica reversivel unimolecular,

Ae B,

com taxas diferentes, %) e ko, nas duas dire¢oes. Nas condicoes iniciais, ha n,

moléculas do tipo A e nenhuma molécula do tipo B. Escreva uma equagao



Ct

Lenomenos Fora do Equilimio, 11, Métodos Estocdsticos

mestra para a probabilidade de encontrar » moléculas do tipo A no tempo .
Obtenha a evolucao temporal do valor esperado do namero de moléculas do
tipo A.

O modelo de Ising ferromagnético em uma dimensio na presenca de um

campo externo ¢ dado pelo hamiltoniano de spin

N

N
= -]20:‘ Oi41 _Hz,ai ;
i=1 i=1

com /> 0 e o; =+ 1. Escreva uma equac¢ao mestra para a probabilidade de
- H .

encontrar ¢sse sistema no estado microscopico ¢ no instante de tempo L Qual

a forma das probabilidades de transi¢io na dindmica de Glauber? Obtenha a

evolucio temporal do valor esperado my, = (o).

Considere um modelo ferromagnético de Ising numarede quadrada, com inte-
racoes de primeiros vizinhos, na auséncia de campo externo. Escreva um
programa de Monte Carlo, baseado no algoritumo de Metropolis, para determinar
a dependéncia com a temperatura da energia interna e da magnetizagio.
Resultados razoaveis ja podem ser obtidos com redes 6 x 6 ou 8 x 8. Discuta
os varios aspectos desse calculo: (i) escolha das condigdes iniciats; (ii) escolha
das condig¢6es de contorno; (iii) o niimero de passos de Monte Carlo (tempo)
necessario para atingir uma situacao de equilibrio; (iv) os crros dos resultados
obtidos, e (v) a influéncia do tamanho finito da rede.

Como seriam moditicados os resultados utilizando a dinimica de Glauber (em

vez do algoritmo de Metropolis)?



APENDICES



Al

SERIE ASSINTOTICA DE STIRLING

Para obtcr a forma assintética de Stirling,

nl=n"e" (2 ﬂn)l/ S (L)

que [unciona muito bem para valores grandes dc n, vamos partir da identidade
o

nl= Jm "™ dx | (2)
0

que pode ser facilmente verificada mediante uma seqiéncia de integragoes por partes.
Fazendo uma mudanca de varidveis, podemos escrever a equagao (2) na

forma
n!= ﬂ"“JCXP[”(InJ’—J')]dy - 3)
0
Portanto, o problema fica reduzido ao célculo assintético da integral

I(n) = Jexp[-nf(y)]dy , (4)
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onde
S(y)=lny-y . (5)

Observando que f(y) tem um méximo em y = y,= 1, pode-se utilizar o método de
Laplace para encontrar a forma assintética de I(n) (pois, para valores grandes de
n,a contribuicao paraain tegral provém quase que exclusivamente das vizinhancas
imediatas desse maximo).

Segundo o método de Laplace, devemos escrever uma cxpansido de Taylor

de f{y) em torno do maximo y, = 1,

<

1
S(3)=-1-=(3=1)"+-. (®

Para obter a forma assintdtica de 7(n), basta abandonar os termos de ordem

superior ¢ deformar o contorno a fim de incluir todo o eixo real. Assim, temos

+co

2 (7N
=¢ " jeXp[_%xQde = (—%E] et
Z n

—oa

Substituindo na equagio (3), temos a férmula assintotica de Stirling, dada pela
equacio (1). E facil verificar numericamente, mesmo para valores pequenos de 7,
que a formula de Stirling representa uma cxcelente aproximacio.

Na maior parte das aplicagées em mecanica estatistica de equilibrio, estamos

interessados apenas nos primeiros termos da série assintética

l‘nn!:nlnn—n+0(1nn) , (8)

pois os termos da ordem de In # vio desaparccer no “limite termodiniamico”. Para
qualquer fungio continua f(y), com um ponto de miximo em ¥, > 0, pode=se
provar que

lim SInZ(n)= f(y,) , @

1->o00 1
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justificando a dedugdo heuristica da série assintotica de Stirling.

Podemos utilizar a identidade (2) para definir a Jfungdo gama,

+oo

F(n+1)= jx"e“"'dx , (10)
0

que concide com 7! para valores inteiros positivos de n. No entanto, podemos
pensar numa funcao gama, definida por meio da integral (10), para um valor de
n qualquer (em particular, para valores semi-inteiros, desde que a integral faga
sentido). E facil perceber que ['(n) = (n—1) T'(n—1), ['(1) =1 e I'(1/2) = x .
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INTEGRAIS GAUSSIANAS

Aintegral gaussiana de maior relevincia em fisica estatistica é dada por

“+oco

In(a): J’exp(—vaxQ)dx= (g]vz ,

—0

com ¢ > 0. Para demonstrar esse resultado, vamos escrever

+co oo

[1{,(a)]2=J. jexp(—axQ-af)dxdy .

—0C —o0

Em coordenadas polares no plano, x = rcos 8, y = rsen 6, temos

+eo 270 +oo

(1, ()] = J Jrexp(—c&rg)d?dﬁ = o J.exp(—a:r?)dr =T

—oo ()
de onde segue a equagao (11).
Outras integrais muito frequentes tém a forma

oo

I(a)= an éxp(—ax(z)dx .
0

(an

(12)

(13)

(14)
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com a> 0e n=0.Para n=1, oresultado é direto,

+o0
1
Il (a) = jxexp(—axQ)dx = 2_a . (15)
0

Para outros valores impares de », basta ir fazendo uma seqiiéncia de integrais por
partes. Para n = 2, temos

+°°9 9 1d 1 )/?
I = | % (— )d-:———'I == . :
2 '[.X’ CXp| —ax X 5 da O(G‘.) 42 [aJ (1())
0

Portanto, para outros valores pares de 7, devemos ir tomando derivadas sucessivas
em relacio ao parametro a. Introduzindo a mudanca de varidveis ax? = 4, também
podemos escrever

400
In(a)zéa—(n+1)/2 Jy(n—l]/? ey an
0
ou seja,
1 _(n+1)/2 [n+1
I (a)= 5otV r(T) , | a8

com a funcao gama dada pela equacao (10).



A3

A FUNCAO 8 DE DIRAC

A “funcao” 8 de Dirac, definida por meio das propriedades

0; xz0,
3(x) = (19)
oo; x=0,
tal que
oo
[ rtx)ste)ax= 1) @

paraqualquer fungio continua f(x), somente pode ser justificada dentro do contexto
da “teoria das distribui¢des” (que, certamente, estd além dos propésitos do nosso
texto). No entanto, de uma maneira heuristica, podemos utilizar uma série dc pro-
priedades da “funcao” 8 que decorrem da aplicacdo das regras usuais do calculo.

Para estabelecer as propriedades da fungao &, € interessante construir
sequiéncias de fungdes altamente concentradas, ¢,(x), com n=1,2,3, ..., que se

chamam seqiiéncias 6, lal que

+oo

lim | f(x)gn (x)ax = /(0) . (=21)

—o
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Por exemplo, as seguintes seqtiéncias 8 tém utilidade em fisica estatistica:
(i) funcao pulso,

n/2; —-l/m<x<l/m ,
Py (”) = (22)
0; x| > 1/n;

(ii} lorentziana,

(iii) gaussiana,

=" oxpl—n2s? Y
@, (%) - exp( n°x ) . (24)

Utilizando seqiiéncias desse tipo, podcmos obter um conjunto de propricdades
da funcdo 8. Em particular, n2o ha problemas para realizar de forma heuristica
derivadas e integrais, com base nas definicdes (19) e (20), suplementadas pela
forma diferencial

§(x) = L 5(x) | (25)

dx

onde S(x) € a [ungao degrau,

0; x<0,
S(x) = (26)
1; x> 0.

Por exemplo, podemos mostrar que

Tf(x){% 5(_’6)}@ (0, .
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dando significado a derivada da funcao é.

Ha uma representacio integral da funcio 6 de enorme importincia em fisica

estatistica,
“+oca
5(x) = “’1—11: J exp(ikx)dk . (28)

Para justificar essa representacao, podemos considerar a sequiéncia

+ o0
, 1 g A
Pafx)= o Jexp{—az % +-zkx)dk , (29)

onde ofator exp (- a? k%), com a#0, folincluido para tornar aintegral convergente.

Formalmente, seriamos tentados a dizer que

d(xy=lim ¢ (x) . (30)
a—>0

De fato, completando o quadrado no expoente do integrando da equac¢io (29),

temos
5 N\t 2
. 1 xz 9 x
(pa(m) =5 exp(—:ag—] J.exp —-a {k— o ) dk . (31)
Porém,
oo i
+oo ) 2 90*
Jexp —a? [k - %) dk = J‘exp(—anQ )dz =
2a _
—W_Qag
+ oo
. [ (32)
= jexp(—a»gzz )dz =N ,
a N

pois a funcdo exponencial € analitica, permitindo a deformagao do contorno no

plano complexo. Entao, temos

439
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Pa(x) =

L exp N (33)
2@\/—75 14% )

Fazendo n=1/(2a), recuperamosa equacao (24), que é uma das mais conhecidas
seqiiéncias de suporte da funcio 8.
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VOLUME DE UMA HIPERESFERA

O volume de uma hiperesfera de raio R num espaco de dimensio » é dado por

V,(R)= j J‘ dy - dx,
(34)

2 24
0<x"+ - +x;SR‘

Certamente V,(R) serd proporcional a R™. Portanto, podemos escrever

V,.(R)=AR" | (35)

onde A, € um prefator que depende apenas da dimensionalidade » do espaco.

Entao, temos

8V, (R)=nA, R"6R = S, (R)8R , (36)
onde S, (R) & a area da hiperesfera de raio R. Usando a notacao do capitulo 4,

temos o volume da hipercoroa esférica (de raio R ¢ espessura 8R, num espaco de

dimensao #),

Q,(R;6R)=S,(R)6R=C, R"™ R , (37)

onde G,=nA,.
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Para calcular o coeficiente C,, vamos observar que

too ¥l

J‘exp(—axg)dx =

—_—00

4o too n/2
g s
:J J- exp(maxl?—----axi)dxlmdxn 2(2]

Mas também podemos escrever

40 +oo0 - - 5 9 )
J‘ J exp(—axl" Rl axn)dxl cedxy, =
—0 —0Q

= Jexp(—aRz)nAn R" 4R =
0

(5]
_ ’)‘LAn '!C§_1 g—x dx = nAn T 2
c)an/2 2@‘11./'2 9 )

Portanto,

a 2(17““/2 2) ’

de onde vem que

ou scja,

nn/Q ’
Q,(R;6R)=2——<R"6R .

5

(38)

(39)

(40)

(41)
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TRANSFORMACOES JACOBIANAS

As propriedades matematicas dos jacobianos sao particularmente tteis para
auxiliar na manipulacao das derivadas parciais de interesse em termodinamica.

Dadas as fun¢oes u = u{x, y) e v=v{x, y), 0 jacobiano & definido pelo deter-

minante
du du
3(%1’): dx dy
d(x,y) |dv dv)’ 49
dx Oy

Portanto, a derivada parcial de u em relagao a x pode ser escrita em termos de

um jacobiano,
(—a}i) _Hey) - (45)
dx J, I(x, ¥)

As seguintes propriedades dos jacobianos sao suficientes na maior parte das

aplicagdes em termodinamica:

& == < (46)
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Gomo exemplo de utilizagiao dos jacobianos, vamos calcular a derivada
(T/9p)s, que surge no contexto daanalise da compressio adiabatica de um fluido
simples, em termos de derivadas termodindmicas conhecidas (K7, ¢you ). Entao,

tcmos

B -

onde as duas Gltimas derivadas estio escritas em termos das variaveis indepen-
dentes T'e p (ou scja, narepresentacao dc Gibbs). Considerando a funcao energia
livre de Gibbs por particula, g= u~ 75+ pv, temos

dg = —sdT +vdp , (50)

de onde vém as relacdes

<9gj (39) )
-5 = C = = (.Jl)
[87“ » WP )y
Portanto,
é = *[ﬁj = -y 50
M )y T ), ' (52)

Utilizando a defini¢do do calor especifico a pressao constante,
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ds

temos

(a’rj _Tva 54
- = . 15}
ap ). ¢



A.6

METODO DO PONTO DE SELA

O método do ponto de sela € utilizado para obter a forma assintética, para

Ngrande, de integrais do tipo
I(N)= J exp| Nf(2)]dz (55)
c

onde f(z) & uma funcdo analitica e € € um determinado contorno no plano
complexo (a forma assintotica da versao real dessa integral, ao longo do eixo x,
pode ser obtida a partir do método de Laplace).

Escrevendo f(z) = u(x, v) + iw{x, y), a contribuicio mais significativa para
I(N) vem das regides do contorno em que u(x, y) € muito grande. A idéia do
método consiste em deformar o contorno a fim de passar pelo ponto estacionario
de u numa direcdo convenientemente escolhida (a fim de calcular uma integral
gaussiana simples).

Devido as condi¢oes de Cauchy-Riemann,

Jdu dv ou Jdv

5“8? © 8_y dx

as partes real e imaginaria de uma funcao complexa f(z) obedecem a equacao de

Laplace,
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5

dx*  oy?

Portanto, qualquer extremo da superficie u(x, y),

Ju_ou_,
dx  dy ’

v 0% B

0. (57)

(58)

deve ser um ponto de sela (isto €, um minimo de u numa direcdo e maximo na

outra, com aforma de umasela). Além disso, pelas condicées de Cauchy-Riemann,

um extremo de u(x, y) também serd um extremo de v(x, ¥), ou seja,

(59)

num ponto de sela z,. Vamos, entio, escrever a expansao de Taylor

1

Fle)= ) o5 (e Yo, e

Fazendo

f”(zo) = pexp(i@)

(2=z,) = sexp(ig) ,
temos

f(z) = f(z0) +%ps2 expli(6+29)]+--
ou seja,

u(x, y) = u(xo ,v Yo ) +%p52 cos(@ +2¢)

(60)

(61)

(62)

(63)

(64)
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v(x, y) = v(xo , y0)+%p32 sen(9 + 2({)) . (65)

Para atravessar um ponto de sela na direcao do maximo da parte real, vamos fazer a
escolha cos (8 +2¢) =—1, que corresponde asen(f + 2¢) = 0, ou seja, v= v(x,, y,).
Entao, aolongo do caminho deformado de integracao, v(x, y) = v(x,, 5,), impedindo
que o fator exp (7 N v) no integrando de I(N) seja capaz de produzir oscilagoes

- de carater destrutivo. Portanto, temos a forma assintotica

400

I(]\7)~exp[1\jf.(zo )] jexp[—épsQ N:| exp(i¢)ds =

—

(66)

= exp[Nf (2, )](j—;)l/g exp(ip) |

onde p={f"(z,) le ¢ =— 6/2 + 7/2 & a inclinacio do contorno (o sinal depende
do sentido de percurso do caminho deformado). Uma das primeiras aplicacoes
rigorosas do método do ponto de sela a um problema em fisica estatistica foi rea-
lizada por T. H. Berlin e M. Kac para obter a solucao do “modelo esférico” [ver a
descrigdo de Marc Kac, em Physics Today 17, 40 (1964) ].

Exemplo: cilculo assintdtico (para N grande) da integral

]' T
Z(N)= E;c—i—§exp[1\f(z)]dz : -

C

onde Cé o circulo unitario em torno da origem ¢

| 32
f(z) = 1/[ 2Ttmj z—Inz (68)

(ver capitulo 7, item 7.2D).

A partir da primeira derivada,

3/2
fle)=o 2 1 (69)
Bh*
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temos o ponto de sela

o \3/2
1{ Br®
z, =—| —— ) (70)
° v[?nm]
Portanto,
s [ Bgr?
f(z,)): ]‘i‘ll’lv—ElIl[%] . (71)

A partir da segunda derivada,

(=)= %2 s (72)
temos
s
Bh
Portanto,
rrtop-o(2s]

e ¢=10. Entao, podemos escrever

3
1 o 2 [ BR® g
Z(N)~~2Eexp[Nf(z0)] N:Q [%J exp(w)) , (75)

1/2

onde ¢ =~ 0/2 + /2 =+ w/2. Notando que a cscolha ¢ = 7/2 corresponde ao

-~ sentido correto do contorno deformado, temos a forma assintética

2mm

o\-172( BR? 3/2 .
z(N)~(2nNe?) ( ] exp[Nf (2, )]+ (76)
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que fornece o limite

2
lim ilnz(N):f(zo)=1+1m—§1n[ﬁh ) , (77

N—doo 21

de acordo com os resultados obtidos no capitulo 7.
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CONSTANTES NUMERICAS

Asseguintes constantes numéricas (com erro naultima casa decimal) surgem

com certa freqiiéncia em problemas de fisica estatistica:

(i) carga do elétron
e=1,60210 x 10-19C

(ii) velocidade da luz
c=2,997925 x 108m/s

(i) constante de Planck
h=6,6256 x 10734]x 5

{(iv) massa de repouso do elétron
m,=9,1091 x 10—31kg

(v) massa de repouso do préton
my, = 1,67252 x 10-27kg

(vi) niimero de Avogadro
A=6,02252 x 1023 mol-!

(vil}) constante de Boltzmann
kp=1,38054 x 10-23/ K
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(viii) constante universal dos gases
R=18,3143 Jx K~1 x mol-!

Em fisica estatistica, também € interessante sc lembrar das seguintes ordens
de grandeza:

Angstron: 1 A = 10-10y,

Elétron-volt: 1 ¢V=1,602 x 10-19 J
Atmosfera: 1 atm=1,01325 Pa (pascal)
Graus Kelvin: 1 ¢V — 104K

Volume molar padrao: 22,4 {a 0°C ¢ pressao de 1 atm.,
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