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1. (3,0 pontos) Quando quantizado, um campo escalar neutro massivo é dado por

I3 . .
ot6) = 3y gy (e )

onde aL e ax obedecem relacoes de comutagao bosonicas e

wi = c\/ k2 + (me/h)>.

(a) Qual a interpretacao fisica dos operadores aI{ e ax?
(b) Considerando que o Hamiltoniano seja H =, hwkaLak, escreva ¢ (r) na representacao de Heisenberg, ¢u(r, t).

(¢) Calcule o comutador
10
2

[¢H(ra t)77TH (I'/, t)] ) onde 7"-H(rvt) = c EQI)H

Dado o seu resultado, qual a interpretacao fisica de 7(r)?

2. (4,5 pontos) Queremos estudar a contribui¢do magnética nos decaimentos eletronicos espontaneos do atomo de
hidrogénio. Portanto, considere o termo de interagao

o
V(r) = —p- (V x A(r)), onde p = gun'z.

sendo up = % o magneton de Bohr, g o fator giromagnético, e o = (6%, 0¥, 0*) sendo matrizes de Pauli.

(a¢) Em primeira ordem de teoria de perturbagao, quais sdo os elementos de matriz de interesse?

(b) Mostre que, na aproximagao de dipolo magnético e no limite nao-relativistico (i.e., considerando que as auto-
fungoes sao aquelas da equagdo de Schrodinger com um préton infinitamente pesado), ndo ha transi¢oes de dipolo
magnético. (Esta é uma das razoes que fazem o estado 2s ser meta-estavel.) (Dica: considere o decaimento espontaneo
2s—1s+7 e depois generalize para quaisquer estados eletronicos final e inicial.)

(¢) Considere agora o decaimento do Hiperion (qualquer barion contendo pelo menos um quark estranho). Considere
em particular o decaimento espontaneo do Hiperion sigma no Hiperion lambda: X° — A° + 4. Nido ha uma teoria
unificada das interagoes fortes e eletromagnéticas, mas num modelo fenomenolégico, esse decaimento seria modelado
pelo seguinte Hamiltoniano de interagao

reh o
W= MTAE§ (V x A(r))],—o

onde o campo magnético é calculado em r = 0 (que é onde X0 esta localizado). Aqui, msc® = 1192 MeV, mac® =
1115MeV sdo as massas do Hiperions, Ths é um operador que transforma %0 em A° (i.e., Ths ‘EO> = |AO>), oTYE
operam no spin da particula, e £ é uma constante admensional do modelo fenomenolégico. Discuta as semelhancas e
diferengas (faga analogias) desse modelo fenomenologico com aquele usado para estudar as transigdes magnéticas do
atomo de hidrogénio.

(d) Mostre que, quando o spin de AY ndo é medido, a distribui¢do angular dos A° ejetados é isotrépica mesmo
quando Y° esta polarizado (ou seja, com spin “up”, por exemplo). (Dica: Calcule a taxa de todos os decaimentos
possiveis, ou seja, considere todas as combinagoes possiveis de spins de A” e polarizacio de v.)

(e) Em um experimento muito bem controlado, verifica-se que muitos X9 sdo gerados. Faz-se entdo um histograma
das energias dessas particulas e verifica-se uma bela curva que parece um sino de igreja. O pico dessa curva se da em
mxc? e a largura de linha (largura a meia altura) é tal que ﬁfc% = 7.5107%. Qual o tempo de vida do Hiperion %°?
Sendo que X° — A + v & o principal mecanismo de decaimento dessa particula, quanto deve ser o valor da constante
fenomenoloégica x para que o modelo ajuste o experimento?




3. (2,5 pontos) Considere o fenomento de espalhamento de luz por elétrons livres ndo-relativisticos (espalhamento
Thomson).

(a) Qual é o Hamiltoniano de interacao a ser considerado?

(b) O que se pode dizer sobre a polarizacdo da luz que é espalhada no plano perpendicular ao feixe de fotons
incidentes. Discuta os casos da polarizacao do feixe incidente ser linear e despolarizado.

(¢) Calcule a secao de choque diferencial de espalhamento caso a luz incidente seja linearmente polarizada e a luz
coletada nao tenha sua polarizagao distinguida.
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GABARITO:

1.

(a) Esses sao, respectivamente, os operadores de criagao e destrui¢ao de particulas livres de massa m e momento
hk.

(Note que isto pode ser facilmente visualizado ao expandir a energia de cada particula em torno do momento zero
(hk < mc):

= hwg ~ mc® + — 5 (hk)

que ¢é a dispersdo parabolica de particulas massivas nao-relativisticas.)
(b) Queremos calcular

it j HL [ h iwral ioral k. .
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Usando que e P Ae? = A+ [B, A] + 5; [B,[B, A]] + . ..., encontramos que

(iwpt)”
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. (—iWkt)2 —iwpt
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Entao,

_ —if' zi —wit) —i(k-r—wgt)
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O comutador é entdo

[QbH (I‘, t) TH (I‘ t / ake i(ker—wyt) a:flefz(q r' —w, t):| _ [alefi(krfwkt), aqei(q-w,wqt)})
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Note que essa ¢ uma rela¢do de comutacao de variaveis conjugadas (assim como posicdo e momento). Logo, 7 é o
operador de campo relacionado com os momentos das particulas (momento do campo).

2.

(a¢) Em primeira ordem, os elementos de matriz sdo do tipo

(F|V(r)[ 1),
como estamos falando de decaimento espontaneo, os estados sao do tipo

|I> = |i>orb ® |Si>spin ® |O>EM ’ |F> = |f>orb ® |Sf>spin ® |1Qaﬁ>EM



Note que o estado final s6 tem 1 féton (de momento q e polarizagio ) porque V(r) s6 pode criar 1 féton (em primeira
ordem). Por esse mesmo motivo, somente o operador de criacao em V(r) é de interesse. Agora queremos calcular o

campo magnético
V x A =i,/ E E 1/ a e Tk % &\ — al e“‘rkxe* )
260‘7 k,A k,A kA kA

k A==+

Logo, teremos elementos de matriz do tipo

’LQIUJB h 1 T —ik-r A%
> 1/260V¥)§,/w—k<F‘a-akAe kxek)/\‘l>.

Como o tnico operador atuando no vacuo do campo eletromagnético é aL 5 (e aL 1 10) = [1x,»)), entdo temos

ign h —iarg | 2
b o (s ).

Agora note que o atua somente no spin do elétron enquanto e ‘4T atua somente na parte orbital. Entdo podemos
fazer a seguinte fatoracao

igpB h el B
7\ Tenay 1T Dy (57101 800+ (4% 855)

(b) Os estados |f) = |ns,lr,my) e |i) = |ng, £;,m;) sdo usuais do dtomo de hidrogénio com 3 nimeros quanticos.
Logo, na aproximagao de dipolo temos que

(Fle™ g, ~ (F M )on, = b1,

Logo, como os estados sao ortogonais, temos que nao hé transicao dipolar magnética entre orbitais ortogonais.

(c) Ha varias semelhancas entre o decaimento eletronico por transi¢oes magnéticas e o decaimento de ¥.°, Em ambos
0s casos, temos uma interacao do tipo o - B, ou seja, o decaimento é mediado por flutuagdes do campo magnético do
vacuo que se acoplam com o spin da particula (e~ ou %°).

Além disso, temos varias semelhancas entre os outros termos. Comparando o termo py, =

com o magneton
mys+ma

de Bohr en -, podemos fazer a analogia de que esse seria o magneton do Hiperion. O termo que acopla os orbitais,

eikr (por exemplo 15 ‘ezk "‘ 25> ), tem sua origem no potencial vetor A. Entretanto, esse termo nio aparece em W
porque o potencial vetor é calculado somente na origem. Isso porque as dimensoes do Hiperion sao muito menores
do que o comprimento de onda do foton emitido. Entretanto, ha um termo que faz o papel de conectar os orbitais
final e inicial dos quarks: Thy. Esse faz o papel de e’** nas transicdes nucleares. Finalmente, o fator giromagnético g
tem seu semelhante na constante fenomenolégica . Se ha alguma razao profunda em todas essas semelhancas, entao
podemos ingenuamente esperar que k seja uma constante da ordem de 1.

(d) Vamos considerar que o estado inicial do sistema é polarizado, ou seja,

= |Eo>orb ® |+>spin ® |O>EM

Para calcular a distribuicdo angular de Hiperions A° ejetados, precisamos da secdo de choque diferencial. Logo,
precisamos das taxas de transi¢oes. E portanto, precisamos dos elementos de matriz andlogos aqueles discutidos no
item (a). Devemos considerar 4 possiveis decaimentos

[Fi1) = [A%) 1 @ [F)spin @ [Lat) g »
|Flyo) = |A >orb ® [+)spin @ 11a,2)grr »
1F1) = |A%) 0 @ 1=)epin @ a1 gn »
[F_2) = |A%) 0 © ) epin @ |1a,2) g

Sabemos que fétons sé podem ter polarizacao circular. Mas como a polarizacao do mesmo nao é medida, ou seja, no
resultado final devemos somar todas as polarizagoes, entdo podemos considerar polarizagoes lineares. (O resultado
final sera o mesmo.)



Facamos agora o calculo das taxas de transi¢oes. Pela regra durea de Fermi

21
ws,j = - |(Fy (W) p(Eqy) -

Em todos os casos, a energia do féton ejetado é Ey ; = E; = hwg = msc® — mpc?.

Como o foéton é muito mais leve
que A°, a energia cinética de A° é desprezada (ou seja, A° fica praticamente parado). Logo
2
2 |ikps h 0 0
Ws,j = f X 9 26()qu <A |TAZ| by >orb <S |O'| +>Spin (q X eq J) p(h’o‘}q)

2p(hwq)

27 Kus 2 h .
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Estamos prontos para olhar a distribuicao angular dos fétons ejetados
L " . e (2

no termo |((s|—)& +i (s|—) g+ (s|+) 2) - (a x &5 ;)|

. Toda a informacao de interesse se encontra
. A secao de choque seréd entdo proporcional a

<t Zws,]oczw sI=) & (sl=) g+ (s )~ (ax )|
e (ax )l 2 (ax )+ [+ i) (ax )+ [+ (a5
¢ (|2 éqal® + =2 éqal* + (& +19) - eqal’ +1= (@ +i5) - éaal*)
7 (O—I—|—sin9|2—|—|—sin¢—|—icos¢|2+|—cos€cos¢—icos0sin¢|2)
x ¢° (0 +sin® @ + 1 + cos® )  2¢°.

Como nao ha dependéncia em 6 e ¢, entao os fétons (e consequentemente os A°) sao ejetados isotropicamente. (Note
que o mesmo resultado seria obtido usando ég 4.)

(e) O tempo de vida é

I I
= = ~ 74107,
T AEy | 7510 Omwc? S

O tempo de vida é o inverso da taxa de decaimento 1/w. Devemos agora calcular a taxa de decaimento total
d 2m Kby ) 2 h 9
—Wiot =— X | —— x 2q° x p (hw
ot Ty ( 2 DeqogV ) X 24 < p ()

2 5 2
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el e 2(h)><l><l><(hwqé
h 4 (ms +myp)° \4meoc c (hic)
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Integrating over all directions [ df2, we get a 47 factor yielding

1
Wtot = — = QKR

1 (mgc2 — mAc2)3
™ ﬁ ~

5 ~9.510" k%!
(msc? +mpc?)

Thus, we find that

msc? + mac? 7.510-6 2
p o (e A¢) MR 38

(myc? —mpac?) \| a(mxc? —mac?)



3.

(a) Para espalhamento, dois termos contribuem. Em primeira ordem de teoria de perturbagao, temos %AQ, e em
segunda ordem, temos —%p - A. Para o caso do espalhamento Thomson, o segundo termo d& contribui¢oes muito
menores. Logo,

2
_ ¢ 2/
V_Qm El A® (r;),

onde r; sdo as posigoes dos elétrons (que vamos considerar apenas 1 daqui por diante.
(b) A regra aurea de Fermi nos diz que

2
w=—

h 2m 2m

: (,m L) <hqi>2> |

2
e
<qf§”k’,>\’ + L —1 ‘%/ﬁ (r)| ai; ’rLk/7)\/,nk,>\>

onde um foton (k, ) foi espalhado em k', ' enquanto o momento do elétron mudou de iq,; para hqy. A delta de
Dirac impde conservagao de energia enquanto o elemento de matriz impoe conservagao de momento (regras de selecao)
como mostramos a seguir

h o
e F‘(aT, Lk \ + ax aal, ,) ez(k_k )'ré*, ;€ ‘I>
2€0V\/Wkwk/) < K/, kA kAT A KA o

h
= _— Y 1 < g
<€0V - k’> (nk At )nk,A qr

{ag;ne v + 1, mien — 1A% qis nw v, naca) = (

y — / . A~ A~
el(k k)r‘ql‘>€i/1>\/ © €K\
O elemento de matriz final resulta em

(a

Integrando sobre os estados finais do féton, temos que

or [ 2\’ h 2 2 Vo (hw)?
= — e B — '+ 1 A*, ;. e 6 -k’ —_— s dSZ
=T (Qm) (eOV \/wkwk') (m.x ) e ‘ek A ek’/\’ ebankitay X (27r)3 (hc)3

Dividindo pelo fluxo incidente nyk xc/V (e considerando que ndo haviam fo6tons no estado espalhado (nyx n = 0),
obtemos a secao de choque diferencial

dU)\/)\ - 62 2 We! 2
dQ  \dregme? Wk
Note que a diferenca entre as magnitudes &k e ¥’ & muito pequena por ser de origem quantica. Por exemplo, considere
a diferenca entre os comprimentos de onda

3
) [y

i(k—k')-
61( )T v = 6k+¢1i7k/+CIf'

A~k ~ 2
Gl x| Oicrai ki +ay-

- 2 27 21

S (N LY

k! k kk' ( )
Mas da conservagao de energia temos que k — k' = 2:;6 (q? — qf), ou seja, quando i — 0, Ak — 0. Agora usando
conservacao de momento e, por simplicidade, considerando que ¢; = 0, temos que k — k' = chqi = 2;;6 |k — k'|2 =
% (k? + k' — 2kk’ cos0). Supondo que a mudanca de k seja pequena (k ~ k'), entdo k — k' ~= %/@ (1 —cos®).

Logo, A =~ 2mif (1 —cos®), que é pequeno da ordem de h/ (mc). Portanto, wy — wy também deve ser muito pequeno.
(Esse é o efeito Compton.)
Finalmente, a secao de choque diferencial correspondente é

doy x

dQ :7"(2)|é1*(/1>\/'éky}\|2,

2 . . . , ’ . ~ , . .
onde 19 = —5— é o raio classico do elétron, e k e A (k' e \') é o momento e polarizacao do foton incidente
4dmegme ?

(espalhado), respectivamente.



Para simplificar a analise, vamos supor, sem perda de generalidade, que k = k2,
éx1 =12, e éx2 =9. Logo,

dUlyl

24 12 2, 2 2
=7r{|éx 1 - 2|” = rjcos” b cos
o) 0 | | 0 (ba
dUz 1
; 204 412 2 2
=71{|ék 2 - 2| =rjsin
o) 0 | | 0 ¢7
doi 2 24 .12 2 202
L |éxs 1 - g|” = 7§ cos” O sin” ¢,
dogo - o ) ) F1g1~1ra 1: Yetm:es de propa-
o 7o |éxr 2 - g|” = rg cos” @ gagao e polarizagao.
Com isso, podemos analizar a polarizagao da luz espalhada perpendicularmente ao plano de incidéncia (9 = %) (vide
. d d . L L ~ 1«
Fig. 1). Note que Z;il = Zg‘l = 0, ou seja, para ambas as polarizacoes da luz incidente, temos que nio ha
espalhamento de luz com polarizacao na dire¢ao éz ; = —Z. Podemos concluir entdao que em ambos os casos de luz

incidente polarizada ou despolarizada, a luz espalhada perpendicularmente ao feixe incidente tem sua polarizagao
contida no plano de espalhamento.

(¢) Vamos supor que a luz incidente tenha polarizagdo na dire¢do éx1 = &. Logo, as se¢Oes de choque de luz
espalhada com polarizagao nas direcoes éx/ 1 e éxs 2 sao, respectivamente,

72 cos? 0 cos® ¢ e 12 sin? ¢.

Como nao fazemos distin¢ao da polarizacao da luz espalhada, entdao a se¢do de choque diferencial desejada é
1
57“8 (cos® @ cos® ¢ + sin® @) .
Aqui, ¢ é o angulo formado entre a dire¢ao de polarizacdo de luz incidente e a dire¢ao de propagacao da luz espalhada

projetada no plano perpendicular ao feixe incidente. O angulo 6 é aquele formado entre a direcao do feixe incidente
e a direcao da luz espalhada.



