Lista 4 - FCMO0102

1. Uma particula se move sobre um circulo de raio 15cm e faz uma volta completa a cada 3s.

(a) Qual a velocidade da particula?

(b) Qual a sua velocidade angular w?

(¢) Escreva uma equagao para o componente x da posigdo da particula, em funcao de ¢, admitindo que a particula
esteja a 45° no primeiro quadrante no instante ¢ = 0.

(d) Faga o grafico de x(t) e identifique no mesmo a amplitude e a fase do movimento.

(e) Calcule a velocidade v(t) e a grafique junto com o grafico de z(t). Identifique a fase relativa entre x e v.

(e) Calcule a aceleracao a(t) e a grafique junto com o gréfico de x(t). Identifique a fase relativa entre z e a.

2. Neste problema, vamos deduzir a expressao da poténcia média injetada por uma forca excitadora num oscilador
harmoénico forcado unidimensional.

(a) A equacdo do movimento para o oscilador harménico unidimensional for¢ado é mi + bi + kx = Fp cos Q.
Identifique o significado fisico de cada um dos 4 termos dessa equacao.

(b) Mostre que x(t) = x,(t) + Acos (2t + §) é solugao da equacio do movimento onde x(t) (cuja exata expressao
ndo é importante aqui) é solucao da equagao miy, + biy + kxp, =0, e A e 0 sdo constantes iguais a
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(c) Qual é a interpretagao fisica de x(t), A e 67 Lembre-se que x(t > 7) — 0. Quanto vale 77
(d) Mostre que, ap6s um transiente (¢ > 7), a poténcia instantdnea da forga excitadora é dada por

1
P(t) = F& = —AQF cos (Qt) sin (Qt + 0) = —§AQF0 [sin (§) + sin (2Q¢ + )] .

Dica: sin (a — b) = sina cosb — cos asin b.
(e) Finalmente, mostre que o valor médio da poténcia instantanea é

— 1
P = 7§AQF0 sin (5) s

onde P = % fOT P(t)dt,e T = %’T é o periodo da oscilagao.
(f) Finalmente, mostre que
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onde v = &£ ¢ Q = M40 § ¢ fator de qualidade. A Fig. 1 mostra o valor de P como funcio de a para 3 valores

wo b
distintos de Q. Note que a poténcia dissipada se torna uma fungio cada vez mais estreita (em torno da frequéncia de

ressonancia wp) conforme o fator de qualidade aumenta.

3. A largura de uma curva de ressonancia Af2 é definida como a dife-

renca entre as frequéncias maximas e minimas quando a poténcia dissipada 2
é metade do valor da poténcia maxima (como ilustra a Fig. 1 para o caso
de @ = 2). Comumente, diz-se que essa é a largura a meia altura. 15

Vamos usar os resultados do problema anterior para mostrar que ha

Ao

uma relagdo muito simples entre essa largura e o fator de qualidade dada & 1
por Q = X§ = g—“f quando a ressonancia é aguda. Na ressondncia, o |EO
denominador da Eq. (1) é v?Q? = b?w2 e P tem o seu valor maximo. go 5
Numa ressondncia aguda, a variacdo de 2 no numerador da Eq. (1) é S
muito pequena (ou seja, AQ < wp) e pode ser desprezada. Evidentemente, 2 . . ) -
a poténcia é a metade do seu valor maximo nos valores de ) para os quais Cb 05 1 15 2 25 3
se possa escrever 2b%Q? como o valor do denominador. Q/wy = a

Figura 1: Poténcia média P como funcio
da frequéncia de oscilagao da forca externa
Q) para 3 valores diferentes de fator de qua-
lidade @. (Note que para valores altos de
Q, a curva é bem estreita.)



(a) Mostrar que nestas circunstancias, €2 obedece a
m? (Q — wo)” (Q+ wo)® = b2wi.
(b) Com a aproximacao € + wy = 2wy, mostrar que
b
Q—wy~+—.
2m
(¢) Usando a defini¢ao Q = 27TA—EE = 2myr = 27, mostre que @ estd relacionado a b e a m por
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(d) Combinar os resultados de (b) e de (c) para mostrar que existem dois valores de ) para os quais a poténcia é
igual & metade da poténcia na ressonancia e que estes dois valores sdo

wo wo
O =wo— 2 ey = =
1 =Wo 20 e fly =wo+ 20
Entao, 22 — Q1 = AQ = % o que € equivalente a equagao Q = X& = g—of.

4. Um oscilador amortecido tem uma frequéncia w que é 10% menor que a frequéncia do oscilador sem amorteci-
mento.

(a) Qual o fator de decréscimo da amplitude em cada oscilagao?

(b) Qual o fator de reducdo da energia em cada oscilagao?

5. Um tunel retilineo é perfurado na terra, como mostra a Fig. 2. Vamos desprezar
quaisquer forgas dissipativas.

(a) Mostre que a forga resultante que atua sobre uma particula de massa m a distancia A& —
z do centro do ttnel ¢ dada por F, = —kxz, onde k = (GmM7z/R%), G é a constante
gravitacional, My é a massa da Terra, e R o seu raio.

(b) Mostre que o perfodo do movimento é T' = 2x(Ry/g)? e ache o seu valor. (Este
também é o periodo de um satélite em Orbita nas vizinhangas da superficie da terra e
¢ independente do tamanho do ttnel.)

(c) Suponha que esse tinel ligue duas cidades conhecidas por vocé. Qual a acelera¢io méxima que a particula
experimenta durante a viagem?

(d) Suponha que haja uma forca viscosa atuando na particula igual a Fy s = —bi onde b = 100kg/s. Para que
valores de massa o movimento é sub-amortecido?

(e) Um trem sem motor de m = 80 ton entra nesse tiinel com velocidade nula estd sujeito & forga viscosa do item
anterior. Em quanto tempo ele chega ao centro do tinel?

em

Figura 2: Tunel planetario.

6. Um péndulo simples de comprimento L parte do repouso com um angulo inicial com a vertical igual a 6.

(a) Com a hipé6tese de o movimento ser harménico simples, ache a a velocidade do péndulo quando ele passa por
0=0.

(b) Com a conservagdo da energia, achar exatamente esta velocidade.
(c) Mostrar que os resultados das partes (a) e (b) se tornam aproximadamente iguais quando 6y for pequeno.
(d) Achar a diferenca nos dois resultados quando 6y = 0,20rad e L = 1m.

7. Um relégio de péndulo simples é ajustado de modo a ter um andamento exato quando a amplitude angular for
0o = 10°. Quando a amplitude tiver diminuido até o ponto de ser muito pequena, de quanto adianta o reldgio em
um dia?

Corregoes para o periodo em oscilagbes de amplitudes maiores ¢é dada por T =

T0<1+—Sm (620)+i(%) sin (9°)+...).



8. Considere um corpo plano como ilustra a Fig. 3. O momento de inércia desse corpo em
relagcdo a um eixo que é perpendicular ao plano do mesmo e atravessa o seu centro de massa
é conhecido e igual a Icy. Quando esse corpo oscila em torno de um eixo perpendicular ao
plano do mesmo e que atravessa o ponto P; (que dista de h; do centro de massa), nota-se que
o periodo de oscilagao (para pequenas oscilagoes) é T

Existe um segundo ponto P, a uma distancia hy # h; do centro de massa, tal que, se posto
para oscilar por um eixo perpendicular ao plano do corpo e que atravessa esse ponto P», o
periodo de pequenas oscila¢des também é T'.

Mostre que hy + hy = gT? /472

9. Uma aranha, de massa 0,36 g, desce por um fio que cede 3,00 mm por causa de seu peso.
(a) Um certo inseto que passava por perto imprime um pequeno deslocamento vertical na
aranha que passa a oscilar verticalmente. Desprezando quaisquer forcas dissipativas, estime a
frequéncia de vibracao. Figura 3: Péndulo fi-
(b) Mostre que o movimento da aranha é um movimento harmonico simples em torno da  Sico-
posicao de equilibrio 3,00 mm. Dica: escreva a energia mecéanica do sistema e note que ela é
igual a de um oscilador harmdénico simples com a origem deslocada.

10. A aceleracao da gravidade g varia com a localizagdo sobre a superficie da Terra em virtude da rotagao da Terra
e também por a Terra ndo ser exatamente esférica e homogénea. Esta variagao foi descoberta no século XVII, quando
se percebeu que um relégio de péndulo, cuidadosamente regulado para manter a medi¢ao correta do tempo em Paris,
perdia cerca de 90s/dia nas vizinhangas do equador.

(a) Mostrar que uma pequena variagio da aceleragio da gravidade Ag provoca uma pequena variagdo AT no
periodo de um péndulo, dada por AT /T =~ — (Ag/2g). (Usar diferenciais para aproximar AT e Ag.)

(b) Qual a variacdo de g que provoca a variagao de 90s/dia no periodo do péndulo?

11. Um péndulo simples de comprimento L esta preso a um carrinho de massa muito grande que desce um plano
inclinado, sem atrito, que forma um angulo # com a horizontal. Determine a frequéncia de pequenas oscilagoes para
esse péndulo.

12. Um péndulo é constituido de uma barra muito fina de massa desprezivel e
comprimento £ e de uma esfera de raio R (com R < /) e massa m. A uma distancia
al (com 0 < a < 1) do eixo de rotagdo, anexa-se uma mola muito grande, de massa
desprezivel, e de constante elastica k que estd em equilibrio com a posi¢do de repouso
(0 = 0) do péndulo (vide Fig. 4). O sistema é entdo posto para oscilar. Para as
perguntas que se seguem, considere o limite de pequenas oscilagoes (6 < 1).

(a) Calcule a energia mecénica do sistema.

(b) Comparando com a energia mecanica de um oscilador harmoénico E =
A (9'02 + w2x2) + B (onde os valores deA e B sao irrelevantes aqui, exceto pelo fato
de que A > 0), calcule a frequéncia angular w correspondente. Figure 4: Sistema péndulo-
(c) Escreva a equacao de movimento para o dngulo 6. mola.

(d) Calcule a frequéncia angular w correspondente e compare com a resposta do item
)

(a).
(e) Suponha agora que o sistema se encontre imerso em um liquido de viscosidade 1 proporcionando uma forga
sobre a esfera igual a Fyic = —67nRY, onde ¢ é o vetor velocidade da esfera. Qual é a nova equacgao de movimento

para o angulo 67



