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Resumo

Neste trabalho se apresenta um resumo sucinto de como foi desenvolvido a hipdtese de Bethe
para resolver o magneto de Heisemberg, além de numerar algumas das suas aplicagoes. Também,
se monstra, em particular, sua aplicacao na resolucao do Modelo unidimensional de Lieb-Liniger
para N = 2, a qual é resolvida em forma exata no caso do estado fundamental.

I. INTRODUCAO

Diversos sistemas unidimensionais estudados na fisica de matéria condensada, incluindo bésons e férmions,
s@o resolvidas exatamente [II, 2]. Um dos métodos usualmente empregado para resolver este tipo de sistemas
é o bem conhecido ansatz de Bethe, ou hip6tese de Bethe.

No seu trabalho pioneiro, Bethe introduz sua hipétese para resolver o problema da cadeia unidimensional
de spins-1/2 interagentes do modelo de Heisemberg [3]. Devido ao sucesso na resolugio desse problema, o
ansatz foi amplamente usado na resolucao de multiplos problemas, em especial casos em uma dimensao, tais
como o antiferromagnetismo por Hulthén [4], no modelo de Bose-Hubbard [5], no modelo de Gaudin-Yang
[6, [7], entre outros.

Um modelo interessante resolvido através do anstaz de Bethe foi o gds unidimensional de bdsons interagen-
tes, o qual foi estudado por Lieb e Liniger (LL) [8, [9]. Eles conseguiram determinar o espectro de energia e
a fungéo de onda do sistema. Um caso particular que surge deste modelo é o gés de Tonks-Girardeu [10, 1],
o que é um gas de bdsons infinitamente repulsivo.

Este trabalho esta focado principalmente na solucao do modelo de Lieb-Liniger de dois bdsons, isto é,
determinar o espectro de energia e a funcao de onda correspondente. Além disso, é importante indicar que
este trabalho estd elaborado com base nos seguintes artigos, livros e palestras [12HIS)].

O trabalho esta organizado da seguinte forma: Na secao II se aborda o surgimento da hipotese de Bethe,
enquanto que na segao III é desenvolvido em forma detalhada o modelo de LL para dois bdsons presentes
no sistema, concluimos o trabalho na se¢ao I'V.

II. HIPOTESE DE BETHE

Na atualidade o ansatz de Bethe é um topico muito estudado devido a sua aplicagao em diversas areas da
fisica, tais como fisica de matéria condensada, teoria de campos, entre outros.

Esta técnica consiste em determinar a funcao de onda e dispersao via a resolucao dos autovalores e auto-
vetores do sistema em estudo. Isto indica que se deve construir uma funcdo de onda que englobe todos
os estados do sistema, uma combinagdo linear (superposi¢ao) de ondas. O seguinte passo é determinar as
amplitudes de probabilidade para cada estado em particular a partir da onda total.

Bethe foi capaz de determinar essa funcao de onda e sua respetiva amplitude intuitivamente, somando
sobre as diferentes permutacoes que o sistema pode ter, e o mais importante, limitar essas interacoes para
uma interacgao de dois corpos.

Fisicamente, esta estrutura de fungoes de onda superpostas significa que o sistema é integravel, isto é, o
sistema admite um conjunto completo de integrais de movimento, isto é, presenta grandezas conservadas.

As aplicagtes, como j4 foi dito anteriormente, estao focadas na resolucao de sistemas fisicos unidimensio-
nais, como por exemplo:

= Modelo antiferromagnético, estudado por Hulthén.

= Modelo de Bose-Hubbard (interacao de elétrons correlacionados em uma banda de energia estreita),
estudado por Lieb e Wu [19].



= Modelo de férmions (spin-1/2) interagentes, estudados por Gaudin e Yang.

A. Formulagao matemaédtica

Seja um sistema unidimensional composto de N particulas idénticas, neste caso a cadeia de spins de
Heisemberg.

N
H= JZSZ"SEH,
=1

onde J(< 0) representa a energia de acoplamento, e Si sao os operadores de spin.
Considera-se que o sistema é fechado para evitar efeitos de borda, de modo que o sistema tenda a ser um
anel. Esta configuracao em particular é vantajosa porque simplifica a aplicagao das condi¢oes de contorno
que o sistema pode ter. Neste caso as condigoes a serem impostas sao periddicas.

Seja o estado fungao de onda total da forma

N
U= > a(my,....m)v(m,...,m), (1)
My, My
onde a e ¥(my,...,m;) representam a amplitude e o estado onde os spins podem ser trocados, respetiva-

mente. O dominio de validade é dado por m; < ... < m;, e i € [1, N], sendo m; ntimeros associados com os
spins.

Ao determinar a fungdo de onda total ¥(my,...,m;), se observa que o spin de cada fungdo de onda
individual ¥;(mz, ..., m;) pode ser trocada através do seu “momento associado” k;. De modo que ao construir
a funcao de onda total, se deve tomar em consideragao todas as permutagoes possiveis. Tomando em conta
esta caracteristica, derivam-se as amplitudes

a(mlv'“amn) = ZAPGZ?:l ikPimi’ (2)
P

onde P abrange todas as permutacoes. A forma do parametro Ap dependerd do problema a ser estudado.

Nota-se que a amplitude estd composta de multiplas fases que dependem do vetor de onda k;. Este
resultado é importante por que permitird, apés aplicagao das condigoes de contorno periddicas, estabelecer
um conjunto de equagdes interdependentes chamada equagdes de Bethe. As solugoes dessas equagoes levam
a determinacao da funcao de onda total e o espectro de energia.

III. MODELO DE LIEB-LINIGER

Este modelo consiste de um gés unidimensional de bésons sem spin que interagem de forma repulsiva por
meio de um potencial de contato. O modelo foi estudado e resolvido exatamente por Lieb e Liniger em 1963.
A importancia desse modelo radica na sua aplicacdo na area dos dtomos frios, tanto em forma tedrica como
experimental. Neste ultimo tépico, alguns casos tém sido observados experimentalmente: gds de Tonks-
Girardeau [20] 21], gas 1D de bésons [22] 23].

A. Modelo LL para N bésons

Sejam N bdsons interagentes ao longo de uma linha de tamanho L descritos a través do Hamiltoniano
h? o 92 al
H:—%ZTQJ%+QZ5(%—%‘% (3)
=1 1<J

onde g(> 0) representa o acoplamento repulsivo entre os bésons, [g] = JL™!, e as coordenadas satisfazem o
dominio de validade 1 < x1,...,xny < L.



O primeiro termo representa a energia cinética, enquanto que o segundo indica a energia potencial de
contato de alcance-zero agindo somente entre dois vizinhos.
Nota-se que esse Hamiltoniano nao tem uma energia potencial associada a cada sitio, pois o potencial de
contato repulsivo faz com que os bdsons se repilam com maior intensidade; em outras palavras, a velocidade
de espalhamento dos bdsons é predominante.

Considerando E como a energia total do sistema, tem-se a equagao de autovalores

HN\I’(.’IJh...,J)N):EN\I/<.'I}1,...,$N), (4)

onde ¥(zq,...,xN) representa a fungao de onda total, a qual é continua em todo o espago.
A presenca da fungao delta no Hamiltoniano faz com que a derivada da fungdo de onda tenha uma
descontinuidade no ponto z; — x;, mas este fato leva a satisfazer a equacao ou condigao de contorno de

Helmholtz
0 0
(3933' - 8%)‘1’(%, <, TN)

com &£(— 0) sendo uma variacdo infinitesimal da coordenada onde serd avaliada a fungdo de onda. Além
disso, com v = mg/nh? sendo o parametro adimensional de LL e n = N/L a densidade atomica.

Esta relagao implica, embora nao necessariamente, uma condi¢ao de contorno periédica no sistema, isto é, o
sistema pode ser considerado como um anel (sistema fechado), que satisfaz

x;—xjte :n'y\Il(ml,...,xN) r;—xjte (5)

‘I’(O,...,.’Ei,xj...,.’l,‘]v) :‘P(L,...,xi,xj...,xN), (6)

para todo x;, ;.
Contudo, a condigao de periodicidade no sistema pode ser imposta sem necessidade da descontinuidade na
derivada da funcao de onda.

Considerando o anstaz de Bethe (neste caso considera-se a amplitude como se fosse a funcdo de onda),
Eq. , como a funcao de onda total que descreve o sistema

\I/(.’El,...,.f(}N) :ZApezﬁ\,:likPixi. (7)
P

Aplicando a condicao de Helmholtz, deriva-se o parametro que depende das permutacoes

APZEPH(kPi fk:ijrin'y), (8)
i<j
onde ep = +1, quando P é uma permutagao ou impar, respetivamente.

Aplicando as condicoes de periodicidade, Eq.@, na Eq. , obtém-se um conjunto de N equagoes trans-
cendentais para cada pseudo-momentum k;

eikiL:H<ki_kj+in'V>. )
i ki —kj —iny
Esta relacao é conhecida como as equagoes de Bethe, e sua solugao implica resolver o sistema em forma

exata.
A dispersao e momento que satisfazem essa ultima relagao sao

B
— 2
E=_— 2 k2, (10a)
N
P=h)Y k. (10b)
i=1

Como é notado, as duas tltimas relagoes representam a energia e momento total do sistema, respectivamente.
A funcao de onda é determinada explicitamente resolvendo a equacao de Bethe.



B. Modelo LL para N=2 bésons

Nesta secao serd desenvolvida em forma explicita o caso de 2 bdsons. Expandindo o Hamiltoniano, Eq.
(3), para N = 2, obtém-se

R [ 92 0?
==+ = 0(xy — x2). 11
2m [81‘% + 895%] 90w —2) (11)
Aplicando a Eq. , no limite ¢ — 0 tem-se
0 0
87@ - (97% \I’($1,$2>|$1H$2 = nvw(xl’x2)|11ﬁw2' (12)

Expresando a funcao de onda total, Eq. , para N =2
U(w1, 1) = Apge’Brmrthara) 4 gy eilhamithnes), (13)

com dominio de validade 1 < 21 < 25 < L.
Por um lado, aplicando a funcao de onda, Eq. , na condigao de continuidade, Eq. 7 deriva-se

A12 ’L(kg — kl) —+ ny _

Az i(ks — k1) —ny & (14)

onde S é uma constante de proporcionalidade complexa.
A relacdo anterior pode ser experesada como

A o
Az _ o)
Ao

onde 0(k) = 2arctan(k/nvy), e k = ko — k1. Nota-se que os parametros de permutacio se comportam como
uma fase, correspondendo a um deslocamento da fase principal da funcao de onda.

Por outro lado, aplicando as condigoes de fase periédica, Eq. (6) para ¥(0,z2) = (L, z2) e ¥(21,0) =
W(zy, L), simultaneamente na Eq. (13)), se deduzem

iorn Wk — k1) +ny
eifal — DY T B T 15a
i(ky — k1) —ny (15)

ikaL Z'(1€2 - kl) —ny
L _ ’ 15h
€ i(ka — k1) +my (15b)

onde foi omitida a solucdo trivial e**1.2 = 1.
Usando as relagoes ([15a)) e (15b]) para colocar em evidéncia o acoplamento repulsivo de contato, na Eq.
deriva-se

- h? - kL
k) = —ktan (—). 16
g(k) = " Ftan (%) (16)
Para k < 1, ou seja ky < ki, quer dizer que o primeiro béson nao “sente” a presenca do segundo bdson,
pois seu comprimento de onda (k ~ 1/X) é muito pequeno. Como consequencia disso, a energia de repulsao
relativa é quadratica

_ h2 _ 9
g(k)L ~ m(kL)
A energia e momemto do sistema sao dados por
E h?
N %(kf + k3), (17a)
P &
~ = gk + k). (17b)

(17¢)



Conhecendo os valores dos momentums k1 e ko pode-se achar uma relagao entre o parametro adimensional
de LL e a energia total do sistema.
Substituindo a expresdo que relaciona os coeficientes das permutagoes, Eq. (14), na Eq. (13)), consegue-se

\I/(l‘l, $2) =8 [’L(kg _ kl) (ei(k1901+k212) 4 ei(k2$1+k1$2)) + ny <€i(k1901+k212) _ ei(k211+k112))] , (18)

a funcdo de onda total.

Como uma aproximacao para determinar a fungao de onda e o espectro de energia, é importante considerar
o comportamento do sistema no estado fundamental. No estado fundamental se conserva o momento, de modo
que P =0 implica k1 = —ky = k.
Uma consequéncia direta de considerar o estado fundamental, implica reescrever o acoplamento repulsivo de
contato, Eq.7 como

g(k) = %ktam (%) (19)

Na Fig. [1] se observa que o dominio de validade do pseudo-momento k varia desde —n/L < k < w/L,
tendo como limites k& = +7/L superior e inferior, respetivamente; onde justamente g diverge. Porém, o
acoplamento é repulsivo (g é positivo), de modo que ele estd limitado no corte superior de k. Quando k
alcanga o limite superior, o g atinge seu maximo valor, isto é g — oco. Este limite descreve o conhecido gas
de Tonks-Girardeau, no qual os bdsons sdo tao repulsivos entre sim que cada sitio é ocupado somente por
um deles; eles se comportam como fermions nao interagentes. Este limite também é chamado de nicleo duro
de bésons.

| 20' Re T -
) S
S} »
s O
D
acj -20r 1
Ll
—40t ]

6 -4 -2 0 2 4 s
Momentum kL

Figura 1: Comportamento do pseudo potencial de contato, onde o pseudo momento estd limitado na primeira zona
de Brillouin k& € (—n/L,w/L). No limite k = 7/L, a energia do sistema se torna constante, pois substituindo este
valor na Eq. (I7a)), tem-se E/N = h?x?/2mL?. Também se observa o comportamento parabdlico para k pequeno.

Substituindo o novo momento na Eq.

U(zy,29) =0 [Qik (eik(“ml) + eik(“’z“)) + no <eik(z?zl) — eik(z?zl))] ) (20)

= {4k cos[k(x2 — x1)] + 2nysin[k(z2 — z1)]}
U(z) = if[4k cos(kz) 4+ 2nysin(kx)],

com x = (x2 — x1) sendo a distancia relativa entre dois sitios. Dentro do dominio de validade nota-se que
x > 0. Para garantir essa condi¢do se impoe = = |x|; além diso, seja ¢ = i3, uma constante arbitraria. Assim,

U(z) = c[dk cos(k|x|) + 2nvy sin(kz)] (21)
Substituindo o valor do parametro adimensional de LL da Eq. em (21]), se consegue

U (x) = c[dk cos(k|z|) + 4k tan(kL/2) sin(kx)].



Fazendo uso das propriedades trigonémetricas, tem-se

W(z) = dkc

mcos[k(m - L/2)]. (22)

Normalizando a funcdo de onda no espago, onde a coordenada espacial satizfaz x € [0, L], em concordéancia
com o limite do momento k. Além disso, como x > 0, o valor absoluto é eliminado e a integral fica simples
de resolver. Entao, deriva-se

1 2kL

V@) = 5\ L stk

coslk(|z| — L/2)]. (23a)

A funcéo de onda tem um comportamento ondulatério, dado pela funcao trigonométrica, e modulada pela
amplitude dependente do momento k. Nota-se que em k = 0, a fungdo de onda diverge, para evitar essa
inconsisténcia, se expande a amplitude considerando kL pequeno, desse modo

U(z) ~ \/37Lcos[k(x| - L/2)]. (23b)
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Figura 2: Amplitude de probabilidade determinados usando as Eq. e Eq. , esta ultima é usada para obter
a curva vermelha. Somente foi considerado o dominio positivo da distancia relativa, = € [0, 1], pois é esperado um
comportamento similar no limite oposto (x € [—1,0]) por conta da simetria, e tomando em conta que |z| = —z para
x < 0, isto é, o argumento fica deslocado para esquerda k(|z| — L/2) — k(x + L/2).

A Fig. 2l mostra o comportamento da amplitude de probabilidade da funcao onda para diferentes valores
do momento k. O grafico pode ser analisado em termos do comprimento de onda (k ~ 1/)). A medida que o
comprimento de onda aumenta, os bésons sao menos repelidos e a probabilidade dele ser encontrado “perto”
do seu vizinho aumenta. Em contraste, se o comprimento de onda diminui, os bdsons se repelem afastando
se mais um dos outros; e no caso extremo cada sitio é ocupado por um unico béson. Aqui, a probabilidade
de que ambos estejam pertos é muito pequena ( k = 7w/L).

a energia total do sistema fica simplesmente, dada a Eq. ,
E h? 12

N = gk (24)
tendo um comportamento quadratico tipico.

Levando em conta a dependéncia com respeito ao momento k tanto da energia total E/N como do
acoplamento repulsivo g, pode se inferir o comportamento da energia total respeito do acoplamento g. A fim
de observar tal comportamento, foi elaborado uma tabela (cuadro [I)).

A partir dos valores da segunda e terceira coluna do cuadro[l] se consegue a figura

A Fig.[3|mostra como a energia F nao aumenta significativamente, e mais, comeca a se estabilizar perto do
valor 10, que é o limite infinitamente interagente. A energia tem um comportamento atenuado, e isto deve-se
principalmente ao termo tagente presente em g. Este comportamento quer dizer que os boséns alcancam
uma energia estavel a medida que sua repulsao aumenta.



k g/c E/Nc

0 0 0
7/6 028 0.27
/4 0.65 0.62
w/2 3,14 247
3r/4 11.38 5.61
57/6 19.55 6.86
0,997 395.97 9.67

Cuadro I: Valores para o momento k, acoplamento repulsivo g/c e a energia E/N¢, respetivamente. Onde o dominio
de k é 0, 7. Tanto g como E/N estdo normalizados respeito do parametro c(= h*/m), e além disso foi asumido L = 1
por comodidade.
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Figura 3: Relacao discreta entre a energia total e acoplamento repulsivo de contato.

C. Modelo LL para N=3

Nesta parte usou-se os resultados de Takahashi [24]. Seja a fungad de onda, Eq. ,

\I/(J,‘l To .133) :A123€i(k111+k2$2+k33¢3) +A213ei(k211+k1m2+k3m3) +A132ei(k1$1+k3$2+k213)
) )

i (k k k i(k k: k i (k k k
_|_A321€2( s3x1+keza+kixs) —|—A231€l( 21 +kszatkixs) +A31261( sz1t+kixo+ 2963)7 (25)

com dominio de validade x1 < x5 < x3.
Aplicando a condigao de continuidade, Eq. , para cada x;, se derivam as 6 combinagoes possiveis

An23/Ag1z = — (k1 — ka2 +iny)/ (k1 — ka2 — iny),
Aqo3/A132 = — (ko — k3 + iny)/ (ke — ks — iny),
Ao13/A231 = — (k1 — ks +invy)/ (k1 — ks — iny),
Aisa/As12 = — (k1 — k3 +iny)/(k1 — ks —invy),
Aza1/Agzy = — (k3 — ko +iny)/ (ks — ka2 — iny),
Azo1/Az12 = — (k2 — k1 +iny)/ (k2 — k1 — iny). (26)

A partir desta equagao se define a a relacao de Yang-Baxter como a relacao de proporcionalidade entre os
parametros Ap, como

Yab = —(ka — ki + in7) /(ka — by — i), (27)

onde Agpe = YapApae, (a,b,¢) = 1,2,3., para os 6 casos.



Por meio da relacao de Yang-Baxter, a Eq. pode ser reduzida para

Aqag = —C(k1 — ko + iny) (k1 — k3 + invy) (k2 — ks + invy),
Ag1z = —C'(ka — k1 + iny) (k1 — ks + iny) (k2 — k3 + iny),
A1ze = —C(ky — ko + iny) (k1 — ks + iny) (ks — ko + iny),
Aszor = —C(ko — ky +iny) (ks — k1 +iny) (ks — ko + iny),
A1 = —C(ko — ky +iny) (ks — k1 +iny) (ks — k3 + invy),
( ) ) )

A312 =-C kl - k2 + m'y kg - kl + m’y ]fg - ]ﬂg + m’y . (28)
onde C é uma constante de proporcionalidade.
Aplicando a condicao de periodicidade, Eq. @, na funcao de onda, se conseguem
gkl _ (Fr ke z:n’y ki — ks + Z:”’Y ’ (292)
k1 — ko —invy k1 — ks —invy
gikal _ ko — k1 + z:rw ko — ks + Z:”’Y 7 (29D)
ko — k1 —inyy ko — k3 —invy
gikal _ ks — ki1 + z:n’y ks — ko + z:n'y _ (29¢)
ks — k1 —iny ) \ k3 — ko —iny
Aplicando no caso em que o momento total é nula, P = 0, seja
k= ko — k1, k14 ko= —ks. (30)
As Eqgs. (29a)-(29¢) s@o reescritas assim
= 207 )
s _ (Ebimy )0+ 2im )~ i) 10
k —iny (k — 2inv)? — k3
pikal _ k4 3ks + 221n7 k —3ks — 22:717 . (31b)
k + 3ks — 2iny ) \ k — 3k3 + 2iny
As fases da funcao de onda, Eq. , adotam a forma
(i) = k11 + koxo + k3zg = ki (21 — 23) + k(22 — 23),
(it) = (ko1 + k12 + k3w3 = k(w2 — x3) + k2 (21 — 23),
(191) = k121 + ksxo + koxz = ki (21 — 22) + ka(23 — 2),
(Z’U) = kg(El —+ kQZL’Q + ]{71£C3 = kl(LEg — .’tl) —+ kQ(l’Q — 5[’1)7
(’U) = ]{521‘1 + kgl‘g + k1$3 = kl(xg — IQ) + ]{32(1’1 — 1‘2)7
(’UZ) = ksx1 + kixo + koxs = k‘1(.132 — .131) + k2($3 — 3:1). (32)

A funcao de onda depende das distancias relativas entre dois sitios diferentes.
Para determinar o acoplamento repulsivo, g, se considera como primeiro caso, o limite k1 = ko = k, a qual

implica k3 = —2k. Entéo, as Eqgs. , (31a)) e (31b)), sdo reduzidas para
Aoz = —A213, A132 = —Aaa1, Aza1 = —Az12, (33a)
et = (3k +invy) /(3k — iny). (33b)
O acoplamento repulsivo tem a forma, desde a Eq. (33b]),

g= 3—h2ktan(kL/2) (34)

Expressao funcionalmente semelhante ao obtida para N = 2.
Como consequéncia dos parametros serem opostos, Eq. (33al), a fungdo de onda é nula. Isto quer dizer, que
a funcao somente existe para qualquer valor dos pseudo momentos ki # ko.



Outro limite seria assumir que k3 = 0, entao k1 = —ky = k, neste caso se conseguem: Os parametros

Argz = —C(2k + iny)[k* + (n7)?],
Agiz = —C(2k — iny)[K* + (nv)?],
Ayzg = —C(2k +iny) (k + iny)?,
Aszgr = —C(2k — inv)[k* + (ny)?],
Aogr = —C(2k — iny) (k — inv)?,
Az = —C(Qk + in'y)[kz + (TL’Y)2] (35)
As fases
(1) = k(z1 — 22),
(Z’L) = k(l‘g — l‘1),
(Z’LZ) = k‘(l‘l — .’L‘3),
(iv) = k(x3 — z2),
(v) = k(xz3 — 1),
(vi) = k(z2 — x3), (36)
e
- 2k +iny \ [k +iny
ikl __
¢ (2k—in7> (k—in’)/)' (37)
Por um lado,desde Eq. (37)), se deriva o acoplamento repulsivo
3h2
g="—k[—cot(kL/2) £ \/9(cot(kL/2))% + 8], (38)

e por outro lado, usando as Eqs. (35]) e , se observa que a funcao de onda é nao nula, e que depende
claramente das distancias relativas dos sitios.

Finalmente, nota-se que se o ntimero de bdsons continua aumentando, o sistema se torna cada vez mas
complexo, tornando o anstaz de Bethe intratdvel. Uma alternativa para estas questoes é resolver em forma
numérica, ou refinar o proprio ansatz.

IV. CONCLUSOES

O anstaz de Bethe é uma ferramenta 1til na resolugao de diversos modelos unidimensionais. Neste trabalho
ele foi aplicado para um modelo de um géds bosonico repulsivamente interagente para N = 2 bdsons. Além
disso, foi determinado a energia para o estado fundamental, assim como o comportamento do acoplamento
repulsivo de contato como funcao do parametro adimensional de Lieb-Liniger e a fungao de onda desse sistema
em particular. Finalmente, analisamos algins casos particulares para N = 3 bdsons, onde foi calculada o
acoplamento repulsivo.
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