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Introducao

Neste trabalho, estamos interessados em descrever a dinamica populacional
através de modelos matematicos simples, para os quais uma solucao numérica é
facilmente obtida por iteragoes ou métodos mais elaborados, como o de Fuler-
Cromer.

Esses modelos sao interessantes a medida que incluem restrigdes ambientais
e ecologicas ao crescimento das espécies, mimetizando o comportamento real de
como populacoes modificam-se e interagem na natureza.

Em particular, abordaremos dois tépicos: o crescimento de uma espécie iso-
lada, modelado através do mapa logistico e a oscilagao populacional de presas e
predadores, com interagao descrita pelas equagoes de Lotka- Volterra. Em ambas
situagoes, empregaremos ferramentas da teoria de sistemas dinamicos, como os
expoentes de Lyapunov, para estudar a estabilidade das solucoes obtidas.

1 Meétodos

Pontos fixos de periodo 1

Neste exercicio, queremos analisar o crescimento populacional de uma espécie
isolada e na auséncia de predadores. Para isso, vamos construir um modelo
matematico que abstraia nossa percep¢ao da dinamica dessa populagao, satis-
fazendo, para tanto, duas hipoteses fundamentais:

1. Mais animais implica em nimero maior de descendentes.

2. Existe um limite superior para o nimero de animais que podem habitar
sustentavelmente o ambiente.

A principio, poderiamos utilizar o seguinte modelo:

dN(t)
dt
onde N (t) é o niimero de animais em um determinado tempo e o quantifica

a taxa de reprodugdo. Como estamos interessados em resolver numericamente
as equacoes do modelo, discretizamos o tempo em unidades caracteristicas do

— aN() (1)



sistema (nesse caso, o intervalo entre geragbes At) e reescrevemos a derivada
em termos da derivada para frente. Com isso, vem que:

Ni+1 = (1 + O[At) Nz = TNi (2)
—_———
T
onde NN; é o numero de animais na i-ésima geracao. Com efeito, sabemos que
a solucao para tal modelo é uma exponencial crescente e que, por isso, nossa

hip6tese de uma populacao finita néo estda contemplada. Para corrigir o modelo,
inserimos um novo termo, de modo que N;; pode ser escrita como:

Ni
Ni+1 = TN,L‘ <1 - Nmaw) (3)

Com essa corregdo impomos um limite superior (Ny,q.) para a populagdo, a
partir do qual ela nao cresce mais. Para mantermos a independéncia relativa as
dimensoes do problema, normalizamos o termo N;, definindo x; = N;/Nyqu:

Tit1 = ’I’(El(l — xz) (4)

Essa equacao é denominada mapa logistico e descreve um crescimento popu-
lacional sob as hipoteses restringentes que enumeramos. Podemos reescrever a
Equagao 4| do seguinte modo:

Ti+1 = G(Q?Z) = rmi(l — Iz) (5)

Onde definimos o mapa G(x). Estaremos interessados, para efeito de andlise
do modelo, em determinar para quais valores de x; a populacao nao se altera
em geracoes subsequentes, isto é, para quais Z:

T =G(2) (6)

Esses  sao denominados pontos fizos do mapa. Para o mapa logistico G, as
solugoes sao:
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Como r > 1, Z € [0,1], como esperdvamos. Note que ambas solucdes
independem de x; em qualquer geracao, sendo completamente ditadas pelo
parametro r.

Feita esta introdugao, podemos particularizar os métodos de solugao para
cada letra do Exercicio.

Letra A



Precisamos calcular as solugdes para a Equacao [6] que nos fornece os pon-
tos fixos para um determinado valor de r. Para isso, plotamos, utilizando a
biblioteca matplotlib da instalacao cientifica padrao do Python, os gréaficos das
seguintes funcoes:

flz) = (7)
g(x) =rz(l—x) (8)

E verificamos as interse¢oes para cada valor de r € {1,2,2.5}.
Letra B

Neste exercicio, precisamos calcular a fragdo da populagdo maxima (z;) exis-
tente em cada geragdo para distintos valores de populagdo inicial (xg) e do
parametro r, que dita a reprodugao da populacao. Para simular, escolhemos
valores de ¢ € {0.3,0.6,0.9} para cada r € {1,2,2.5}.

Podemos agora, descrever a implementacao do programa. Primeiro, defini-
mos as seguintes variaveis:

real*8 r, x1, x2, x3
integer niter, i
parameter (niter = 20)

Associadas ao r, aos valores de x( escolhidos e a parametros da simulagao,
como o indice da geragdo (i) e o nimero de iteragoes (Njter). Aqui, o nimero
de iteragoes foi escolhido como N, = 20 porque a populagao tende a um valor
fixo apds poucas iteragoes (=~ 10). Apés isso, abrimos o arquivo de saida e
inicializamos as varidveis:

'0utput
open(10, file='exerclbR2.dat')

!Condigdo inicial

x1 = 0.3d0
x2 = 0.640
x3 = 0.940
i=0

r = 2.0d0

E iteramos x; usando o mapa logistico GG, armazenando o resultado em cada
geragao:

do while (i .1t. niter)
write(10,%)i, x1, x2, x3
x1 = x1*r*(1.0d0-x1)
x2 = x2*r*(1.0d0-x2)
x3 = x3*r*(1.0d0-x3)
i=1i+1

enddo



Com os dados gerados, plotamos a fracao da populagdo maxima na i-ésima
geragdo (x;) em fungdo do nimero de iteragoes. A partir destes, verificamos a
evolugao da populagao, atestando se o valor final correspondia aos pontos fixos
calculados na Letra A para cada r e se estes eram, de fato, independentes da
populagao inicial (zg).

Letra C

Neste exercicio, queremos estudar a estabilidade do mapa logistico. Pode-
mos fazer isso, calculando a distancia entre trajetorias adjacentes, cujos valores
iniciais diferem por um real diminuto, que denominaremos e. KEssa distancia
pode ser matematicamente expressa como:

d; = G(l) (.TQ + E) — G(l) (:L‘()) (9)

onde G (z;) = G(GU~V(x;) é uma composigao sucessiva do mapa aplicada
ao ponto x;.

A convergéncia ou divergéncia de d; reflete nossa expectativa de que tra-
jetérias adjacentes sdao, ou nao, estaveis quanto a perturbacoes de xy. Para
calcular d;, fixamos r = 2.5 e tomamos zg € {0.1,0.3,0.5,0.7,0.9}, calculando
d; em cada iteragao e armazenando o resultado num arquivo externo.

Agora, descrevemos os detalhes da implementagdo. Declaramos as varidveis
do problema:

real*8 r, x1, x2, x3, x4, x5, g
real*8 d1, d2, d3, d4, d5, eps
real*8 x10, x20, x30, x40, x50
parameter (eps = 1.0d-4)

integer niter, i
parameter (niter = 100)

onde x1 e x10 sao a populacao perturbada e nao perturbada, respectiva-
mente, d1 é a distancia, como definida anteriormente e eps é a magnitude (&)
perturbacdo. A escolha de € é arbitraria, uma vez que a taza de convergéncia
de d; independe da magnitude da perturbagao. Isso ficard claro na Letra D,
quando abordarmos os expoentes de Lyapunov.

Apds isso, inicializamos as varidveis (apenas uma inicializa¢do é mostrada)
e iteramos as distancias, atentando as composigoes sucessivas do mapa G:

open(10, file='exerclcR25.dat')

x1l = 0.1d0
x10 = x1 + eps
i=1

r = 2.5d0

do while (i .1lt. niter)



dl = dabs(g(x10, r) - g(x1, 1))
x1 = g(x1, 1)
x10 = g(x10, r)

write(10, *)i, di
i=1i+1
enddo

Onde g(x,r) ¢é o mapa, definido como a seguinte fungao:

real*8 function g(x, r)

real*8 x,r
g = r*x*(1.0d0-x)

return

end function g

Com os dados gerados, plotamos os graficos da distancia d; em fungao do
namero de iteragoes e verificamos que d; decai exponencialmente.
Feito isso, ajustamos a cada curva um modelo exponencial da forma:

d; = ae (10)

Utilizando minimos-quadrados nao-linear, mais especificamente o método de
Levenberg-Marquardt. Nesse caso, como nosso modelo é representativo do de-
caimento apenas apés um numero suficientemente elevado de iteragoes, descon-
sideramos os 10 primeiros pontos de d;, ajustando aos 90 pontos remanescentes.

Para estimar o erro associado a cada coeficiente do ajuste, utilizamos o desvio
padrao de 1o, calculado pela raiz quadrada dos termos diagonais da matriz de
covariancia do ajuste.

Letra D

Outra maneira de compreender o decaimento de d; e analisar a estabilidade
(convergéncia ou divergéncia) das trajetdrias é através do expoente de Lyapunov,
definido como:

n—1
1 ,
A== 3" In|G ()] (1)
=0

onde G’(z;) é a derivada do mapa aplicada ao ponto z;, com z; = G (zo).
Com efeito, este A é aproximadamente a taxa de decaimento de d;, ou seja, deve
corresponder aos coeficientes § que obtemos nos ajustes da letra C.

Para calcular A, adotamos procedimento similar & letra C: fixamos r = 2.5
e tomamos x( diversos no conjunto {0.1,0.3,0.5,0.7,0.9}.

Quanto a implementagao, declaramos as variaveis e pardmetros do problema:



!Parametros do problema

real*8 r, x1, x2, x3, x4, x5, g, gl
real*8 11, 12, 13, 14, 15

integer niter, i

parameter (niter = 100000)

Abrimos o arquivo de saida e especificamos as condig¢Oes iniciais:

!Output
open(10, file='exercldR25.dat"')

!Condigdo inicial

i=0

x1 = 0.1d0
x2 = 0.3d0
x3 = 0.5d0
x4 = 0.740
x5 = 0.940
r = 2.5d0

E iteramos Nje, = 10° vezes segundo a Equacao

do while (i .le. niter-1)
x1 = g(x1l, r)
11 = 11 + dlog(dabs(gl(xl, r)))

x2 = g(x2, 1)
12 = 12 + dlog(dabs(gl(x2, 1)))

x3 = g(x3, 1)
13 = 13 + dlog(dabs(gl(x3, r)))

x4 = g(x4, r)
14 = 14 + dlog(dabs(gl(x4, 1)))

x5 = g(x5, 1)
15 = 15 + dlog(dabs(gl(x5, r)))

i=1i+1
enddo

write(*, *)11/niter, 12/niter, 13/niter, 14/niter, 15/niter

A escolha de Ny, foi guiada pelo fato de que d; s6 apresenta a forma
exponencial para um nimero suficientemente grande de iteragées. Desse modo,
A s6 se aproxima do coeficiente 8 de decaimento de d; tomando um nimero de
iteragoes elevado.



Ap0ds isso, comparamos os valores A\ aos coeficientes § ajustados na letra C,
atestando se nossas escolhas metodolégicas produzem resultantes mutuamente
consistentes.

Dobras de periodo e caos

Neste exercicio, nosso intuito é aprofundar o entendimento do mapa logistico,
estendendo as técnicas descritas no Exercicio 1 para valores de r > 3. Para esses
casos, 0 mapa logistico passa a ter pontos fixos de periodo dois e superiores com
solugoes nao triviais.

Definimos um ponto fixo de periodo dois como a solugao da equagao:

z = G(G(2)) (12)
Que podemos expandir do seguinte modo:
1
ra’c3—2r9ﬁ2+(r—1)i‘+r—2—1:0 (13)

E que tem as seguintes solugoes:

To=0 (14)
1

T, =1—= 1

T . (15)
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m¢—§;o+riv 3 w+r) (16)

Note que a existéncia de duas solugoes (periodo dois) estd condicionada &
seguinte restricao:

r?—2r—3>0 (17)

Que sé é satisfeita se r > 3.
Letra A

Neste exercicio, adotamos procedimento similar aquele da letra A do Exercicio
anterior. Definimos a funcao identidade e a composicao dupla do mapa e veri-
ficamos a interse¢cao das duas fungoes para r = 3.2. Apds isso, comparamos o
resultado as solugoes preditas para a Equagao

Letra B

Neste exercicio, queremos construir o diagrama de bifurcacdo do mapa logistico,
que evidencia e clarifica o significado dos pontos fixos de periodo 2" e o surgi-
mento do caos deterministico.

Para obter o diagrama, adotamos o procedimento convencional das imple-
mentagoes. Declaramos as varidveis utilizadas:



real*8 r, x, rmin, rmax
real*8 g

integer i,j, nr, niter
parameter (niter= 10000)
parameter (nr = 100000)
parameter (rmin = 2.5d0)
parameter (rmax = 4.0d0)

onde 7, "min € Tmaz, €specificam o valor de r em cada iteragao e seus valores
minimo e maximo, g é a fungdo do mapa, n, é o numero de r gerados e Njzer é
o numero de vezes que executamos o mapa g sobre um ponto x, para obter um
ponto fixo.

Como queremos manter o diagrama uniforme, obtendo diversos = no inter-
valo [0,1], temos de inicializar a simula¢do com um xo diferente a cada passo.
Caso contrario, obterfamos um diagrama de bifurcacao apenas com alguns ra-
mos, sem a caracteristica distribuicao no eixo y. Utilizamos, para tal, um ge-
rador de nimeros pseudoaleatérios.. Ele é baseado na classe dos geradores
conhecidos como Xorshift, de perfodo 2192 — 1, suficientemente elevado para
nossos propositos. Com ele, somos capaz de gerar x( distintos para cada etapa
da simulacao.

Assim, iteramos para os diversos valores de r, obtendo, em cada iteragao,
um ponto fixo do mapa, fazendo:

do i=1,nr
r = rmin + (rmax-rmin)/dfloat(nr) * dfloat(i)
! Gera um x inicial
call random_number (x)
do j=1,niter

x = g(x,r)
enddo
write(10,*)r, x

enddo

Com os dados gerados, plotamos o diagrama de bifurcagao, sobre o qual
discutiremos na Secao de Resultados.

Letra C

O objetivo deste exercicio é estimar a chamada constante de Feingenbaum.
Essa constante, definida como:
Tk — Tk—1

6= lim

18
k—oo T4l — Tk ( )

Estéa relacionada com a taxa de bifurcacao de mapas com um minimo quadratico.
No nosso caso, vamos apenas estima-la porque somos capazes de calcular apenas
o termo com k = 2, de modo que obteremos:



5 =2""1 (19)

T3 — T2

Para fazer isso, tomamos o diagrama de bifurcacao da Letra C e delimitamos,
visualmente, os pontos onde as dobras de periodo se iniciavam. A incerteza nesse
procedimento é baixa porque, dada escolha de N, = 100000, os 7’s estao bem
préximos e a delimitagao das bifurcagoes é clara.

Letra D

Neste exercicio, queremos estudar a regiao do caos deterministico acessada
por valores de r > 3.569946.

Primeiro, calculamos e plotamos a fracao do valor méximo da populagao (z;)
em fungdo do nidmero de geragoes (i). O procedimento aqui é similar aquele
descrito na Letra B do Exercicio 1, exceto pela escolha de r = 3.75 acima do
limiar do caos.

Apés isso, produzimos um grafico da distancia (d;) em fungdo do nimero
de geracoes (i), mantendo ¢ = 10~%. Aqui, como o comportamento do sistema
é cadtico, esperamos que as trajetorias divirjam. Seguindo o método delineado
no Exercicio 1, ajustamos um modelo exponencial da forma:

d; = ae’

Aos n = 16 primeiros pares (d;, 7). Essa escolha de n baseia-se no fato de
que, para os valores iniciais escolhidos {0.1, 0.3, 0.5}, antes de 16 interagoes, a
distancia d; é aproximadamente regular. Apds isso, observamos diversas irregu-
laridades bruscas que contaminam o ajuste e tornam-o insatisfatorio.

Por ultimo, calculamos os expoentes de Lyapunov para cada valor de xg €
{0.1,0.3,0.5} seguindo a mesma metodologia do Exercicio 1, e comparamos os
expoentes aos coeficientes S do ajuste exponencial as distancias.

Modelo predador-presa

Queremos aprimorar o modelo ecolégico explorado nos exercicios anterio-
res, incluindo uma segunda espécie e modelando a influéncia reciproca de cada
uma das populagoes. Um dos modelos mais simples a ser considerado é o mo-
delo predador-presa ou Lotka-Volterra. Nesse modelo, as populagoes das duas
espécies respeitam as seguintes equagoes diferenciais

d

d—? =ax — bxy (20)

d

d—i = —cy +dxy (21)
(22)

onde z é a populagao de presas, y a populacao de predadores e a, b, c e d sao
constantes associadas ao crescimento individual de cada populagao e a interagao



entre elas. Vamos precisar o significado dessas constantes na metodologia da
letra A

Apesar de mais realistico, esse modelo possui hipéteses que limitam a sua
capacidade preditiva:

1. Sempre hé comida para as presas.

2. Nao ha outra fonte de alimento disponivel aos predadores, que nunca se
saciam.

3. As taxas de variagdo das populagoes s6 dependem do seu tamanho. In-
teragoes ou mudangas do meio ambiente nao sao levadas em conta.

Letra A

Queremos, neste exercicio, discutir as constantes a, b, ¢ e d que aparecem
no modelo de Lotka-Volterra e seu significado no escopo das simulacoes. Por
analogia ao mapa logistico, podemos tragar alguns paralelos:

e a: caracteriza a taxa reprodutiva da populagao de presas na auséncia de

predadores. Sua unidade é 7!, indicando que tem caracteristicas de uma
frequéncia reprodutiva.

b: caracteriza o declinio populacional de presas induzido pela predacao.
Tem unidades de 77117, onde I é o nimero de individuos. Isso signi-
fica que ela mensura o declinio populacional de presas relativamente ao
tamanho da populacao de predadores.

c: caracteriza o declinio populacional natural de predadores, quando na
auséncia de presas. Tem as unidades de a.

d: caracteriza o aumento populacional da populacao de predadores indu-
zido pela oferta de presas. Tem as unidades de b.

Letra B

Nesse exercicio, vamos utilizar o método de FEuler-Cromer para resolver
as equagoes diferenciais do modelo de Lotka-Volterra. A justificativa para a
utilizacao deste método e nao qualquer outro serd clarificada posteriormente,
quando abordarmos a periodicidade da solugao para o modelo.

Para reescrever as equagoes, vamos fazer um paralelo com as simulagoes
dindmicas realizadas nos projetos anteriores. Nelas, tinhamos um par de equagoes
na forma:
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dx

= =) (23)

dv

=) (24)
(25)

Para o modelo de Lotka-Volterra, podemos considerar entdao a influéncia
de y sobre x, vendo % como o andlogo a derivada da velocidade ou fazer o
procedimento inverso. Desse modo, podemos, empregando o método de Fuler-
Cromer, escrever as equagoes que descrevem a populagdo de presas (por isso

iteramos os predadores antes):

Yir1 = (1 = cAt)y; + dAt z;y;
Ti41 = (1 + (lAt)Q?i — bAt TilYi+1

E, similarmente, iterando a populacao de presas antes, descrever a populagao
de predadores:

Tit1 = (1 + aAt)xi — bAt T;Y;
Yir1 = (1 — cAt)y; + dAt 2541y

Para implementar a solugdo em FORTRAN, declaramos, inicialmente, as
varidveis e parametros do modelo:

! Parametros do modelo
real*8 a, b, c, d
parameter (a=2.0d0/3.0d0)

parameter
parameter
parameter

(b=4.0d0/3.0d0)
(c=1.0d0)
(d=1.0d0)

! Parametros e variaveis da simulacao
real*8 dt, dur, t

parameter (dt=1.0d-4)

parameter (dur=100.0d0)

I Variaveis

! Populacao de
real*8 x0, xi,
! Populacao de
real*8 y0, yi,

presas
xf
predadores

yf

Onde dt é o passo da simulagao, que discutiremos na letra C. Apés isso,
especificamos as condigoes iniciais do sistema:

11



! Condicoes iniciais

t = 0.0d0
x0 = 0.4d0
y0 = 0.8d0

Abrimos os arquivos de saida e iteramos, utilizando o procedimento descrito:

! Saida
open(20, file='exerc3b-0.4-0.8.dat')

do while (t .le. dur)
yi = (1-c*xdt)*y0 + d*dt*x0*y0

xi = (1+a*dt)*x0 - bkxdt*xO*yi
xf = (1+a*xdt)*x0 - b*dt*x0*y0
yf = (1-c*dt)*y0 + dxdt*xf*y0

write(20, *)t, xi, yf

t =t + dt

x0 = xi

yo = yf
enddo

Isso conclui o nosso algoritmo padrao para resolucao das equagoes de Lotka-

Volterra para diversas escolhas de parametros e condicoes iniciais.

Letra C

Nesse exercicio, estamos interessados em utilizar o modelo de Lotka-Volterra

para verificar a dindmica temporal das populagoes. Para tanto, uma escolha
cuidadosa do intervalo temporal dos passos (At) é necesséria.

-~ W

Nossa escolha de At é baseada na seguinte heuristica:

Fixe condi¢bes iniciais (2o, yo). No nosso caso (zo,yo) = (0.1,0.1).

Tome um At. No nosso caso, tomamos At € {1071,1072,1073,107%,10~°}.
Construa, para cada At, o espago de fase dos pontos x;, ;.

O At 6timo é aquele para o qual, qualquer outro At menor que ele, produza
uma trajetéria indistinguivel.

Esse procedimento garante que a escolha de At combine precisdo dos resul-

tados com tempo de execugao razoavel.

Com At determinado, simulamos, para diversos conjuntos de valores iniciais,

o comportamento das populagoes de presas e predadores. Em particular, adota-
mos as condigoes iniciais como (g, yo) = {(0.4,0.4), (0.8,0.4), (1.6,0.4), (1.6,3.2) },
que refletem situagoes distintas de dominéancia de predadores ou presas.

12



Ap0s isso, comparamos a dinamica das populagoes interagentes aquela estu-
dada nos Exercicios 1 e 2, que trata de populagoes isoladas.

Letra D

Com o algoritmo descrito na letra B, calculamos as trajetérias para as 4
condigdes iniciais especificadas na letra C. Como ficard evidente posteriormente,
o modelo de Lotka-Volterra também possui um ponto fixo estacionario. Podemos
obter as coordenadas desse ponto (z,,y,) por raciocinio similar ao empregado
para o mapa logistico: os pontos fixos devem ser limites a partir do qual iteragoes
sucessivas nao alteram o estado da populagao.

Nesse sentido, estipulamos que os pontos x,, e y, sejam as solugdes para as
equagoes:

zp = (1 + alAt)z, — bAtzpy, (30)
yp = (1 — cAt)y, + dAt z,y, (31)

Rearranjando os termos, encontramos a seguinte solugao:

c a

Tp = = = — 32

p d yp b ( )

Que verificaremos estar de acordo com os graficos produzidos para as tra-
jetorias no espaco de fase.

Letra E

Neste exercicio, estamos interessados em aplicar o modelo de Lotka-Volterra
a uma situagao real, comparando as predicoes do modelo a dados sobre as
populacoes de lebres e linces no Canada no inicio do século XX. Para tanto,
utilizaremos os parametros de simulacao como:

(a,b,c,d) = (0.481,0.025,0.927, 0.028)

E plotaremos tanto como as populagoes modificam-se como fungao do tempo
quanto a trajetéria que elas descrevem no espaco de fases.

Para atestar a qualidade das predigoes do modelo, utilizaremos uma es-
tatistica simples, que é o desvio populacional (AP) definido como:

AP = Pjutq — Prv (33)

onde Py, é a populagao, num determinado ano, segundo os dados fornecidos
e Pry é a populagao predita, para o mesmo ano, pelo modelo das equagoes de
Lotka-Volterra.

Outros aspectos sobre o modelo, como o aparecimento e manutencao de
populacoes muito pequenas e a capacidade regenerativa das espécies, serao dis-
cutidos na Secao de Resultados.
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2 Resultados
Pontos fixos de periodo 1

Letra A

Calculamos graficamente a solucao para r € {1,2,2.5}, conforme evidenciado
na Figura[l] O grid de fundo deixa claro as solugoes =0, z = 0.5 e Z = 0.6
parar =1, r =2 e r = 2.5, respectivamente.

Ponto fixo de periodo um

1.01 r=1.0
| — r=20
— r=25

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
X

Figura 1: Pontos fixos de periodo um.

Letra B

Agora, vamos plotar, para cadar € {1,2,2.5}, a fragdo mdxima da populacao
(z;) em funcdo do nimero de iteragoes (i).
Inicialmente, para r = 1 e 2y € {0.3,0.6,0.9}, obtivemos o grafico da Figura
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em fun¢ao do numero de iteracoes para diferentes valores

12 14 16 18 20

Figura 2: Populagao
iniciais.

Note que, para esse caso, x; tende assintoticamente para x; = 0, como
esperavamos para essa escolha de r.

Agora, para r = 2, com a mesma escolha de populagoes iniciais, obtivemos
o grafico disposto na Figura

r=2
0.97-# e x0=0.3
08 Xo=0.6
' = x0=0.9
0.7
0.6
<
0.5 o g
0.4 o
031 @ "
0.2 -

0 2 4 6 8 10

i
Figura 3: Populacao em fungao do numero de iteragoes para diferentes valores
iniciais.

12 14 16 18 20

Novamente, atestamos que z; tende a 0.5, ponto fixo para r = 2, indepen-
dentemente da escolha de zg.
Por fim, para r = 2.5, com a mesma escolha para z(, obtivemos o gréafico da

Figura [4]
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r=25

091 = e x0=0.3
X0=0.6
0.8 0
= x0=0.9
0.7
0.6
s
0.5 R R R R e o
0.4 2.
0.31 e n
0.2 =

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
i
Figura 4: Populacdo em fungao do ntimero de iteracoes para diferentes valores
iniciais.
Que conclui nossa validagao da letra A, mostrando que a populagao tende
ao ponto fixo independentemente da escolha de xy e cai bruscamente se zg é
maior que Z, o ponto fixo do mapa.

Letra C

Agora, vamos tratar da distancia entre trajetérias adjacentes (para & =
10~%). Seguindo a metodologia descrita, plotamos a distancia como funcio do
numero de iteragoes, a partir da décima. Importante notar que, embora a escala
va até a trigésima iteragdo (para melhorar a visualizacdo), o ajuste é feito com
0s 90 pontos remanescentes apds a décima iteragao.

Parar = 2.5, xg = 0.1 e zp = 0.3 , obtivemos os graficos dispostos na Figura

e na Figura [0]

le-7 r=25x,=0.1 le-8 r=25x,=0.3
* Dados * Dados

3.5
Ajuste 2.5 Ajuste

2.0

2.0 15

1.0

0.5

0.0 0.0

Figura 5: Distancia em funcao do Figura 6: Distancia em fungao do
nimero de iteragoes para xg = 0.1. namero de iteracoes para xoy = 0.3.

Note que, em ambos os casos d; decai exponencialmente. Isso significa que,
para o r escolhido, as trajetérias sao convergentes e independem da populagao
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inicial.

Com intuito de aprimorar a disposi¢ao das informagoes, abordaremos os co-
eficientes exponenciais dos ajuste na letra D, quando analisarmos os coeficientes
de Lyapunov para cada condi¢ao inicial escolhida.

Por completeza, seguindo o guia de execugao do projeto, apresentamos também
as distancias calculadas para a r = 2.5 e as condigoes iniciais zg = 0.5, zo = 0.7
e zo = 0.9, como dispostas nas Figuras[7] [§] e [0}

le-11 r=2.5x,=0.5 1e-8 r=25x,=0.7

* Dados * Dados
—— Ajuste 2.5 —— Ajuste

2.0 2.0

0.5 0.5

0.0 0.0
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 10 12 14 16 8 20 22 24 26 28 30

Figura 7: Distancia em funcao do Figura 8: Distdncia em fungao do
nimero de iteragoes para xg = 0.5. namero de iteracoes para zo = 0.7.

le-7 r=2.5x9=0.9

* Dados
—— Ajuste

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
i
Figura 9: Distancia em fungao do numero de iteragoes para zg = 0.9.

Letra D

Nosso intuito agora é comparar, para cada zy escolhido na letra C, o coe-
ficiente exponencial do ajuste ao expoente de Lyanpunov. Para cada x(, com-
pilamos o coeficiente do ajuste e o expoente de Lyapunov (truncado na mesma
quantidade de casas decimais que o coeficiente do ajuste), como consta na Ta-

bela [l
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Tabela 1: Compilacao dos coeficientes do ajuste e dos expoentes Lyapunov

x Ajuste Lyapunov
0.1 -0.69288 £ 0.00003  -0.69314
0.3 -0.69336 £ 0.00002  -0.69316
0.5 -0.69304 + 0.00001  -0.69304
0.7 -0.69336 + 0.00002  -0.69443
0.9 -0.69288 + 0.00002 -0.692502

Os dados da Tabela [[l mostram um bom acordo entre os coeficientes do
ajuste exponencial e os expoentes de Lyanpunov. De fato, eles revelam o claro
paralelo que existe entre o decaimento da distancia entre trajetorias préximas
no mapa logistico e um coeficiente de Lyapunov negativo.

As diferencas nos resultados, que sdo da ordem de 1072 a 10~3 podem es-
tar relacionadas a escolha do passo de iteragao para o calculo do expoente de
Lyapunov ou, mais possivelmente, as limitagoes metodoldgicas atreladas a nossa
escolha de ponto inicial do ajuste e do nimero de pontos ajustados.

Dobras de periodo e caos

Letra A

Calculamos graficamente as solugoes para r = 3.2, conforme disposto na
Figura As linhas tracejadas (em preto) representam as solugoes analiticas
para os pontos fixos do mapa, como descrevemos nos métodos.

101 fr=x
G(G(x))

0.8

= G(x)

f(x)

0.2

0.0

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
X

Figura 10: Solugoes de periodo dois para o mapa logistico.

As solugdes para os pontos fixos sdo:
(Z1, o, T3,T4) = (0,0.6875,0.51304,0.7994)

Letra B
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Plotamos o diagrama de bifurcacao, seguindo o método delineado, como ex-
posto na Figura[ll] As marcagoes em vermelho indicam o surgimento das dobras
de periodo e as coordenadas r associadas serao importantes na determinacao do
coeficiente de Feigenbaum.

Diagrama de bifurcagdo

2.8 3.0 3.2 3. 3.6 3.8 4.0

Figura 11: Diagrama de bifurcacao.

Letra C

Com o diagrama de bifurcagao da letra C, podemos estimar o segundo termo
da série que converge para a constante de Feigenbaum. Esse termo pode ser
exXpresso como:

To —T1
0 = —— (34)
ry — T2

Para determinar a constante, seguimos o procedimento de delimitagao visual
da bifurcagao, descrito nos métodos. As Figuras [[2] e [[3] mostram os gréficos
produzidos para auxiliar no processo de determinagao de o e r3.

Periodo 4 Periodo 8
0.48 0.39
0.47
0.38
0.46
0.45 037
X 0.44 x . — e - -
0.43 036 -
0.42
0.35
0.41
0'3.4490 3.4492 3.4494 3.4496 3.4498 3.4500 3.4502 0‘365430 3.5435 3.5440 3.5445 3.5450  3.5455 3.5460
r r
Figura 12: Dobras de periodo 4. Figura 13: Dobras de periodo 8.
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A partir dos gréaficos, encontramos ro = 3.449485 e r3 = 3.54407, além de
r1 = 3.0 que jé era conhecido analiticamente. Com esses valores, podemos calcu-
lar a constante §1, truncando, para facilitar a visualizagao, no quarto algarismo:

01 = 4.7522
Que difere de 8-10~%, cerca de uma parte por milésimo, da constante tabu-
lada:
01,tab = 4.7514 (35)

O resultado encontrado possui um erro diminuto relativo ao esperado, evi-
denciando que a bifurcagao para as dobras de periodo 2, 4 e 8 seguiu a razao de
Feigenbaum.

Letra D

Acessamos agora a regidao do casos deterministico, tomando r = 3.75 maior
que o limiar de r, = 3.569946.

Inicialmente, plotamos a fragdo maxima da populacdo (x;) em funcdo do
numero de iteracoes para trés condicoes iniciais g = 0.1,0.3 e 0.5, como consta

na Figura
i
|

0.8

0.6

.
0.4 — X0 =0.1
Xo =0.3
0.2 — x,=05

0 10 20 30 40

Figura 14: Fracao maxima da popula(;iéo em funcao do numero de iteracoes.

Nela notamos, claramente, o surgimento de uma dinamica irregular, com
variagoes bruscas a cada geracao e que é radicalmente alterada por mudancas
de condigoes iniciais. Essa é uma descrigao do chamado caos deterministico: a
regra de obtengao dos estados (o mapa) é determinista, mas a sensibilidade as
condicgoes iniciais mimetiza uma dinamica cadtica.

Para entender melhor o aparecimento do caos, podemos calcular as distancias
entre trajetérias adjacentes (para e = 10~%), para as condigoes iniciais da Figura
nominalmente xg = 0.1,0.3 e 0.5. Aqui, seguindo a metodologia, ajustamos
o modelo exponencial ao 16 primeiros pares (i, d;), devido & irregularidade geral
observada nas distancias a partir desse limiar.

Os gréficos explicitados nas Figuras e [T7 evidenciam o procedimento
e o resultado do ajuste.
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r=3.75 x,=0.1 r=3.75 x0=0.3
0.012

» Dados

0.0020
0.010

0.0015 0.008

-~ 0.006

5 0.0010 S

0.004

0.0005
0.002

0.0000 0.000

Figura 15: Distancia em funcdo do Figura 16: Distancia em fungao do
numero de iteragoes. nimero de iteragoes.

le-7 r=3.75x90=0.5

Figura 17: Distancia em fung¢ao do ntimero de iteragoes.

A partir dos graficos, observamos que trajetérias com condigbes iniciais
proximas, divergem ao longo das iteragoes. Isso estda de acordo com nossa ex-
pectativa, criada a partir da Figura de que haja uma forte dependéncia das
condigoes iniciais para o r escolhido.

Quantitativamente, podemos comparar o coeficiente exponencial do ajuste
aos expoentes de Lyapunov para r = 3.75. Para as condigoes iniciais utilizadas,
compilamos os resultados na Tabela[2] onde truncamos o expoente de Lyapunov
(calculado com n = 10° iteragoes) na mesma quantidade de algarismo significa-
tivos do ajuste.
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Tabela 2: Coeficientes do ajuste e expoentes de Lyapunov para r = 3.75.

g Ajuste Lyapunov

0.1 0.39 £0.05 0.36
0.3 0.31 £0.06 0.36
0.5 0.53 £0.04 0.36

Embora numericamente mais discrepantes que no Exercicio 1, possivelmente
devido a metodologia do ajuste e a irregularidade de d;, o fato de ambos os
coeficientes estarem em acordo indica que as trajetérias divergem e que, para a
regiao acessada acima de r = 3.569946, a dindmica é extremamente influenciada
pela escolha de condigoes iniciais.

Modelo predador-presa

Letra A

Ja abordamos o significado das constantes quando descrevemos o modelo na
secao de Métodos.

Letra B

Aqui, a resolugao trata da implementacao do coédigo que ja descrevemos nos
métodos.

Letra C

Antes de prosseguir com as simulacées do modelo, temos de estimar o inter-
valo temporal das iteragdes (At). Seguindo a metodologia descrita, obtivemos
o grafico disposto na Figura

Escolha de At
0.53

—— At=107?

At=10"3
—— At=10"%
— At=107°

0.48

0.47
1.768 1.770 1.772 1.774 1.776 1.778 1.780 1.782 1.784

X (u.a.)

Figura 18: Escolha do passo At.
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Com o resultado da Figura a escolha de passo temporal 6timo é At =
1074, j4 que qualquer outra escolha menor que ele produz uma trajetéria pouco
diferente e acarreta em tempos de execucao mais longos.

Com At bem determinado, podemos abordar as simulagoes. Para criar um
conjunto de gréaficos que representasse satisfatoriamente as predi¢oes do modelo,
escolhemos condigoes iniciais diversas e plotamos as populacoes de predadores

e presas em fungoes do tempo, como nas Figuras e

X0=04y9=04

2.00 —— Presa
—— Predador

E)
= 1.00

00 25 50 75 100 125 150 175 20.0
t(u.a.)

Figura 19: Populacao em fungao do
tempo.

X0=1.6y,=0.4

1.6{ —— Presa
—— Predador

10
3
X 0.8
0.6
0.4
0.2
0.0 25 5.0 7.5 10.0 125 15.0 17.5 20.0
t(u.a.)
Figura 21: Populacdo em funcao do
tempo.

Notemos alguns pontos:

X0=0.8y9=0.4

12

1.0
S —— Presa
2081 — Predador
x

0.4

00 25 50 7.5 100 125 150 17.5 200
t(u.a.)

Figura 20: Populacao em
tempo.

fungao do

Xo=1.6y9=3.2

51 — Presa
—— Predador

0 10 20 40 50 60

30
t(u.a.)

Figura 22: Populacdo em funcao do
tempo.

1. As solugbes sao oscilatorias. Diferentemente do mapa logistico, aqui, a in-
clusao de uma segunda espécie nao s6 limita o crescimento da outra, como in-
duz o aparecimento de uma dinamica populacional periddica. Isoladamente,
veriamos a populacao de presas crescer até o limite ambiental, enquanto a
populacao de predadores cairia, uma vez que sao dependentes das presas para
alimentacao e, consequentemente, para se reproduzir.



2. As curvas de crescimento das espécies apresentam uma defasagem carac-
teristica para todos os valores de condigOes iniciais. Isso estd associado a
relagao predatéria: maior ntimero de presas, aumenta a populagao de pre-
dadores, que diminui a disponibilidade de presas, reduzindo a populacao dos
predadores.

3. Para o ultimo caso, em que hé predominancia de predadores, o modelo prevé
que as populacoes de presas e predadores caiam a niveis bem baixos durante
os ciclos. Com efeito, uma das principais criticas a esse modelo ecolégico é que
ele prevé populagoes minimas insustentdveis, que nao teriam a a capacidade
regenerativa predita pelas equagoes.

Letra D

Para as diversas condigoes iniciais da letra B, plotamos as “trajetdrias” das
populagdes no espago de fase, como consta na Figura 23]

Espaco de fase

— X0=04y,=0.4
3.0 X0=0.8 yo=0.4
— X0=16y,=0.4

2.5
Xo=1.6yo=3.2
— 2.0 e Ponto fixo
T
2 15
>

AN/

NS

|
0 1 2 3 4 5
X (u.a.)

0.0

Figura 23: Espago de fase para o modelo de Lotka-Volterra

Na Figura fica ainda mais evidente a dinamica oscilatéria e regular: as
trajetorias no espago de fase sao fechadas. Isso, por si s, justifica a utilizagao
do método de Fuler-Cromer. Como vimos, o método de FEuler nao conserva
a energia do sistema, enquanto a mudancga artificial introduzida pelo método
de Fuler-Cromer, faz com que a energia seja também oscilante, mas sempre
restituida ao seu valor inicial ao fim do periodo caracteristico do sistema.

Nao obstante, como vimos nos métodos, as trajetérias no modelo de Lotka-
Volterra também possuem um ponto fixo estacionério, cujas coordenadas sao:

Que ¢ o ponto marcado na Figura[23] Note, por exemplo, que as trajetérias
circundam o ponto fixo do modelo, mas nunca passam por ele: se passassem, a
populacao ficaria estacionada.
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Letra E

Agora, nosso interesse é utilizar o modelo de Lotka-Volterra para compre-
ender a dinamica populacional de lebres e linces no Canad4 no inicio do século
XX.

Utilizando o procedimento de solucao, para a escolha de coeficientes e At
especificados nos métodos, obtivemos o grafico das populagoes em fungao do
tempo, disposto na Figura[24] Os pontos representam dados enquanto as linhas
sélidas representam o modelo.

Populagdo de lebres e linces

° . e Lebres
70 e Linces

1900 1902 1904 1906 1908 1910 1912 1914 1916 1918 1920
t (ano)

Figura 24: Oscilagoes nas populagoes de lebres e linces, de acordo com o modelo
e dados.

Com efeito, o modelo explica qualitativamente bem as oscilagoes populaci-
onais associadas a interagao entre as espécies. Mas ha alguns pontos a serem
notados: os desvios populacionais relativos ao modelo sao elevados, chegando a
uma diferenca de aproximadamente quinze mil individuos, como atesta a Figura
20|

Desvio populacional relativo ao modelo

15 .
—— Lince

—— Lebre
10

Pdata — Py (103 ind)

-10

1900 1902 1904 1906 1908 1910 1912 1914 1916 1918 1920
t (ano)
Figura 25: Desvio populacional relativo ao modelo.

Outro fato a ser considerado é que, na natureza, nao hé iteragao isolada entre
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duas espécies, muito menos iteracao dissociada de variagoes ambientais, estagoes
anomalas ou da ocorréncia concomitante de diversos ciclos predador-presa.

Para concluir, plotamos a trajetéria predita e os dados no espago de fases
do sistema, como disposto na Figura [26]

60 ° —— Modelo

e Dados
e Ponto fixo

10 20 30 40 50 60 70 80
x (103 ind)
Figura 26: Espago de fase para a populagao de lebres e linces.

O ponto fixo nesse caso é:

zp=33.11 e y, = 19.24

Onde utilizamos as unidades como milhares de individuos. Aqui, atestamos
novamente a qualidade do modelo em reproduzir, pelo menos qualitativamente,
o ciclo de predagao entre as populagao de lebres e linces.
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