Introdugao a Fisica Computacional - 7600017 - 1S/2019
Projeto 4 — Forga central

Descrigao:

Discutiremos nesse projeto o movimento de “particulas” que interagem por uma forca central F; ; = F (r; ;) #; ;,
onde r; ; =r; —r; e ry é a posicio da a-ésima particula. Em particular, estaremos interessados na lei de Gravitacao
de Newton que é um caso especifico desse tipo de forga:
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onde my() ¢ a massa do planeta 1(2), G ¢ a constante gravitacional e r = |r| ¢ 0 médulo do vetor r. Nesse caso,
consideraremos os planetas se movendo em um plano, o que é uma excelente aproximacao para o sistema solar, e,
portanto, uma simula¢io bidimensional sera suficiente. Como a érbita dos planetas é periddica, ndo podemos utilizar
o método de Euler, uma vez que ele ndo conserva energia e leva a orbitas instaveis. Por isso, utilizaremos o método
de Euler-Cromer. Além disso, utilizaremos um método importante de integracdo numérica conhecido por método de
Runge-Kutta.

1. O problema de dois corpos: 6rbitas limitadas
Desde os trabalhos pioneiros de Kepler, sabemos que os planetas se movem
em O6rbitas elipticas com o Sol em um dos focos. Na figura ao lado, mostra-
mos uma elipse com seus focos F' e F’, semieixos maior a ¢ menor b bem

como excentricidade e = /1 — (b/a). No limite em que e = 0, tem-se uma

orbita circular. Sabemos que esse resultado segue triunfalmente da lei da
gravitagdo de Newton na Eq. (1) e queremos aqui reimplementar essa solu-
¢a0o de modo numérico. Antes de discutirmos o método numérico, contudo,
vamos estabelecer as unidades mais convenientes para estudarmos o pro-
blema. Por se tratar de um problema astronémico, utilizaremos, ndo muito
surpreendentemente, a chamada Unidade Astrondmica (UA) para medirmos

comprimento.
Uma unidade astrondmica de comprimento, ou simplesmente 1 UA, é definida como a distdncia média Terra-Sol

(% 1.5 x 10t m). O tempo é convenientemente medido em anos (1 ano ~ 3.2 x 107 s), 0 que corresponde,
naturalmente, ao periodo de rotagdo da Terra ao redor do Sol. Desejamos reescrever a lei de Newton nessas
unidades. Definindo
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onde, na tltima igualdade, usamos que GMg = 472UA%ano~2. Este resultado é obtido da seguinte maneira.
Aproximando-se a érbita da Terra como circular

Miv? GM+M,
o -1¢620 (4)

donde vem que

2 3
GMg = v*r = <W> r= 47r27(UA) . (5)
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ou seja, GMp = (27)? em unidades astrondmicas.
Vamos considerar inicialmente o problema de dois corpos, planeta + Sol. Pelo fato de a massa do Sol ser muito



maior que a massa dos planetas, vamos tomar o Sol parado na origem: vg =0 e (xg,ys) = (0,0). As equagdes
de movimento para as coordenadas (z,y) de um dado planeta sdo

?py . pe  dPpy . Py
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onde

p=\/p2+p2 (7)

é a distancia instantanea do planeta com relacdo ao Sol em unidades astronomicas. Seguindo o mantra usual,
reescrevemos as duas equagoes diferenciais de segunda ordem como quatro equagoes diferenciais de primeira
ordem, ou seja,

Pz =VUg € OI:—%7 (8)
p
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onde v, e v, sdo, respectivamente, as velocidades ao longo das dire¢oes x e y. Dentro do método de Euler-Cromer
(EC), as quatro diferenciais em (8) e (9) sdo aproximadas por

VUgitl = Vg — ng’l AT» (10)
Pritl = Paz,i+ Vait1AT, (11)
Uyitl = Uyg — py; AT, (12)
Pyitl = Pyi+ Uy it1AT, (13)

onde A7 ¢ o passo temporal (em unidades de 232).

Um outro importante método de integragao numérica é o de Runge-Kutta. Para o caso em questao, o método
em quarta ordem de aproximacao em A7 diz que deve-se iterar as seguintes equagoes:

Pzit1 = Pz,i t+ % <F1(1@) + 2F1(2) + 2F(3) + Fl(t)) , (14)
Pyit1 = Py (Fﬁ + 27 + 28 + F{Y)) (15)
Upit1 = Vs GT (Y + 273 + 27 + BY) (16)
Uy,it1 = Uy,i + ?T (Ffz +2F4 + QFg +F4(41)) (17)
onde
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pgg = Pait C(j)AtFl(?i_l)’ Pg(fz Py,i + C(j)Ath(,j%_l)>

0 = v, + COAFITY | e 0l) = vy, + COAFIT,

51?7 y,

e pEj) \/pgf er(ijQ, com CM =0, C? =B =1 ¢C®W =1, (Para j = 1, nio se preocupe com FU~1
porque CM =0.)

|

(a) Escreva um programa FORTRAN que calcula a posigao p (1) e velocidade v (7) de um planeta como fungao
do tempo implementando o método de EC por meio das Egs. (10)-(13).



’ Planeta ‘massa (Ma)‘semieixo maior (UA)‘excentricidade (e)‘

Merciirio 0.055 0.39 0.206
Vénus 0.815 0.72 0.007
Terra 1 1.00 0.017
Marte 0.107 1.52 0.093
Jupiter 318 5.20 0.049

Saturno 95.2 9.58 0.057
Urano 14.5 19.2 0.046
Netuno 17.1 30.1 0.009

Tabela I: Dados planetarios titeis. A massa do Sol é Mg = 3.33 x 105M6 = 1.99 x 10°° Kg e a massa da Terra é My =
5.97 x 10** Kg.

(b) Counsidere a tabela I. Determine a velocidade que cada planeta deveria ter para que sua 6rbita fosse circular
com o raio dado pelo semieixo maior a da elipse. Vocé deve se certificar que a érbita permanece circular
ap6s muitas revolugoes. Para tal, uma escolha cuidadosa de A7 é necesséria. Determine § = pmax/Pmin — 1,
onde prax € 0 maximo valor de p atingido em sua simulagdo. Grafique § como fung¢éo At e, definindo como
uma boa escolha de passo temporal ATy., como sendo aquele tal que § < 1073 para todo AT < ATy,
determine ATy ax como fungdo de a. Verifique se ATypax X a®/2. Qual a relacdo deste resultado com a
terceira lei de Kepler? Explique.

(¢) Escreva um programa FORTRAN que calcula a posi¢ao p (1) e velocidade v (1) de um planeta como fungéo
do tempo implementando o método de Runge-Kutta em quarta orderm (RK4) por meio das Eqs. (14)-(17).

(d) Usando ATyax para o planeta Terra encontrado no item la, trace num mesmo grafico p(7) calculado pelos
métodos de EC e de RK4. Repita essa mesma tarefa para e energia mecéanica total.

(e) (Opcional) Para seu divertimento, considere forcas centrais iguais a —p?p, onde ¢ é um expoente. Usando
o método RK4, verifique que para ¢ = 1 (oscilador harménico) e ¢ = —2 (Kepler) as dérbitas limitadas séo
fechadas (evidentemente, ndo apenas as circulares).

(f) (Opcional) Existe alguma 6rbita ilimitada (onde p — oo para 7 — oco) para ¢ > 07 Existe alguma drbita
limitada para ¢ < —37 Faga algumas simulagoes variando ¢.

(g) (Opcional) Compare o método de Euler-Cromer com o de Verlet graficando a energia como fungdo do
tempo para algumas simulagoes.

2. Sol, Terra e Jupiter
Utilizando o método RK4, vamos considerar agora o problema no qual temos a Terra, o Sol e Jupiter.! As
equagoes de movimento sdo dadas por

POw = B8 50+ 1000 %, € Poy = Haa0 .5, + 1900 % (18)
Poe =000t Hyagy , € Py, = =008, T H1a80 (19)
Py =—00%, —He0s %, © Py, =—0g oy, — Hglga (20)
onde
0 = — P02 " Pa) (21)
|Px©z - Pse|

M,
Hex = Mﬁ, € Po; Pg € pa. sdo as posigoes do Sol, Terra e Jupiter, respectivamente. [Note que estamos usando

as variaveis definidas em (2), por isso M no denominador de iz .]

(a) Escreva explicitamente em seu relatério o andlogo das Eqs. 14-17 para o movimento dos 3 corpos celestes
das Eq. (18)-(20).

1 Note pela tabela I que Jupiter é o planeta que mais afeta a Terra.



(b)

(¢)
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Escreva um programa FORTRAN que calcula a 6rbita dos corpos celestes das Eq. (18)-(20) pelo método
de RK4, admitindo como condigdo inicial ps o = (1,0), vs o = (0,1), po , = (5.2,0), vg o = (0, \/%),

Poo = — (Naspaa,o + u%pqﬂ)) evey = — (Na“a,o + ,uq+vq+70). Grafique py(7) para um perfodo de 30
anos e calcule px .. /ps ,- Compare essa razio com aquela esperada pela excentricidade da 6rbita
terrestre. Justifique muito bem sua escolha para o valor de A7 para essa tarefa.

Multiplique agora a massa de Jupiter por 100 e trace num mesmo grafico a trajetéria dos 3 corpos celestes.
Discuta sobre a estabilidade do sistema solar.

3. Coreografias celestes
Utilizando o método RK4 e as unidades em (2), vamos agora considerar um regime um pouco diferente no
problema da mecénica celeste. Estudaremos a 6rbita de corpos de mesma massa M que se atraem gravita-
cionalmente. Nesse caso, é mais conveniente definirmos a origem do sistema de coordenadas sobre o centro de
massa (CM) do sistema, pois todas as particulas irdo se mover. (Nota: vocé ndo precisa calcular a posigao do
CM.)

(a)

()

O que faremos aqui é considerar diferente condigbes iniciais e estudar a Orbita resultante. Inicialmente,
vamos estudar uma realizacao do problema de Lagrange, na qual as trés particulas se movem em um circulo
sempre mantendo distdncias iguais entre si, formando portanto um tridngulo equilatero. As condigoes
iniciais para esse caso sao

Particula‘ Pz,0 ‘ Py,0 ‘ Uz,0 ‘ UVy,0 ‘
1 1.0 00| 0.0 U

2 —0.5 @ —?’Uo —%UO’
3 |-05-L| Ly |[—Lug

onde vy = 3-1. Mostre que as 6rbitas dos planetas sdo, de fato, circulares. Escolha alguns instantes de
tempo e mostre como a posi¢do instantdnea de cada particula evolui. Certifique-se de que os planetas
sempre estao a uma mesma distadncia em qualquer instante de tempo.

Modifique suas condigoes iniciais para

Particula Pz,0 Py,0 V.0 Vy,0
1 0.97000436 |—0.24308753|0.466203685 | 0.43236573
2 —0.97000436| 0.24308753 | 0.466203685 | 0.43236573 |
3 0 0 —0.93240737|—0.86473146

Calcule e grafique a 6rbita resultante nesse caso. Escolha alguns instantes de tempo e mostre como a
posicao instantdnea de cada particula evolui. Essa solugao s6 foi descoberta em 1993 por C. Moore, Phys.
Rev. Lett. 70, 3675 (1993). Por falta de criatividade, ela é conhecida como “O Oito”.

Mude agora a posigao inicial p; ¢ da particula 1 do item 3b para 0.95000436. O que acontece com o Oito?


https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.70.3675
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.70.3675

Breve discussao sobre a execugao dos problemas
O problema de dois corpos

Considere a energia total de um sistema de 2 particulas interagindo por uma forca conservativa dependente apenas
da distancia entre elas

E = = (mvi + mov3) +V (r2 —11).
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Considere agora a seguinte mudanca de varidveis:

miry + Mmalg
R=—""—"""¢er=ry —rq,
M

onde M = mj + ma. A coordenada R é a conhecida coordenada do centro de massa e a coordenada r é chamada de
coordenada relativa. A transformagao inversa é

ma my
rr=R—-—rers =R+ —r.
M M
Com essas novas coordenadas, reescrevemos a energia total como

1 2 m3 2 mi
E—2< (R fQ—R +WT)+m2(R +o RrJrWr +V(r)

1 . 1
= §MR2 + 5/17‘2 + V(I‘),

onde p = =472 ¢é chamada de massa reduzida. O primeiro termos da energia é simplesmente a energia cinética do
centro de massa. O segundo termo é a energia cinética da coordenada relativa e o terceiro termo é a energia potencial
que s6 depende da coordenada relativa. Note que a coordenada do centro de massa e a coordenada relativa sao
independentes. Ou seja, o centro de massa é livre e, portanto, descreve um movimento uniforme

R =Ry + Vot,

enquanto a coordenada relativa descreve um movimento determinado pelo “potencial externo” ditado pela lei de
Newton

uit =F(r)=-VV (r).

Para forcas centrais V(r) = V(r) ou F = F'(r) 7, entao a

ut = F(r)?.
Para forgas centrais do tipo F' = — K r?, reescrevemos a equagdo de movimento como
d’r K
— = —r% onde T = | —t.
dr2 1
d’r _ GM;L

Para o caso gravitacional, isso quer dizer que gz = r. Ou seja, a coordenada relativa r representa uma
particula de massa u orbitando uma outra particula de massa M fixa na origem.
No limite em que mq > ms, como no caso do Sol e um planeta, por exemplo, temos que

ri~Rers~R+r.

Tomando o referencial como o do centro de massa, entdo o Sol fica parado na origem enquanto o planeta ro = r orbita
em torno dele.



O método de Runge-Kutta

Um importante método de integragdo numérica de equagoes diferenciais de primeira ordem é o de Runge-Kutta que
explicamos a seguir.
Seja o sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem

dx
= oo ) = fa (o) 0), (22)
onde x5 = x3(t) sdo fungdes do tempo e f =1,..., N. Por exemplo, no caso de uma particula num potencial externo

V(r,t) (dependente da posi¢io e do tempo), onde r(t) é a posicdo da mesma no instante ¢, tem-se o seguinte sistema

T2 (t) = v, (t), = &1 = fi(z1,...,26,t) = T4,

Ty(t) :’Uy(t), = 2($1,...,$6,t) = s,

7. (t) = v, (1), = = f3(x1,...,x6,1) = xg,
. d [V(r,t) d (V(x1,xz9,235,t)
z(t) = —— , = & yee, Xg,t) = ——— | ——mMM ],
0 (1) dz ( m ) Jalay Zo,?) dxy ( m
. d (V(r,t) : d (V(xy,m2,73,t)

)= —— = 5= T ) = — [ R
Uy( ) dy < m ) 3 Zs f5(l'1, y L6, ) de ( m )
. _d [(V(r,t) . o d [(V(zy,20,73,1)
vz(t)__dz< m ); = xG_f6(m17-"a'r67t)__dx3< m :
O método diz que uma solug¢do numérica do sistema (22) é dada pela iteragdo de
93/37k+1 = xﬂ,k + Atz A(J)FB(J% + O (f,g:rl::)Atm+1) . (23)
j=1

Ou seja, a corre¢io é da ordem de A¢™ ™! multiplicada pela m-ésima derivada de fz no instante ¢t = t;, = kAt. As
)

funcoes FM€ dependem das fungoes em ordem mais baixa:

G) _ At -1 At
Fﬁ,k = fs ({xv,k + B(J)F } b+ B(J)) (24)

com F/glli = fs ({xy 1}, tx) (0 que define B — 00). Os coeficientes AY) e BU) sio independentes de 3 mas dependem
da ordem da aproximacao m. Para m = 4, que é comumente usado, os coeficientes sdo iguais a

240 — 241 — 4 — 40 _ % e B® =B® =2B®W =2, (25)

Como pode o incremento dado em (23) ser de precisdo fa (m) Agm+1? Note que as fungoes em (24) sdo calculadas em

Dessa forma, instantes de tempo entre tj, e t;41 sdo considerados. Além disso, note

At
B3)

tempos intermediarias t5 + B(k>

que o método considera as fungoes fg calculadas em pontos intermedidrias 1 +
derivadas de f3 estdo sendo calculadas pelo método.

Vamos derivar agora os coeficientes A) e BY) para ordem m = 2.

Neste caso, considere a expansao

1
F(j ). Dessa maneira, outras

dz 1 d%z
Tp,k+1 = LB,k + di,k At + 5 dt (At)
:mg,k+f,37kAt+§ J;i’“ (A1) +(9(f(2)( b)),
8 P
onde usamos que % = —|— >s gf a5 = % +25 fg%. Logo,

Tair = T+ forAt+ 5 (atfﬁwzhkawfﬁk)( 0*+0 (12 an’). (26)



Agora comparamos a série de Taylor (26) com a seguinte expressdo do método de Runge-Kutta

wpre = zan+ A (AP FN) + AP ER) + 0 (15 (a0, (27)

com

At At
1 2
F) = fon=fo @i anmty) e Fg(ll = /s ({%,k + B(Q)fv,k} t + B(Q))

Note que estamos abrindo a possibilidade de que os coeficientes AY sejam dependentes de 8.) Para que possamos
B
comparar (26) com (27), precisamos expandir

A A A At
F = fo ({xwk + B(;fwf} s+ Bz) = fo ({zy i} te) + ;avfﬂ,k (B(;f%k> +0ifp .k (B(g)) +0 (f Y (at) )

A
= Jo ({d te) + BT; (Z fr w0y + 3t> foe+0O (f(Q) (At) )
vy

At d
= f5 (maih ) + g3 S+ O (48 (A0)7).

Substituindo esse resultado em (27), entéo

A(Q)
$6k+1—$ﬁk+At<A1)+A(2>f k+ ( fﬁk)( )+(9(f(2)( )),

de onde concluimos que

(2) 1

Aj
) @ _ :
Ag’+ Ay =1and B(2) =3 (28)

Note que esse sistema tem mais de uma solugdo. Mais importante, note que os coeficientes Ag) nao dependem de
e, por esse motivo, ndo vamos mais escrever o sub-indice .
Como exemplo, considere o caso em que & = f, (x,v,t) = v, e v = f,(x,v,t). Portanto, até segunda ordem

At
Tp1 = T + At (A(l)'Uk +A® (Uk + B(z)fv,k)>

5 A®)

B(2 f’Uk}

= 15+ At (A(” + A<2>) v + (AL)
(At)?

=z, + Aty + va,ka

para qualquer solucdo de (28). Note que esta é a equagio de movimento de uma particula com aceleragio constante.
Ou seja, aprendemos aqui que o método de Runge-Kutta na aproximagio de segunda ordem considera o movimento
como sendo uniformemente acelerado entre os instantes t; e tx11. Isso ja é uma aproximacdo melhor do que a do
método de Euler, que considera que o movimento é uniforme entre esses instantes de tempo. A atualizagdo para a
velocidade é

At At At
Uksr = vk + AL [ADf, 4+ AP, <fﬂk t 5@t 5o Sy ok te + e )ﬂ

~ 1 ~
Para o caso em que f,(x,v,t) = f,(t), e usando a solucio A1) = A?) = 5, € B® =1, entdo

At At
k1 = Vb = - [for + fo(t + Ab)] = -5 ok + fokr1] s

que simplesmente é a regra de integracdo numérica Trapezoidal.
Em suma, o método de Runge-Kutta é uma maneira de implementar as regras numéricas de integracao para sistemas
de equacoes diferenciais.



Em ordem m = 3, encontramos que

(2) (3) (3) (2) (3)
(49 + A%+ 49) =1 A A1 Ay L (A A
B B B »\ B@ ' BB 21" © B2 BB) T 3l 2B(2)2 " 9B®B)2 |-

Novamente, os coeficientes ndo dependem de 5. Como no caso de segunda ordem, ha mais de uma solugdo. Uma
delas (talvez uma das mais simples) é tal que Ag) = 0. Neste caso,

3
47

3

AW == A® =0, AP =2 B® =3 ¢ B® = 5

47

Para o caso de quarta ordem m = 4, apds uma tediosa manipulagao algébrica, encontramos que

(2) (3) (4) (2) (3) (4)
A g g A A A 1Ay A Ay L
B 8 '@ BB T B@ 2 p@2  pBG2 Wz 3
(3) (4) (2) (3) (4) (3) (4)
AB N AB _ 1 Aﬂ N AB N Aﬂ :1 Aﬂ N AB _ zl
B2)BB)  B(B)BA) 31’ B(2)3 = BEB)3  B@A3 4’ B@)2BEB) " BB)2RMA) 4!’
(3) (4) (4)
AB + Aﬁ = 3 and 71% = 1
B2 BEB)2  BB)RM@W?2 4! B2)BB)BWM)  41°

Novamente, os coeficientes ndo dependem de . Entretanto, diferentemente dos casos m = 2 e m = 3, s6 ha uma
solucdo igual aquela apresentada em (25)

2AM —94@) — 42 — 4B) — é e B@ = BB —9p®¥ — o

Em outras palavras,

At :
TB,k+1 = LB,k + o (Fél,z + 2F5(2,2 + 2FL.(;3,2 + Féflz) )

onde

At At
Fél,i = fs.k F/§212 = fs <{$vk + 2f7,k} e + 2) ,

At At
F) = fs ({ka + 2F7(2,§} S+ 2) e F\Y) = fs ({xwk - AtFS’,ﬁ} S+ At) :
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