Aulas passadas

To .
Eq.deondanacorda: — — — — = — () ¢ = «| — (velocidade da onda
q o0x?2 2 Ot? L4 ( )

Solu¢des (ondas propagantes): y(x,t) = f(x — ct) + g(x + ct)

1 1 [7
flx) = —yo(:v)——/ vo(z)dz

o ~ o . o o 2 20 — 00
Condigcoes iniciais:

o@) = gw@ -+ [ e

Ondas harménicas: y(x,t) = Acos(kx — wt — @), w = ck



Aulas passadas

Ondas estacionarias: y(z,t) = Asin(kx —wt — 2¢1) + Asin(kz + wt — 2¢2)
= 2Asin(kx — ¢1 — ¢2) cos(wt + 1 — Po)

wt + Q1 — P2 =
0

/4

/2

-
kr — @1 — @2
3 /4
T

pontos fixos

y=20, Vt
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Aulas passadas

N

pontos fixos (nods)

L

pontos fixos (nos)

L

L

N

y(z,t) = Z Cy, sin(ky,x) cos(wnt — ©p)

n=1

kn=Zn, neN*

y(x,t) = Z Cy, sin(kpx) cos(wnt — ©n)

n=1

ky = (2n—1)=

57— N EN

y(z,t) = Z Cy, cos(kn ) cos(wnt — ©p)

n=1

kn=Zn, neN



Aulas passadas

0 L
{A,,, B,,} determinados pelas
condic¢oes 1niciais:
= Z A, sin(kpx) >
n=1
vo(x) = Z Brwy, sin(k,x) >

n=1

= Z Cy sin(kpx) cos(wnt — ¢n)

n=1

Z ) (A, cos(wpt) + By, sin(wnt))

kn=1n, wp,=ck,, neN"

L
A, = —/ Yo () sin(k,z)dx
L Jo

2
wp L

/OL vo () sin(k,x)dz

C’g = Ai + Bi, tan ¢, = B, /A,



1 — Série de Fourier: definicao

Representacdao de uma funcao integravel de periodo L em termos de fun¢des harmonicas:

fle+1L) = f(z)

flx) = Z Cp cos(kpx — ¢p) = Z A, cos(k,x) + By sin(kp,x) = k, = 2%71, n €N
n=0 n=0
1 > >0 . Conjunto discreto de
= 50 + Z an, €o8(knx) + Z by, sin(knx) funcdes harmonicas.
n=1 n=1
1 oo

= 560 + nz::l Cn cos(kpx — ¢n)

? ai—i—bi, tan ¢,, = b, /an

n —

/OL f(x) cos(kpx)dx

Coeficientes de “Fourier”: Ap =

NN N

L
b, = in(k,x)d
/0 f(x)sin(kyx)dz Note que by =0



1 — Série de Fourier: detalhes matematicos

Determinac¢ao do coeficiente ag

1

f(a;):§a0—|—2ancos n —I—Zb sin(k,t)

— n=1

/dxf :—a0+2an/ dxcoskx—i—Zb / dzx sin(k, )
0



1 — Série de Fourier: detalhes matematicos

Determinagdo do coeficiente a,-q
L
Usando as identidades / cos(knx) cos(kp,x)dx = Eén’m m,n #= 0
0
L
/ cos(knx) sin(kp,x)dr =0
0

1

f(x) = 50 + Z ay, cos(knx) + Z by, sin(k, )

L L o0 L 00 L
1
/ dx cos(kmx) f(z) = 5/ dz cos(kpx)ag + g an/ dx cos(kmx) cos(k,x) + E bn/ dx cos(ky,x) sin(k,t)
0 0 — 0 = Jo

o L
= Ay, = Z/o f(x) cos(kpx)dx



1 — Série de Fourier: detalhes matematicos

Determinagao do coeficiente b,

L
: : L

Usando as identidades / sin(kyx) sin(k,,x)dr = §5n,m m,n # 0

0

L
/ cos(knx) sin(kp,x)dr =0
0

1 - — ., .
f(x) = 540 + nz::l ay, cos(knx) + nZ::l by, sin(k, )
L 1 [k 00 L 00 L
/ dzsin(k,,x) f(z) = 3 / dz sin(k,,x)ag + Z an, / dz sin(k,,x) cos(k,x) + Z by, / dz sin(k,,x) sin(k,,t)
0 0 n=1 0 n=1 0

9 L
= by, = Z/o f(x) sin(k,,x)dx



1 — Série de Fourier: detalhes matematicos

L
Prova das identidades / cos(knx) cos(kmx)dr = —0n m
0
L
/ sin(kpx) sin(kpx)der = =0, m
0
L
/ cos(knx) sin(ky,x)de =0
0
Usando que  cos(A — B) + cos(A + B) = 2cos(A) cos(B)

L L
/ cos(knx) cos(kp,x)dx = / cos(2mnx /L) cos(2mmax/L)dx =
0 0

2mx

m,n % 0

/L cos ((n — m) L) + cos ((n+m)T)dx _ /L cos ((n —m)

: T

n,m € N*



1 — Série de Fourier: detalhes matematicos

L
Prova das identidades / cos(knx) cos(kmx)dr = —0n m
0
L
/ sin(kpx) sin(kpx)der = =0, m
0
L
/ cos(knx) sin(ky,x)de =0
0
Usando que cos(A — B) — cos(A + B) = 2sin(A) sin(B)

L L
/ sin(kpx) sin(k,x)dr = / sin(2wnx /L) sin(2mmax/L)dx
0 0

2

m,n % 0

[l =) e (oe mtp) o
0 T 0

n,m € N*



1 — Série de Fourier: detalhes matematicos

L
Prova das identidades / cos(knx) cos(kp,x)dx = g%,m
0

L L
/ sin(ko ) sin () = 2 0
0

L
/ cos(knx) sin(ky,x)de =0
0
Usando que sin(A + B) —sin(A — B) = 2cos(A) sin(B)

L L
/ cos(knpx) sin(kp,x)dr = / cos(2mnx /L) sin(2mrma/L)dx =
0 0

m,n % 0




1 — Série de Fourier: detalhes matematicos

L
L
Em suma, / cos(knx) cos(kp,x)dx = aén,m
0
b L
/ sin(kpx) sin(k,x)der = E(Sn’m m,n % 0
0

L
/ cos(knx) sin(ky,x)de =0
0

significa que

{cos(knx),sin(ky,x)} sdo fungdes ortogonais no intervalo 0 < x < L




1 — Série de Fourier: 1° exemplo

2 [F 1
f(CU) =, L=1 Ay, = Z f(x) Cos(knx)dgj — 2/ SUCOS(Qﬂ'n:C)d:U — 5n,0
0 0
2 [t 1 1
bn = T ; f(f’f) Sin(knﬂ?)dx = 2/0 xsin(27rn:c)d:c = -
1 13X sin(27na)
O
Nmax = 0
Nmax = 1
Nmax — 2

Nmax = 10




1 — Série de Fourier: 2° exemplo

T T 1/2
f(z) =sign(z), L=1, ——<z<—< 2/ sign(x) cos(2mnx)dr = 0
2 2 1/2
bz 2(1 — (—1)"
4/ sin(2mnz)dx = ( (=1)")
0 nm
2 X sin(2mnx)
CEEDMECINE
Nmax — 1
| Nmax = 3
3 s
n\ max
ny .
v\’




1 — Série de Fourier: 2° exemplo

L L sin(2mnz)

f(z) =sign(z), L=1, ——<z< = f(z) = % 1-(=1)")

2 2 n

Jfn

1.0

0.5

-0.5

-1.0

Espectro de “frequéncias”




1 — Série de Fourier: 3° exemplo

f(x) = 2@(33)@(& —z), O0<xz<L

A
1/a—
0 -+
0 a L
iy _ o ™ (@) da
) OLf(:I:) dz

1

:—a,0+

2

1

“1 in(2 L
— cos(2mnx)dr = sin(2an/L)
a anm

2sin*(ann /L)
anm

1
— sin(27nx)dr =
a

(2) =

f: ap, cos(k,x) + f: by, sin(k,t)

n=1 n=1

= 5¢0 + ; cp, cos(kpx — ¢n)



1 — Série de Fourier: 3° exemplo

f(x) = %@(af;)@(a —z), 0O<zx<L

1/a—
o
0 a L
iy _ o ™ (@) da
o R ACORE:

2.0

1.5

1.0

0.5

20

1.5

1.0

0.5

Qn
a=045, L=1
cel k.,
° e ©® o 4 e® ... ® eegn 0 0 _sc08,0 0 8,00
- R 150 200 250 300
bn,
. kn
° * . ‘e .. $°.°%. % . ®,00,°_° o, 0a®,0_*o ®e00e0, 0
50 100 150 200 250 300



1 — Série de Fourier: 3° exemplo

f(x) = é@(af;)@(a —z), O0<ax<L

*

1/a—
0 -+
0 a L
iy _ o ™ (@) da
) OLf(a:) dz

Pn

2.0y

1.5

1.0

0.5

a=045 L=1

3.0

25
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20%4
1 — Série de Fourier: 3° 1 “.an
erie dae rourier exemplo y . a4 — 0045) I =1
1
f(x) = E@(;{;)@(a —z), O0<x<L .
05
]_/CL 4 — L e e, ].C:rf.
50 . 100 Lo 150 200 **e, 290" 300
05
0T 2.0
— | ~ b
0 a L x 1o
L
() = Jo ™ f (x)dx 10
o L
0 f(x)dz 054 ° .o
D k.,
2 a " . [T
Ax = \/<x2> — ()" = E 50 100 150 200 250 300



1 — Série de Fourier: 3° exemplo

f(x) = é@(af;)@(a —z), O0<ax<L

%

1/a—
0 -+
0 a L
N A oL
) OLf(ZC) dx

Pn

20ve, .

a=0045, L=1

15
1.0
05 s
L] L] ° kn
50 100 150 200 250 300
3.0
25
20
15
10
05 Fon,
50 100 150 200 250 300
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1 — Série de Fourier: 3° exemplo L x ey 0= 0045, [—1
1 1.5
f(x) = E@(af;)@(a —z), 0O<zx<L .
Az 1.0 ) ..Ak )
1/a - 05
e e .
O 1 50 100 .;50 200 250 ...300
— | > Definindo o
0 a L (k) = angk Cn
Zn=0 Cn
L m
() = Jo ™ f (x) dx
OLf(ZC)d.Q? AkNl/CL
Ay — \/ (22) — (z)? = Relacdo de incerteza: AzAk ~ 1




2.09we

1 — Série de Fourier: 3° exemplo Lxe, 0= 0045, L—2
1 1.5
f(x) = E@(af;)@(a —z), O0<ax<L .
1.0 ‘.
1/ ! L « "‘-Ak .
a-T 05
— -
O 1 50 100 -F;SO 200 250 -----.-;00
— | > Definindo o
0 a L X <km> _ Znig kn Cn
ZnZO Cn
L m
() = Jo ™ f (x) dx
OLf(ZC)dﬂf AkNl/CL
Ay — \/ (22) — (z)? = Relacdo de incerteza: AzAk ~ 1




1 — Série de Fourier: 3° exemplo

f(z) = L6(2)6(a - @),

20
L xc,

1.5

a=0.045, L =10

. O<xr<L
1.0
1/ - ) - -
a-T 0.5
\N
O T 50 100 150 200 250 300
— > Definindo o
0 a <km>:Zn§gkncn
Zn:(} C?’L
(™) = Jo @ f () dx
L f(x)da Ak ~1/a
Ax = \/<$2> _ <x>2 _ Relacgdo de incerteza: AzAk ~ 1




2 — O limite continuo: Transformada de Fourier

Representacdo de uma funcao integravel (ndo necessariamente periodica) em termos de funcoes
harmonicas:

1 [©.@)
f(x) :§Co+z n €08 (knx — Op) k, = 2L77n neN
n=1
1 | X Conjunto discreto de k’s
_ - t(knr—dn) —i(knT—dn)
—2co—l—220n(e +e > B B on
n=1 Ak = k’n_|_1 kn =7 — 0
| 1 & .
= n:z_:oo Epe'fn® = 7 n;oo Ak (é,L) e*n® k — variavel continua
1 > 3 tkx ~
%% B dkf (k) e Superposi¢do de ondas planas com amplitudes f (k)




2 — O limite continuo: Transformada de Fourier 216 (k — q)

Relagdo entre f(z) e f(k) //\

f(z) = % / dkf (k) e :>/ dz f(z —qu:_ / dk f (k /OO dgeiF—0)z

— 00

= = " def(z)eior

— o0



2 — Transformada de Fourier: definicoes

Transformada:



2 — Transformada de Fourier:
Gaussiana:
1
T) = e
f(z) B
Transformada:

~ 1 oo _(ﬁ?-mzo)2
T8 =7 [

o =1/0,

1° exemplo
f(z) ¢ O
(z—=mq)? /\
20%

| »

| >
L0

~ A
[f (k) | Ok

_ k2
dr = e7 0 x ¢ 2%

fo

—ikx

fase Gaussiana 0

Relacado de incerteza:

AxAk = o0, =1




2 — Transformada de Fourier: 2° exemplo

a
1 % -—>
Pulso quadrado: f(x) = —O(a/2 — |z|) 1/a—+
a
O —
|
: 0
Transformada: ~
f(k) 1o
. a = 0.045
o L[ e 2sin(bha)
f()_g/_ge L= ka 0.6
: o 27 /a =~ 140

/

50 100 0 200 25

-0.2



3 — Transformada de Fourier e equacoes diferenciais

ZA”dZ =0, :>ZA

Logo, Z A, (ik)" =0

Usando

T (w)e ™dw =0, Vt

| k
Exceto para w = £/ —
m

f kdk/<

n (1K) ) f eFrdk = 0

Apenas 1 modo permitido

(2 frequéncias de mesmo
modulo)



3 — Transformada de Fourier e a equacao de onda

Usando que y(x,t) = / 7 (k,t) e*dk = / / 7 (k,w) e F*=“Ddkdw

Logo, qualquer onda plana € permitida desde que | w = +ck

Relacdo de dispersdo
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