Aulas passadas

To .
Eq.deondanacorda: — — — — = — () ¢ = «| — (velocidade da onda
q o0x?2 2 Ot? L4 ( )

Solu¢des (ondas propagantes): y(x,t) = f(x — ct) + g(x + ct)

1 1 [7
flx) = —yo(:v)——/ vo(z)dz

o ~ o . o o 2 20 — 00
Condigcoes iniciais:

o@) = gw@ -+ [ e

Ondas harménicas: y(x,t) = Acos(kx — wt — @), w = ck



Aulas passadas

Ondas estacionarias: y(z,t) = Asin(kx —wt — 2¢1) + Asin(kz + wt — 2¢2)
= 2Asin(kx — ¢1 — ¢2) cos(wt + 1 — Po)
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0

/4

/2

-
kr — @1 — @2
3 /4
T

pontos fixos

y=20, Vt



%

™

0

~_ ! “

0

| o]

0

Aulas passadas

N

pontos fixos (nods)

L

pontos fixos (nos)

L

L

N

y(z,t) = Z Cy, sin(ky,x) cos(wnt — ©p)

n=1

kn=Zn, neN*

y(x,t) = Z Cy sin(kpx) cos(wnt — ©n)

n=1

_ (2n—-D)m
k'n - 2L 9

y(z,t) = Z Cy, cos(kn ) cos(wnt — ©p)

n=1

kn=Zn, neN



Aulas passadas

0 L
{A,,, B,,} determinados pelas
condic¢oes 1niciais:
= Z A, sin(kpx) >
n=1
vo(x) = Z Brwy, sin(k,x) >

n=1

= Z Cy sin(kpx) cos(wnt — ¢n)

n=1

Z ) (A, cos(wpt) + By, sin(wnt))

kn=1n, wp,=ck,, neN"

L
A, = —/ Yo () sin(k,z)dx
L Jo

2
wp L

/OL vo () sin(k,x)dz

C’g = Ai + Bi, tan ¢, = B, /A,



Aulas passadas

Série de Fourier: Representagdo de uma fungdo integravel de periodo L

em termos de fun¢des harmodnicas:

fle+ L) = f(x)

1 = —,
flz) = 50 + ; ay, cos(knx) + nz_:l by, sin(ky,x)
— Lo+ Y cocosthur 6
= 5¢0 2 cp cos(knx — ¢y,
L
Coeficientes de “Fourier”™:  an = / f(x) cos(kpx)dx
0

IR TN

b, = /OL f(x) sin(k,x)dx

C

2

n —

kn:%n, n €N

Conjunto discreto de
func¢des harmonicas.

az +b, tan¢, = b,/a,

Note que by =0



Aulas passadas

Transformada de Fourier: Representacdo de uma funcao integravel (ndo necessariamente
periodica) em termos de ondas planas

Fo = Fli@) = [ def(@ye
Transformada inversa:
. 1 [ . .
fl@)=F  \f(k)| = 5= [ [(k)e™edk
[ } 27 /—OO Vetores de onda:
k, — k

Amplitudes e fases:

Cny O — f(k)



Aulas passadas

Gaussiana:
1
T) = e
f () B,
Transformada:

- 1 > _(z=wg)?
f (k) = \V2To / ¢

or =1/0,

f (@)t Oz
e e
_(m—$0)2 /\
20‘%

| -

| >

X0

7)1 Tk

—ikx k2

dz = e "0 x e 2%

fo

fase Gaussiana 0

Relacado de incerteza:

AxAk =00, =1




3 — Transformada de Fourier e a equacao de onda

Usando que Uy (x) t) — / (k zkmdk / / Z(kx wt)dkdw

Entdo / / (k% + w?/c?) g (k,w) e F* =D dkdw = 0, Va,t

Logo, qualquer onda plana € permitida desde que | w = +ck

o Relacao de dispersdo
= 7 = y(k) porque w = wy



3 — Transformada de Fourier e a equacao de onda

© & (k) © & (k) .
Logo, y(w)t) :/ y—i_—()ez(kx_wkt)dk'—I—/ Yy ( )€Z(kx+wkt)dk

onde wi = ck
As condicoes 1 o0 ik 1 < s .
iniciaigs Y+ (k) — 9 / Y (ZU 0) kTl — ’1,7 (] (:1:, O) e~ kT qL
determinam L/ —00 kJ—c |
as amplitudes 1 1 0 | _
das ondas y_ (k)= = / y (z,0) P | R — J (z,0) otk q1.
2 | J — 00 WE J_ o ]

planas



3 — Transformada de Fourier e a equacao de onda

>~ ys (k) < y_(k) ,
Prova: y(x)t) :/ %2—7(-[-)62(k$—uﬂ<;t)dk‘_|_/ y—(>62(k$+(«kﬂct)dk



3 — Transformada de Fourier e a equacio de onda Ox

1 _ oz
xT

V2mo,

Exemplo: y(x,0) =2 X

1 [ : 1,2 2
gt (k) =9 (k) = ‘/ y(2,0) e dk = e72" 7

2 —00
1 o0 . o0 :
y (CB,t) :% [/ o (/{) ezk(x—ct)dk _1_/ i (k) ezk(a:Jrct)dk]
1 [ o (:n—ct)2 . (:1:—|—ct)2 ]
= e 2‘7% —|— e 20% -
V2mo, & <J_>

Resultado idéntico aquele predito por ondas propagantes : \\ / :



3 — Transformada de Fourier e a equacao de onda

Detalhes matematicos:

/ gy (k) eik(z—ct) 4. :/ o 3K oo Fik(z—ct) . :/ 6—5%(

— 00 —00

— 0

V2T 1520 \/27T€—(5"‘c§>2

QUw

p— 62 T
Og Og

oo

~52 (=10 4y = V270

Integral Gaussiana: /

— 00

— 0

o0 1 2 2 2 2 2 o0
/ o 502 (K2 +2kok+h3—k2) qf — o2k / 3

— o0



4 — Transformada de Fourier e a equaciao de onda dispersiva I

Motivac¢ao: corda num meio elastico

Ay(z,t)

\ Forca

elastica total

LT =2>>>

A

o
>

dzx —KNmolasY

@ o 82y /{Nmolas
Ptz = 9a2 L 7




4 — Transformada de Fourier e a equacao de onda dispersiva I

0%y 0%y
a2~ gz TV =0

OBS: Ondas propagantes ndo sdo mais solugdes: y(x,t) # f(x — ct) + g(x + ct)

oo~ k o~
Usando que y(z,t) = / ( Zmdk / / 27T e’ 7=t kdw

Entao / / (—w2 + A2k + w%) 7 (k,w) e'Fr=w) qkdw = 0, Va,t

Logo, qualquer onda plana ¢ solugdo desde que |w = :I:\/ ws + k2

Relacdo de dispersdo



4 — Transformada de Fourier e a equaciao de onda dispersiva I

< g. (k) < g_(k) ,
Logo, y(:z:,t) :/ y—l—( )ez(k:c—wkt)dk_l_/ Y ( )ez(kx+wkt)dk

oo 2T oo 2T
onde W = \/wg + 22

As condicdes 1[ [ ik 1 S T
iniciais y+ (k) = 9 / y(z,0)e dk — i y(z,0)e dk
determinam - T - -
as amplitudes 1 [ [o° " 1 00 . ]
das ondas y_ (k) = 5 / y(x,0)e """ dk + — y(x,0)e ""*dk
planas | J —o0 Wk J -0 .



4 — Transformada de Fourier e a equaciao de onda dispersiva I 0,0

1 _ a2
Exemplo: x,0) =2 X e 29% )(z,0) =0
xemplo:  y(x,0) NG y(z,0)
Y ~ L[~ —ikw —3k%02
y+(k):y—(k):§ y(x,0)e”" dk = e 2" %
1 >0 L 00 L
vty = | [~ g mereetan [~ g g enesnoa]
n — 00 — 00
Ox.t Ozt Ogp,t = 0:,3’0\/1 + I‘2t2/0§,0

e a—— > A

e
G
.

.
.
.

.
s
.

ondas dispersivas >




4 — Transformada de Fourier e a equacao de onda dispersiva I

Detalhes matematicos:

dw d2w
oo 00 ilko—( w +—k’ k—ko)+1 Tk
[ e g | i [ (o B e 3

— 00 — 00
O
/\ = / e_é‘fei((q"’_ko)x_(W’fo+cgq+%rq2)t)dq

— 00

_ ei(kom—wkot) /OO 6_0_22q26i(qx—cgqt—%rq2t)dq

O_k — e’ik)o(w—Cft) /OO 6—(@)q2eiq($—09t)dq
' l
ko
Contribui¢ao principal Onda plana com
vem dos k’s tal que velocidade (de fase) Envelope (grupo) o
k— kol S ok cr = wi, /Ko com velocidade ¢, =

dk |,

(k—k0)2> t]
ko dk



4 — Transformada de Fourier e a equacao de onda dispersiva I

Detalhes matematicos:

d2wk

- o0 dw
sl |k + 32| (k—ko)+3
/ - 0—22 (k—ko)2€z’(kx—wkt)dk ~ / e_é(k_ko)gell x— (CUkO ‘ 0( 0)+3 54

— 0 — 0
O
/\ - / 6_é‘fei((q""ko)x_(wko+cgq+%rq2)t)dq

— ei(k:oa:—wkot) /OO 6_0’_22q2€ (qx cgqt——rq t)dq

(’f—ko)2>t]
ko dk

o0
2 pa— /°° () ot
-+ o0
| o
k() _ zko (x—cyt) 2((02_,_9:12,5)
\/ c th

Contribui¢ao principal ) . 2
vem dos k’s tal que _ e 2 (aW) ol (@,t)

k= ko| S o 0(1+F2t2/0 yie



4 — Transformada de Fourier e a equacao de onda dispersiva 11

0%y 5 [ 0%y Oty 0
ZJ 2 2L ¢ _
ot? Ox2 Oz
Motivacao: rigidez da corda (entre outras) Sup.erficie
tracionada

Ay(zx,t)

superficie
comprimida
—>
ZC 4
52 52 o Modulo de Young YV \
Teoria elastica: pa—tg =T 3—?; Vv I@ fZ —0 Momento de Inércia superficial I = 7R /4
XL X

(para uma corda cilindrica)



4 — Transformada de Fourier e a equacao de onda dispersiva 11

OBS: Ondas propagantes ndo sdo mais solugdes: y(x,t) # f(x — ct) + g(x + ct)

Usando que y(z,t) = / ( Zmdk / / 27T e’ 7=t kdw

Entdo / / —w® + (kK + ek*)) g (k,w) e F*=Ddkdw = 0, Va,t

Logo, qualquer onda plana é permitida desde que | w = £ckv/'1 + €k?

Relacao de dispersao



4 — Transformada de Fourier e a equacao de onda dispersiva 11

Logo,

onde

As condicoes
iniciais
determinam
as amplitudes
das ondas
planas

Py _2(_ %\ _,
ot? 0x? Ozt
Y (.CU t) _ /OO g‘F (k> ei(km—wkt)dk + /OO g— (k) ei(ka:-l—wkt)dk,
’ e 27 oo 2w
wr = itk = cv' 1+ ek?k
~ L[ [ —ikx 1 ~ . —ikx -
Y+ (k) — 5 _ —ooy(x’())e dk — @ —ooy(x,())e dk_
~ I —ikx 1 OO . —ikx _
Y- (k):_ y(x,())e dk + — y(I,O)G dk
2 L J —o0 WE J -0 i




4 — Transformada de Fourier e a equacao de onda dispersiva 11

Exemplo: y(a:', O) =2 X e 292 y(x, ()) — 0

2

B0 =G =5 [ 0 et = 3

1 > : . o . N
y(:c,t) _ 2_ [/ :&4_ (k) ezk(a;—ckt)dk _|_/ i (k) ezk(x—l—ckt)dk

Ozt Ox,t A Ox.t
-— -—r




S — Relagoes de dispersao

y(x,t):/ y+_(k)ei(kfc—wkt)dk_|_/

onde (. = ck

Wi = \/wg + c?k?

wp = —k, n? =1+

wr = 2wp sin(ka/2)

2T

oo

oo

Nag)

— (k) ei(kx—I—wkt)dk
2T

— 0
(meio nao-dispersivo)
(corda rigida; meios elasticos realistas)

(luz num plasma; Klein-Gordon; corda num substrato
elastico)

(ondas de gravidade num fluido)

(luz num meio transparente)

(conjunto de osciladores acoplados)



5 — Relacoes de dispersao

> gy (k) < g_ (k) ,
y(a:,t) :/ y—l—( )ez(kx—wkt)dk _|_/ Y 27(_(_ )ez(kx+wkt)dk

onde (. = ck Wik A

wp =V 2k2 + ek

Wi = \/wg + 2 k2

wi, = +/ gk tanh(hk)

84

1= (k/ko)?

wkzgk, n®=1+
n

wr = 2wp sin(ka/2)




S — Relagoes de dispersao

y(x,t):/ y+_(k)ei(kfc—wkt)dk_|_/

2T

C

(87
.= —k, n®=1
o n o i 1 — (]{/AQ)Q

wr = 2wp sin(ka/2)

Nag)

— (k) ei(kx—I—wkt)dk
2T

— 00

Meio nao-dispersivo: velocidade de fase nao
depende do comprimento de onda A (ou de k)

WEk N dwk
cCr=— ==~ Ch,=——=cCc==°cC
f k ) g dk f
Meio dispersivo “normal”: Cf > Cq
Meio dispersivo “anémalo’: Cr < Cg



S — Relagoes de dispersao

— 00

< gy (k)
2T

ei(k::c—wkt) dk + /

t>0

oo

Nag)

— (k) ei(kzx—I—wkt)dk
2T

— 00

Meio nao-dispersivo: velocidade de fase ndo
depende do comprimento de onda A (ou de k)

S dwk

wr
r — C9 = 3k

Cf

Cg




S — Relagoes de dispersao

y (le,t) _ /OO g—l- (k) ei(kx—wkt)dk + /OO g_—(k)ei(kx—I—wkt)dk
oo 2 PO 2T
_ 21.2 4
onde wjp = \/ cok® + ek Meio dispersivo “anémalo”: Cf < Cqg

alargamento do pacote de onda
t=20 Cq t>0 Cq S
perda das “pontas”
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