Considere um sistema unidimensional de /N massas m e IN + 1 molas de constante elastica k e
comprimentos relaxados £ presas entre duas paredes que distam de L entre si. Qual a tensao
no sistema? Escreva a energia potencial elastica em termos dos descolamentos longitudinais

u; em torno das posicoes de equilibrio.

Cada mola esta deformada de a — ¢, onde a = Nerl Logo, a tracao é
To=r(a—1).
A energia elastica total é
1 N 1 1
U = 2/43(1‘1 —5)24— 2 2/43($Z'_|_1 —:EZ'—€>2—|—2KJ<L—$N—€)2
1=
N+11 2
= 3 2“(%‘—%‘—1 —0)°, comzg=0exny =L,
1=1
N+11 . :
= Skl ai) = (w1l - 1) - 6
1=
N+11
= 3 ck(u—uita—10)°,
i=1 2

onde ug = upy,q1 = 0.



Escreva a equacao do movimento para as N massas do problema anterior.

Como a forga ¢é conservativa,

v

du,

J (kK 2 K 2
— —%(Q(uj—Uj_1+a—€) —|—2<u]_,_1 u]+a_€>>
= —#|(uj —uj1+a—"0) = (ujp —uj+a—"0)

= /-i(u]H 2u]+u] 1)



Considere agora pequenos deslocamentos transversais y; em torno das posigoes de equilibrio.

Qual o potencial e equagoes de movimento correspondentes?

N+1/<; 2
1 = (\/yz Yi— 1) +a _6)
1= 1 2
Kk N+1 k(a—0) N+1
= - ¥ (a—€)2+<) > (i —vie1) + Oy —yi-1)"
2 i=1 2a 1=1

As equagoes de movimento sao

o
k(a—0)oU 2 2
= =, ﬁyj (5 = yj—1)" + (yj1 = 95-1)]
— !
= <aa )(yj+1—29j+yj—1>
1p

= — (Y41 — 2y + yj—1)



Tome o limite continuo (a — 0 e N — o0) nas equagoes de movimento dos problemas

anteriores e escreva as equacoes de onda correspondente.

Das expansoes

Y (x+dr) —2¢ () + ¢ (v — dx)

Y (x+de) = ¢ i¢’dx+ ;1&” (d:z:)27 — ¢” _

(dz)” |
Discretizando,
! — 0% L Vi = 295+
02 a? '
Finalmente,
. 02u 2(92?1, 2 k
mi; = K (ujH — 2uj + uj_l) — 52 CH@ = (), com = "0
1p %y o 0%y o Tj

myj:a(yj+1—2yj+yj_1)—>8t2—cL8x2:0, comcL:m/a.



Escreva a equacao secular para os modos normais de vibragao.

Em ambos os casos, temos a mesma equacao de movimento

Vi =wh (Vi1 — 205 +j_1), para j=0,...,N+1ehy =1y 1 =0, (1)
ewy = (wo = QT%) para as oscilagoes longitudinais (verticais). Assumindo solugdes do
tipo

Vi = Aje_m (com w € R), (2)
entao,

—sz]’e—iwt = w% (Aj—l—l — 2143 —+ Aj_1> €—iwt = w% <_Aj—|—1 -+ QA] — Aj_1> = (,UQA]'.

Logo,

MA = w?A, (3)
onde,
2 =1 0 0 0
-1 2 -1 0 0 A1
Ay
0 -1 2 o 0|, . _
M = wj : 1 o | ¢matriz tridiagonal, e A = : .4
0 0 0 -2 -1 Ajlv 1
0 0 0 ~-1 =2 N




A equagao secular (det (M — wQI[) = () fornecendo os N modos normais sdo os N autovalores

w? e autovetores correspondentes.



OBSERVACOES:

O que esta por tras da Eq. (2)7 Os deslocamentos 1 sdo reais. Como ¢; pode ser real sendo

representado por (2)7 Lembre-se que 1; ¢ combinagao de todos os modos normais:

”Lﬂ] = A "16_%‘}175 + Aj)ge_w&t + ... (5)

Quantos termos existem nessa somatéria? Note que os autovalores de (3) sdo w?. Portanto, h4

2N frequéncias distintas. Principalmente, note que se w = w,, é auto-frequéncia do sistema,

entdo w = —wq também é. Neste caso, podemos reescrever (5) como
N : : N : : N .
—1Walt 1wt —1Wat *  _lwal — Wt
v = &21 Ajae 0+ Bjae™ = 0421 Ajae 0+ Aj e = &21 Re (Aj,oze i )
N | N
= Zl j o COS (Wal) + bj o sin (wat) = Zl Cj.o €08 (wat — @jq)
o= a=

onde usamos que A, , = B;ia na segunda igualdade para garantir que ¢; € R.

Note entao que (2) é equivalente a

¥; = Re (Ae_m> = ccos (wt — @), (6)

resultando na mesma equagao de autovalores (3).



Utilizando a série de Fourier para os coeficientes A; em (2), diagonalize o sistema.

A série de Fourier correspondente é

Y = > Re (Aj,@e_iw@ﬁ Re (kz Ay €' i(kRj~wat) , com R; = aj. (7)
(87

(OBSERVACAO: Note que no limite continuo, A; — A(x), e sabemos que podemos usar a
transformada de Fourier para resolver o problema nesse caso. Sera se conseguimos resolver o
problema usando a série (7) para resolver o problema no caso discreto?) Substituindo (6) na

equagao do movimento (1), temos que

bi = Wi (Yje1 — 205+ 1),

S w2A ae (kRj—wat> — ¥ w0< zk:a_2_|_e zk:a) Ak &ei(kRj—wat»
k.,a k.o

Logo,

. . k
wa = W (2 — etha — €_Zka> — 2w§ (1 — cos (ka)) = 4w sin ( ;) . (relagao de dispersao)



Entao, podemos simplificar (7) para

Y; = > Re (Aj ae_i”&t> — Re (Z Akei<kRj_Wkt> iy Bkei(kRﬁwkt)) ’
Qo ’ L L
= %ak sin <kR]- — wkt> + ¢ sin (kRj + wkt>
+ % b;. cos (kRj — wkt) + dj. cos (kRj + wkt> (8)

com ay, b, ¢, d, € R, Ry =aje
1
Wy = 2wq sin (2/@@) : (9)

que ¢ andlogo ao caso continuo. (Levando a — 0, a relagao de dispersao se torna

T T
wi — woak = ck, com ¢|| = J/aecL— il J/O

que é um sistema nao dispersivo com velocidades de fase independentes de k.)

Quais sao os valores de k7 Sao determinados pelas condicoes de contorno ¢y = ¥ i1 = 0.

Logo,

Yo =0= %(ck — ay.) sin (wit) + (b + dy.) cos (wit) .



Ou seja, ap, — ¢, = dj. + by, = 0. Com isso, as “ondas planas” em (8) podem ser reescritas em
termos de “ondas harmonicas estacionarias”

Wi = sin (kRj) (a cos (wyt) + by sin (wyt)) .
k
A segunda condicao de contorno quantiza os valores de k:

Y1 =0= %Sin (ka (N 4+ 1)) (aj. cos (wpt) + by sin (wy.t)) .

Logo,
ka:Nﬂjzl, comn=1,2,...N. (10)
Finalmente,
N , . [ ™Y , ™
Y (t) = nZ::1 (ap, cos (wpt) + by, sin (wyt)) sin (N n 1) , com wyp = 2w sin (2 N+ 1>) .

(11)

Os coeficientes de Fourier sao simplesmente

2

fn = N+1]Z ¥ (0)sin (

=Ny 1) (0) sin (4
(N + Dwsin (5 fys)

(12)

vl
|

bn — <13>




Note que a Eq. (11) define os autovalores e autovetores da matriz tridiagonal em (4). Os

vetores

Ag= | sin(§F%) |, coma=1,...,N, (14)

sdo autovetores normalizados de M com autovalores w2 = 4w sin? (2 ( ]7{711)) = 2w (1 — cos (g

PROVA:



Primeiramente, vamos analisar o autovalor. Definindo 6 = NLHJ entao

sin (Oav) 2sin (Aar) — sin (20a)
M| sin (éozj) = Wwi| —sin(fa(j — 1)) + QSiﬁ (Baj) —sin (Ba(j + 1))
sin (éozN) — sin (a(N — 1)) + 2sin (BaN)
[2 — 85?15(2985))] sin (fa)

2 [2 _ Sm(‘%‘(j—81121)(;23?)(9@(1+1))] sin (favy)

[2 — Sms(ii%(évj\_f)l))] sin (fa V)

sin <9a)

= 2(1 — cos () wi Sin({%éj) ;

sin (la V)

onde usamos que al N = am — ab.




Agora vamos analisar a orto-normalizacao dos autovetores Ag,.

A, - /fﬁ = ]\72132_: sin (Aag) sin (055) = Nlljgo cos (0 (a— ) j) —cos (0 (a+ ) j)
b dibla=pyi | —ibla=B)j _ ibla+B)j _ ~ibla+B)]
= 2(N+1)j§0l6 +e e e ]

A soma geométrica para v € N ¢

iy ,
N G0N _ g gimy 2/ (1 e ) , 7y Impar,
3 6297] _ _c T
=0 I T T o T e et 7 par,
N+ 1, v =0.

Portanto, para v = a — 3 impar,

N 1 1 9 _ e~y _ ity

>, cos (07]) =

: - = : —— = 1.
=0 1 — etty ™ 1 —e—t0y 9 _ pitly _ ity

Neste caso, 0 = a + 8 também é impar e, consequentemente,

Z cos (6vj) —cos(0dj) =1—1=0.
]_



Para v = a — 8 par, 0 = a + [ também ¢ par e, portanto,

N
'ZO cos (0yj) — cos (8d7) =0 — (0) = 0.
]:

Finalmente, para v = a — =0 (e § par), temos que

N N
'21 cos (0vj) — cos (0d7) = '201 —(0) =N+ 1.
j= j=

Com esses resultados, concluimos que
Aq - Ag =04 3.
Ou seja, os vetores em (14) sdo os auto-vetores normalizados de M em (4) e formam uma

base para os vetores no espaco RV,

(Definindo dx = Nﬁl, entao os auto-vetores podem ser reescritos como

4 2 _ ( T ) 200 | (ma(jox) . F , (’NTLQZ)
L ; I et Zgin (2152
AN+ NE D) TV T L A A

que sao as ondas harmdnicas estacionarias (modos normais) da corda continua presa nas duas

extremidades. Ou seja, se os auto-vetores {Aa} formam uma base para os vetores do RN , O

limite continuo N — o0 esses vetores tornam-se fungoes harmonicas que formam uma base



para todas as fungoes (integraveis) no intervalo 0 < x < L e que obedecem as condigoes de
contorno f (0) = f (L) = 0. Essa ¢é a ideia basica por tras da série de Fourier.)

Finalmente, podemos demonstrar o valor dos coeficientes listados em (12) e (13):

N , N
00 = £ agsin 7,

N ) N N ) )
= X wj(())sin(ﬂm]> = X ap X 7Tm])sin(wnj)

X N +1 N 2 (wmj) 2 (mj)
— a — SIn
=1 '\ 2 ) ZINN+1\N+1)|]\N+1 \N+1

n=1 2 n=1 2
B ( —I—l)
b (0) gb " (an) N g¢ (0) s (ij) N+1b
- = W, SIN ' 111 = 5 OmW
/ n=1 " \N+1)’ =1 N +1 2



Considere agora que cada oscilador esta sujeito a acao de uma forga dissipativa igual a —bi;.
Escreva as equacoes de movimento. No caso em que 2wy > g = 2?717 quais modos normais
sao super-amortecidos? Em que condicoes eles existem? Escreva a solucao geral para o caso
em que todos os modos sao sub-amortecidos.

) = wp (Y1 — 205 +1j_1) — 290, onde 279 = b/m.

Vamos generalizar e série de Fourier (7) para

Yj =X Re (Aj Oze_%‘te_iw@ﬂ = Re ( > Ay QGthei(kijkt)) ’ (15)
o 7 kEa
(com Aj—g = A;_n4+1 =0). Entao
(Vi + iwg)” = 290 ( + i) + 2w — wi (€7 + 7)) = 0

1
(v + 132 = 270 (s + i) + A sin? (2 (/m)) _ 0

Logo,

1
Yo + iwWa = Y0 £ iJélw% sin’ (2 (ka)) — 4,

) o (1
= 9% =0 ¢ 5f = dwfsin? (5 (ka)| — 2 = — 18



Portanto, os modos super-amortecidos (w2 < 0) sdo aqueles em que

k
sin (a) < ﬂ.
2 2w

Como no caso nao amortecido, as condigbes de contorno determinam os possiveis k’s (vide
(10)), ou seja,

: ™ < 70
sin —.

2(N +1) 2wW0
Para que um modo seja super-amortecido, ¢ necessario que N seja suficientemente grande.

Para que o 1lo. modo seja super-amortecido (n = 1), entdo N tem que ser maior que N* onde

sSin " _ 0
2(N*+1) 200
No limite da corda continua (¢ = wpa),
wi = kP =8 <0, = kn:2n<%.
c

Para que o primeiro modo seja super-amortecido, entao L > L* = 7ec/~.

Considerando que N < N™*, entao todos os modos sao sub-amortecidos. Neste caso, a solucao



geral (que generaliza (11)) é

N _ . et . [ TN
Y (t) = nzl (@, cos (Wnt) + by sin (wnpt)) e 0 sin (N le) : (16)

onde

_ , ™
Wy, = Jélw% sin (2 N+ 1>) — 78 = \/w% — 78.

Note que todos os modos sao amortecidos na mesma taxa (v, = 7g), € que o sistema continua
dispersivo (wy. # ck).

Os coeficientes sao determinados pelas condicoes iniciais:

N . [ T 2 N . an)
05 (0) n§1a”8m(N+1>’ o N+1j§1%< >Sm(N+1

O coeficiente by, ; € mais envolvente por causa da exponencial amortecedora.

: N . N

| 2> N o
by = TS g (0)si .
T o 7Oa”Jr]\Urlj%%(>Sm(]\f+1>




Considere agora que ha uma forga externa atuando no f-ésimo oscilador igual a Fy(t) =
Fysin (£2¢). Qual é o movimento geral do sistema?

) : Fy
i = wh (Yjr1 — 205 +¥j_1) — 2v09; + 5j,€m sin (€2¢) .

A solucao da equacao homogénea (Fyy = 0) foi obtida anteriormente. Resta-nos obter a solugao
particular (que vamos chamar de ¢; (£)). Assumindo

. ~ |
6 (1) = 5 (Ancos(eat) + Busin (ext))sin ( = Tl) |

entao

07 = > —ey, (Ancos (ent) + Busin (ent)) sin (knR;)

n

< ~ kna
w% (qﬁjH — 205 + gbj_1) = % —w% (An cos (ent) + By sin (&nt)) 4 sin? (g) sin (knRj>



2F(
m(N+1)n

Agrupando todos esses termos na equacao de movimento,

I _
8j0= % Fusin (knRj) =

n

> sin (knRy) sin (knR;) .

. k ~
% (2%5”3” — (5% — 4w% sin? (ga)) An> cos (ept) X sin <knRj)

" kn
+ 2 (—Q’YOEnAn — (5721 - 4&)8 S (;)) Bn) sin <€nt> X sin <knR )
n
=X F}y sin (Qt) x sin (knR;) . (17)
Entao temos uma equacao algébrica para cada modo normal k. Para cada n, temos que

en = §2 (todos modos normais oscilam com mesma frequéncia externa),
QWOQBTL (QQ — W ) A, = 0,
Ou seja,

~

i —270Q0E, - (w% — QQ‘) Fn

" (w% — 92)2 + (270(2)2 " (w% — 92)2 — (2709)2'




Aqui vemos as ressonancias. As amplitudes

~

Fn
¢ (wh — 92)2 + (2709)°

sao maximas quando a frequéncia de oscilagao externa se iguala a uma das frequéncias naturais

én:\/zzl%—l—é%:

de oscilagao Q2 = wy, = 2wq sin (kpa/2).

A solucao geral é entao

N i i .
V= X [(an cos (wpt) + by sin (@pt)) e 708 + (Ay, cos () 4+ By sin (Qt))} sin ( e ) ,

n=1 N +1

com as condicoes iniciais determinando os coeficientes ay, e by,.
N -~ [ ™y ~ 2 N . (™
Y (0) = nzl {anJrAn} sin <N+ 1) . = ap = —An—l—Mjgle (0) sin (N+ 1) :
- N ~ ™m7j
1 - 2 N . [ ™)

Wn,



Para longos tempos gt > 1, apenas a solucao particular sobrevive. Neste caso,
™)
N +1
Como a amplitude C}j varia com a distancia ao (£-ésimo) oscilador forgado longe de ressonan-

cias (€2 > 2wp)?

Vi (t) = ¢;(t) = % Cy cos (Q + @y sin ( ) = Cj cos (Qt + 77]-> .

Note que Cp, o< Fy, € uma fungao “larga” em kp porque F o< 0; ¢ € “estreita” no espago real.
Por esse motivo, a largura de C), ¢ dominada pela Lorentziana. Dessa maneira tomando N

. ; /0§ .
muito grande, ha on = 38 modos normais sendo levados em conta em torno do modo

normal proximo de §2. Portanto, esperamos que C';_y ~ e~ li—tlon,



O que muda se um nova forga harménica (de mesma frequéncia e amplitude) atua num outro
oscilador?

) : HE Foy
Zﬂj == w% <¢j_|_1 — 2?70]' + %‘—1) — 2’7()¢j + 5j’£Am sin (§2t) + 5‘7’63771 sin (2t + 7).

Seguimos os mesmos passos do problema anterior. A diferenca vem da série de Fourier (no
espaco) da nova forga.

2

5i0,+ 050, =45 (A, +Ayy,) = NilD sin (kn Ry, ) +sin (kn Ry )| sin (knRj)
Ou seja,
Fext j (t) = > (Fynsin () + Fep cos (Q)) sin (knR;) .
onde

Py = S fan Ry, ) + cosmin bRy )
F., = 2k :sin 7 sin (knRgBﬂ

’ m (N + 1)



As equagoes de movimento sao quase idénticas as anteriores (17):

Fna

% (2705713” — (5% — 4w(2) sin? ( 5 )) fln) cos (ept) X sin <knRj)

2 (na

+ % (—2’7057112171 — (5721 T 4("}(% sin ( 9 )) Bn) sin <5nt> X sin (knR >

— 5 (P sin (98) + Fop cos () x sin (kaR;)

Portanto,

en = € (todos modos normais oscilam com mesma frequéncia externa),

Ou seja,

L (w% — QQ) ch — QWOQFs,n - 270QFC n + (w — QQ) F, n
A 2 5 € B?’L
(wi —02)" + (2709) (w2 — 02)7 + (2900)

n =




Aqui vemos as ressonancias. As amplitudes

FZ,+ FZ,
<w2 — 92)2 + (2709)2.
oF,  |sin? (knRy,) + 2 cospsin (knRg ) sin (knRgB> +sin (kn}%)
m (N +1) (w2 — 02) + (299)°

As ressonancias continuam aparecendo quando a frequéncia externa se igual a alguma frequén-

cia natural do sistema ) = w;,. Entretanto, esta ressonancias pode ser suprimida pelo novo
numerador. Por exemplo, considere o caso em que a diferenca de fase n = 0. Neste caso, a
amplitude C,, o sin (k’nRg A) + sin (knRg B) que pode ser nula.



Escreva o movimento geral de uma corda perfeitamente elastica de tamanho L presa pelas
suas extremidades.

Substituindo
dk /- : _ .
Y (x,t) = /27T <¢+ (k) pilkr—wit) | b (k) ez(kx+wkt)>
na equacao de onda
P10
or? 2otz 7

T x

encontramos que wy, = ck. O fato de 1) € R, implica que ¥+ (k) = 1% (k). Dessa maneira,
a transformada de Fourier reduz para

~

dk , -
Y (x,t) = /27r (¢+7S (k)sin (kx — wit — ) + Y s (k) sin (kx + wit + 77k>> :

com lEi,s € R.

A condicao de contorno v (0,%) = 0 diz que as ondas planas contra-propagantes de mesma
frequéncia devem ter mesma amplitude e que as fases 1. = ..

dk -~ 5
) = /27T (;b_,S (k)sin (wt + 1) — 4 s (k) sin (wit + 9%))

dk -~ -
(fazendo my = @p) = =[5 (V=5 (k) = Y s (k) sin (wpt + 1)



Logo, @E_,S (k) = @EJF,S (k). Dessa maneira, a transformada de Fourier se reduz para

o dk - _ ,
V(z,t) = [Co s (F) (sin (R — wpt — o) +sin (kz + wpl + o))

0o dk -~ . .
= 27T¢ (k) sin (kx)sin (wpt + vz)

que sao ondas estacionarias. (Note que podemos restringir a soma para k > 0 sem perda de

generalidade. )

A condicao de contorno ¢ (L, t) = 0 quantiza os k’s.

dk -
0= /%w (k)sin (kL) sin (wit + ), = kL =7n, com n € N*,

Para os outros k’s, nao é possivel satisfazer a condicao de contorno para todo ¢ e, portanto,

Y (k) = 0 se kL # 7n. Desta forma, a integral passa a ser uma somatoria:

Y (x,t) — ij)l U sin (kpx) sin (wpt + vn), com kyL = n e wy, = cky,.
n=



Escreva o movimento geral de uma membrana perfeitamente elastica presa nas bordas de um
retangulo de dimensoes Ly X Ly.

A equacao de onda correspondente é

0%y 0%p  10%)

— 55—+ = 0.
Oz? i Oy c? Ot?

Em termos de sua transformada,

dkzpdkydw - .
0 0,9.8) = [ 50 TG (g by ) bt
s
Portanto,
dkzdkyd 5 .
e ]y b o

Ou seja, @E ¢ nao nulo apenas quando
w? = kP = ¢ (k:% + k§> , onde k = (ks ky) -

Dessa forma, a transformada simplifica para

" (x, v, t) _ /déa:d)ky (er (kaz, ky) (g-F—wkt) X @Z_ (kxy ky) 6i(E-F+wkt)) |
-

Ayl
(2m)°

¢+Ssm (k: r—wkt+gok> +¢_Ssm (k r+wkt+nk>



COIN

Wi = ck = c\/k:% + kz e Ut (/2) = @EfF (—/2) (garantindo que ¢ € R).
Como no exercicio anterior, as condigoes de contorno quantizam os possiveis kz’s e ky’s além
de restringir as amplitudes das ondas planas a tal ponto de torna-las ondas estacionarias.
Logo,
0, @) 0, @) ~
Y (rt) — X % wnm,ny sin (kx,nxx) sin (/{:y,nyy> sin (wn%nyt + 771)

— nOZO . n%O [anx,ny COS (an,nyt> + bnx,ny sin (w”xa”ytﬂ sin (kxana:x> sin (kya”yy) ’
T y=1

Ty TNy

_ 2 2
Col kxanx — Lx ? ky Ny — Ly € w”x,ny o C\l kil?,nx + kyvny

As condigoes iniciais determinam os coeficientes

4
anm = 77 [ dadyy (z,y,0) sin (kx,nac) sin (k%my) :
zloy
4

bnm = B [ dxdy) (z,y,0)sin (kzna)sin (kymy) -




