Momento Linear ou Quantidade de Movimento

Momento de 1 particula de massa m:

D=mu
Lembre-se da segunda lei de Newton:
- dp ~ L,
Fr = E Equivalentemente Ap = Fr (t ) dt
0

Impulso



Exercicio

Em um referencial, uma particula tem momento igual a 1,0 N s na dire¢ao positiva do eixo .
Assinale a alternativa correta.

1) Existe um outro referencial em que esse momento ¢ nulo.

2) Existe um outro referencial em que esse momento ¢ de 1,0 N s na direcado positiva do eixo .

3) Todas as anteriores.

4)Como o momento esta relacionado a forga resultante, entdo o0 momento ¢ o0 mesmo para todos os
referenciais inerciais.

5)Nenhuma das anteriores.



Momento total e forca resultante total

Sistema de varias particulas: 2 lei para uma particula:
7 Fri= 37— Fext.Ra + Fint,R,i = Fext,r,i + E Fr_;
ext,R,j ki

Somando todas as forgas: = 0 (3% lei, agdo-reacdo)

ﬁR = ZﬁR,i = Zﬁex‘c,R,i + Zﬁl t R, = Zﬁex‘c,R,i = _)ext,R
a4 () A
=2 @ (Z;;) —atr

&

ext,R,?



Conservacao do momento linear

Sistema de varias particulas:
F. ext,R,j

Caso a forca externa total seja nula, entdo

- dp-
Ia apr

R= 9 ﬁe —0, = pr = constante

l

ext,R,?



Exercicio

Dois objetos colidem em uma superficie plana perfeitamente lisa. Sendo que a inércia do primeiro € o
dobro da do segundo, qual a relagao entre as variagoes de suas velocidades?

1) AG =Av,

2) A = 2Av,
3) Av = Aty/2
4) AT = —-AD
5) AT = —2A%,
0) A# =-—Ad/2



Exercicio

Dois objetos homogéneos e de massas distintas colidem em uma superficie plana perfeitamente lisa
como 1lustrado abaixo. Sendo que eles permanecem grudados apods a colisao, podemos concluir que

o —

1)Eles giram e se propagam p/ direita.

2)Eles apenas giram.

3)Eles apenas se propagam p/ direita.

4)Eles giram e se propagam p/ direita e p/ baixo.
5)Eles giram e se propagam p/ baixo.

6) Eles giram e se propagam p/ direita e p/ cima.
7)Eles giram e se propagam p/ cima.



Centro de massa e o momento linear total

Z mzrz Zz mzfz

Definigio:  Roy =
Z'L mZ MT

Momento do CM:

> i MiTs
pem = Mriom = MTdt ( Zmz dt Zmzvz pr

|

m; = constante
M~ = constante

Exemplo: W
Logo, as forcas internas ndo afetam o movimento do CM
d d .
EPCM = Mrdcm = &pT = Fr = Fuoxe,R % -



Exercicio

Um astronauta em sua nave € parados no espag¢o “pula” de um lado da nave para o lado oposto como
ilustra a figura abaixo. Ao chegar do outro lado, ele segura na parede oposta. Podemos afirmar que

o—

1) Ao final, o sistema esta girando e se propagando para direita.

2) A energia cinética ¢ conservada durante todo o processo.
3) Apos o pulo, o astronauta vai p/ direita, e a nave p/ esquerda girando. Ao final, tudo esta parado.

4) Apos o pulo, a energia cinética aumenta e, por conservacao de momento, o sistema apenas gira ao

final.
5) A nave fica sempre parada. Ao final, o astronauta esta do outro lado com tudo parado.



Centro de massa em sistemas continuos

e
S omT [ Fdm _ [ 7p (7F)dV _ [ 7p (F)dV \ﬁJ

massa

p = densidade volumétrica de massa o] =
volume

Para objetos bidimensionais, entdo usa-se a densidade superficial de massa.
Para objetos unidimensionais, entdo usa-se a densidade linear de massa.



Centro de massa em sistemas continuos

Ex: Uma barra homogénea muito fina de densidade linear A e comprimento L esta disposta
como ilustra a figura. Qual a massa da barra? Onde se localiza o seu centro de massa?

Yy
A
. 4L
L L
MT:/ )\dy:)\/ dy = AL
0 0
1 [ 1 [t 1
= My = — dy = =L
Yycm MT/() yAdy L/o yay 5
40

Observe que o CM sempre esta sobre um eixo de simetria.



Centro de massa em sistemas continuos

Ex: Uma barra muito fina de densidade linear A=ay (onde y ¢ a distancia a partir da extremidade
inferior e o ¢ uma constante) e comprimento L esta disposta como ilustra a figura.

Qual a massa da barra? Onde se localiza o seu centro de massa? y“
o —+ L
L 1
Mt :/)\(y)dy:a/ ydy = 504112
0
1 [t 2 [k 2
= — Ay)dy = — ‘dy = =L
YoM MT/Oy(y)y ) V=3
—+ 0

Observe que o CM sempre esta sobre um eixo de simetria.
Neste caso qual € o eixo de simetria?



Centro de massa em sistemas continuos

Ex: Um aro muito fino de densidade linear constante A e raio R esta disposta como ilustra a figura.
Qual a massa do aro? Onde se localiza o seu centro de massa?

~
MT:/)\dr:)\/ RdO = MR /
0

1 1 T 2
YoM = M—T/y/\dr: %/Rsinﬁdr: %/0 sin 0df = ;R

Observe que o CM sempre esta sobre um eixo de simetria, = 2Zcm =0



ColisoOes

Defini¢dao: Eventos onde ha troca de momento entre as particulas. Nao necessariamente ha
conservacao de energia. Usualmente, as forcas externas sao nulas (ou despreziveis quando comparadas
com as forcas internas no intervalo de tempo da intera¢ao) e o fenomeno pode ser analisado utilizando
a conservacao de momento.

Colisao: Explosdo: Conservacdo do momento total:
CM ~ te+0t . .
69\{1 A : r . % mi1Av; = / Fy_1dt = F,,,0t
\,‘ I v2 A 17A roa :' _’2,14 tc

H .'I'. tc—|—5t R
"' o = —/ F1_>2dt = —mgAﬁg
,/@ ,/@ K It - _ -
U1.D U2,D U1.D J U2,D =  D1,A +DP2,4 =D1,D+ P2,D

Trajetoria Trajetoria
do CM do CM



ColisOes € energia cinetica

Definig¢des:
Colisao elastica: conservam energia cinética.
Colisao inelastica: ndo conservam energia cinética.
Colisdo perfeitamente inelastica: perda da energia cinética ¢ maxima.

Colisao perfeitamente inelastica: Conservacdo do momento total:
®\ 1 fﬁ P1,A+D2A4 = Di.D+D2D
—> i v2 A — — —
U1,A ’ miv1,4 + Mal2 4 = (m1 + mz) UD
b . miU1,4 + Motz 4
= Up = = UCM
my + ma

771,D k I t U2.D

REFERENCIAL DO LABORATORIO



ColisOes € energia cinetica

Definig¢des:
Colisao elastica: conservam energia cinética.
Colisao inelastica: ndo conservam energia cinética.
Colisdo perfeitamente inelastica: perda da energia cinética ¢ maxima.

Colisao perfeitamente inelastica: Conservacdo do momento total:
Antes: p1,A+P2a = Di,p+P2D
(omrrrrrrere s e | Myt A +matia g = 0
U1, A U2, A
Toda energia cinética € perdida no Ref. Do CM:
Depois
1 2 1 2
_______________________________ PO Abe = Ee,p = Ee,a = —5M1uy 4 — 5Mauz 4
U1 p=1Usp=1ucy =0 Essa ¢ a perda de energia em qualquer referencial.

REFERENCIAL DO CM



Energia cinética de um sistema de particulas

Referencial p(Refor) — Z lmzuf energia cinética
do CM: —~ 2 “interna”

1 1 . .
E. = Z §mzv22 = Z §mi (uz + UCM)2

= Z %mz (uzz + 2u; - Uom + U%M)

: 1 o\ 1
Referencial _ Z 5miu@2 + (Z mﬂ%) Ton + (Z §mi> Vg

genérico: i

1
= B 40+ EMTU%M = B{ffew) 4+ B, ou

—_—

oM L .
Somente a energia cinética relativa ao centro de
massa (energia cinética “interna’”) pode mudar em
um sistema isolado.



Exercicio

Um projétil ¢ lancado obliquamente (como 1lustrado abaixo) e explode quando alcanca o ponto
mais alto se dividindo em duas partes de massas iguais. Sendo que, apds a explosdao, uma delas
cai a partir do repouso, onde cai a outra? Quanto de energia € liberada?

17 -
y ’ lg Conserva¢do do momento horizontal:
~® 6 T T . 2mug cos§ = 0+ mu, p
0 = Ug,D = 2V 4
() = > > > VZU 5
3 3v
=  Alcance = —~A = ~ 2 sin 20
2 29
d = . o
apT = Foxt,r = —2mgj Energia liberada:
= pr. = constante AE = oM (2v0,2)" — B (2m) v .

= mvg,x — mug cos® 6



Exercicio

Péndulo balistico.

i g 7

= = =4

Conservacao do momento horizontal:

mvy = (m + M)v
m

= —
v m+ M

Vo = UCcM

Conservacdo de energia (na subida):

1
(777,+M)gh=§(m—|—M)'U2

m 2U2
= h= 0
<m—|—M) 29




ColisOes elasticas em 1D

Antes:
e
U1,A U2,A
Depois

Manipulando as equagdes:
mi (U1,A - Ul,D) = M2 (Uz,D - U2,A) (m1 — mz) U1,A + ng’vg,A
v _—
mi (V1,4 —vi,p)(vi,a+v1ip) = ma(va,p—v24)(v2,4+v2D) 1D mi + mo
S - | N 2miv1, 4 + (Mo —m1) v A
ViA— 0 —|lvop —0 2,D =
1,A 2 A 2,D 1,D m1 + Mg

Conservacao do momento total:
Mi1vU1,A + MaV2 A4 = M1 V1, D + M2V2 D

Conservagao da energia:

9/MVi 4+ 52l 4 = 5TVLp + 5Mals p

Solucao trivial (sem colisdo):
UV1,D = VU1,A €VU2 D = VU2A4

Solu¢ao nao-trivial:




ColisOes elasticas em 1D

Casos especiais: mi=me = VI p=7U24€Vsp=1ur 4 (trocadevelocidades)

Ex: bola de bilhar

U U

myp > my = ’UlJ)%’Ul,Ae/U27D:2/U17A_'U2,A

Ex: Slingshot s,

Ex: Colisdo com uma parede




Colisoes 1nelasticas em 1D: coeficiente de restituicao

- U1,4 V2. A V1,D V2. D Conservacao do momento total:

Mi1V1,A + MaV2 4 = M1V, p + M2V2 D

1 equacao e 2 incognitas

Equacao adicional: o coeficiente de restituigdao

U2,D — V1,D
U1,A — V2.4

Q)
1l



Colisoes 1nelasticas em 1D: fator ()

U1,A V2. A V1,D V2. D Conservacao do momento total:

Mi1V1,A + MaV2 4 = M1V, p + M2V2 D

1 equacao e 2 incognitas

Equacao adicional: o fator de qualidade

Se
Q=FEp—FEyu (Q > 0, a colisdo libera energia,

() < 0, a colisdo aprisiona energia.



ColisOes 1nelasticas em 2D: referencial do CM

—

Uu1,D

Equacao adicional: o fator @)
Q =F D — E A

Equacdo adicional: o parametro de impacto b
¢ o tipo de interagao

Conservacao do momento total:
p1.p +D2.p =0

—  M1U1,p = M2U2 D

1 equacdo e 3 incognitas (u1,p, U2,p, 0)



Colisoes elasticas em 2D: referencial do CM
i, p
(/ Conservacao do momento total:
,' P1,p +DPo.p = 0

_ P1.p = —pp (cos BT + sin 69)
P2.p = pp (cos O + sin 69)

Conservacao da energia:

2 2 2 2
P1.a n D2 a _ P1,p i P2 p
2m1 2m2 2m1 2m2

O angulo ndo ¢ determinado por conservacao de

momento e energia. =  PD =PpA
. (A magnitude dos momentos
Equacgao adicional: o parametro de impacto b das particulas ndo muda)

¢ os detalhes da interacao
entre as particulas.



Sistema de massa variavel

Foguetes na auséncia de forgas externas:

{f -

instante ¢

o4 =p(t) = MU

Uex = Velocidade de exaustdo
dos gases em relacdo ao
motor do foguete

_o(t) e + (1)
—dM

Gt + dt)

3(t) + A7

>

M(t+dt) =
M(t) + dM

instante t-+dt

pp =p(t+dt) = (M +dM) (T+ dv) + (—dM) (T + tex)

Conservacao do momento total:

= | Mdv = tedM
Variagao do Impulso do

momento do foguete

S

gases do foguete



Sistema de massa variavel

Foguetes na auséncia de forgas externas:

ff -

instante ¢

Equacdo do foguete
MAU = tiegxydM =

o) | e + (1)
—dM

—

U My aMm
dvU = Ueyx —
7 v, M

Independe de quao rapido
o combustivel ¢ queimado

3(t + dt) = T(t) + A7
-
M(t+dt) =
M(t) +dM
instante t+dt
M(t) .
A queima
M; T lenta
.............. ¢
M = >
queima

rapida



Sistema de massa variavel

Foguetes na presenga de forcas externas:

B v(t+dt) = v(t) + dv
T, e+ g
M(t+dt) =
4 M(t) » |
M(t) +dM
-~ () +
instante ¢ instante t+dt
oa = p(t) = MU pp =p(t+dt) = (M +dM) (T+ dv) + (—dM) (T + tex)
- dpr Pp —pa MAU — U dM dv _ dM -
.: FeX —_ . — — — M_: ex q, Fex
sabet etk =" dt dt e T i o
y \J
Forc¢a sobre
o foguete Empuxo Forga

do motor externa



Sistema de massa variavel

Foguetes na presenga de forcas externas:

Ex: Foguete num campo gravitacional constante queimando
combustivel a um taxa constante. (Considere a velocidade de exaustao
dos gases constante.)

dv dM =
Eq. do foguete: M= = Uex— + Fext,R
Ou sei dt dt ’
u seja,
dv dv Uex R
M; — Rt) — = —tUxR+(M; —Rt)§ = —=g-—
( ) g = et )9 dt 77 M, — Rt
Integrando:
M. Rit
_):_’ —)t__,exl —l —»_—»_ uex
U ot+tgt—u n(Mi—Rt) = a=4g M — Rt
(valida enquanto t<t*) = M;g < Ruex

(para que decole ja de inic10)




Exercicio

Uma corda homogénea de comprimento L e massa M cai no prato de
uma balan¢a como ilustra figura abaixo. Faca o grafico da for¢a normal
como funcado do tempo.

1
y(t) — _gt27 =4

Queda livre: 5

Forca normal = Peso da corda sobre o prato + forca para
desacelerar o elemento de corda que cai.

gt? t
, = N 3 gX(2L> 3 g><<t
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