Oscilagdes simples

Objetivo:

Estudar o sistema mais simples que apresenta movimento oscilatorio: o oscilador harmonico.
Inicialmente consideraremos o caso ideal conservativo para estudar os conceitos de periodo,
frequéncia e frequéncia angular, e determinar a posi¢do, velocidade e aceleragao do oscilador.
Estudaremos também a relagao entre energia cinética e a energia potencial elastica correspondente. Por
fim, consideraremos a onipresenca do oscilador harmonico simples em diversos casos de sistemas
cujas amplitudes de oscilacoes sao pequenas.

Em seguida, estudaremos os efeitos de dissipagdo viscosa. Neste caso, a energia mecanica € dissipada
¢ as oscilacoes se tornam amortecidas. Ha 3 tipos de movimentos amortecidos: sub-amortecido,
criticamente amortecido e super-amortecido.

Finalmente, estudaremos os efeitos de uma forca periddica externa sobre o oscilador harmonico onde
introduziremos o conceito de ressonancia.



Oscilador harmonico simples

Lei de Hooke: F = —kx Forga restauradora

Movimento oscilatorio em
torno da posi¢do de equilibrio

4

Para molas,
a lei ¢ valida quando

Mmola K Mobjeto

x <</l

Constante de mola:
(dureza da mola)

forca

comprimento




Oscilador harmonico simples

Solucao da 2% lei de Newton:
frequéncia angular

d*z . 5 | k 1
m@:mx——kaz, = I+ w'xz=0, onde w= = M_tempo

Equacao diferencial ordinaria homogénea de 2* ordem:
Ha 2 solu¢des independentes e a solucao geral ¢ uma combinagao linear dessas 2 solugoes.

Solucdo 1: x1(t) = cos(wt
Ol&a0 1(t) (wt) Solugdo geral: x(t) = a; cos(wt) + ag sin(wt)

Solugdo 2: z2(t) = sin(wt) = Acos(wt + ¢)
¥

Prova: .
T (t) — —w Sin(wt) amplitude fase

i1 (t) = —w? cos(wt) = —w?z1(t)



Oscilador harmonico simples

Solucgao da 2° lei de Newton: Note que:
x(t) = aq cos(wt) + asg sin(wt) a1 = Acos ¢
= Acos(wt + ¢) as = —Asin¢g

As constantes de integragdo a, € a, (ou A e ¢) podem ser determinadas pelas condi¢des iniciais.

{x(t())a:o, = {onCOS¢’ = A:\/x%—k(vg/w)zetangb:_ﬂ
(

vg = —wAsin ¢, Tow

ou ai = o ea2:v0/w



Oscilador harmonico simples

r = Acos(wt + @)
v = —wAsin(wt + ¢)

a = —w?Acos(wt + ¢)

Periodo T’

2T

x(t+T)=2z(t), = T= ”

Frequéncia f

1

T’ — w:27rf

f

T, f e wnao dependem de A




Analogia com 0 movimento circular uniforme

Definicdo: Movimento de uma particula cuja trajetdria € um circulo e a magnitude da velocidade ¢
constante.

v = wlR = const - :
Proje¢ao no eixo x

0 = 90 + wt
r(t) = R(cos 0z + sin0y) = Ry —  z(t) = Rcos(wt + 0p)
,_{
vlo s sy = L (ri) = RYs
e ATV T

s ) kY — Rw (—sin0# + cos0j) = Rwh — vy = —Rwsin(wt + 6p)

5 — d /. dd

' 0 L pg — — _

'\ /, at) = (Rwé’) Rw v

Seanan? = —Rw?F = —w?7 = dg, —  a, = —Rw? cos(wt + )

F = My = —Mw>T —  Fp, = —mw?z(t)



Oscilador harmonico simples

Solucio alternativa da EDO: & + w?z =0

Qual a funcdo cuja primeira, segunda, n-¢sima derivada ¢ proporcional a ela mesma?

rt , .
z(t) =€"", onde r ¢ uma constante a ser determinada.

= d=rzx, => i=r’z, = (rP+w)az(l)=0, = |r==iw| (2solugdes)

Solugdo geral: x(t) =b1e™" + bye ™™ = by (coswt + isinwt) + by (coswt — i sin wt)

= (b1 + b2) coswt + i (by — ba) sinwt = a1 coswt + as sin wt

Solugdes fisicas: a1,2 € R b1 +b2 €R i(by —b2) €R = by = b3



Energia elastica

Forca elastica: F = —kx

Trabalho e Energia potencial:

1
AW = Fdz = —kzdz = —dU = —d (§lm2 + Const)

1 1
U = Qka = 5]@42 cos® (wt + @)

1 1
B = omv* = Smw?A?sin® (wt + ¢)




Pequenas oscilagoes: onipresenca do OHS

Movimento 1D sob a acao de uma forca conservativas

U(x)
A
........................................................... E
Pt. | | Pt
retorno retorno —
Pt. Pt. L
equilibrio retorno
4 -

Regido proibida Regido proibida



Pequenas oscilagoes: onipresenca do OHS

Aproximadamente um potencial harmonico para pequenas oscilagoes

U(z) = U(xg) + U (z0)(x — x0) + %U”(wo)(af; —x0) + ...

U(x)
__________ N Como U'(zp) =0
' | | (pt. de equilibrio)
1 2
—> = | U(x) ~ const + =k(x — xq)
0 Pt. 2
94 retorno onde f — U"(xo)

Validade de aproximacao: a mesma da série de Taylor.



Momento de inércia:

I = mi?

Exemplo: péndulo simples

Energia mecanica: E = ! 10 +U (0)

2

1 .
x = §m€292 + mgl (1 — cos6)
1 : 1
~ §m€292 -+ §mg€92 + const
/ 1 .
= §m€2 <92 + w202) + const

Z

onde Ww=4/=

Movimento harmonico:

= 0(t) = Omax cos(wt + ¢)



Exemplo: péndulo simples

T 2% le1 de Newton para rotagao:

0 | Ia = —mglsinfz, = a:é:—%sirw

Pequenas oscilagdes: 0 <1, = sinf=10

Movimento harmonico:

= Q(t) = emax COS(Wt + ¢)

Curiosidade: | 0 1 /3\2 0
corregdes anarmonicas para o periodo sdo T =1 (1 +7 sin? ( ”;‘X) + 7 (—) sin? ( max) + ...

e




Exemplo: péndulo fisico

2% lei de Newton para rotagao:
mgl

7 sin 0

160 = —mglsingd, = 0=—

Pequenas oscilagées: 0 <1, = sinf~¥0

. mgl 2 _ g
= 9N—TQ— w-b onde w I/(mf)
. 1 ., 1 .,
Energia mecanica: E = 5]9 +U(9):§M + mgl (1 — cos )
- 1 22 212
~ 2](9 + w0 ) + const

Movimento harmonico:

= 0(t) = Opax cos(wt + @)



Exemplo: pé€ndulo vertical

2% lei de Newton: mjj = —mg—ky, = G+w’y+g=0

| k
Solugdo: ¥ = Yo + Acos (wt + ¢) onde w=1\/—elo= —%

Energia mecanica:

1 1 1 1 mg
B= i+ L b mgy = Lo + Lk (47 4272,
2my+2y+mgy 2my+2 Y-+ ky
_ 1 a2 1 21, o
= ™My +§k(y—yo) —§ky0 | U
1 .
— oM <y2 +w? (y - yo)2> + U(yo) ‘
........ U(yO)




Exercicio de revisao

Na figura ilustrada abaixo, o projétil fica incrustado apos o choque. As massas do
bloco e do projétil, e a constante de mola sao conhecidas, € ndo ha atrito entre o

bloco ¢ a superficie.

1) Medindo a frequéncia de oscilacao, conhecemos a velocidade do projétil.

2) Precisamos conjuntamente da frequéncia de oscilagdo e da amplitude do
movimento para deduzir a velocidade do projétil.

3) Nao ¢ possivel deduzir a velocidade do projétil porque energia ¢ dissipada na

colisao.
4) Medindo apenas a amplitude do movimento, conhecemos a velocidade de projétil



Exercicio de revisao

Qual a frequéncia angular de pequenas oscilagdes de um péndulo horizontalmente
acelerado?

_|/Fe
on [

2) w= %
_ [V9a
3) W = 7 \‘

&S

gl

_ Jgt+a
4) w= o7



Oscilador harmonico amortecido

Oscilagdes amortecidas por uma forga viscosa
2a lei de Newton:

Fr=mi=—kr—bt, = i+2yi+wiz=0,

Equacao diferencial ordinaria de 2° ordem:

k.
=
>
m T
>

frequéncia natural

do sistema
k
wo — —
m

Ha 2 solugdes independentes e a solugdo geral € uma combinacao linear dessas 2 solugdes.



Oscilador harmonico amortecido

Solugdo da EDO & + 27z 4wz = 0

Qual a funcdo cuja primeira, segunda, n-¢sima derivada ¢ proporcional a ela mesma?

rt , .
z(t) =€"", onde r ¢ uma constante a ser determinada.

= T=rx, = :'é:r%, = (r2+2vr+w8)x(t):(), = r:—yi\w?—w%

(2 solugdes)
Solugdo geral: T (t) = bie"" + by " =" (ble\/ 12=wit | poeV 72—‘*’3’5)

As condig0es iniciais determinam as constantes b; o

7 > Wo  (super-amortecido)
3 regimes distintos: Y =Wo (criticamente amortecido)

7 <wo  (sub-amortecido)



Oscilador harmonico amortecido

Regime sub-amortecido: v < wo

2 2

Definindo w = \/wg — 7

z(t) = e 7 (b1 4 boe ™) = e 7 [(by + by) coswt 4 i (by — by) sin wt]

T —=le™ 7" [a; coswt + as sinwt] = Ae™ 7" cos (wt + gb\)
Ao Amplitude amortecida fase
0 /\ /\ . VA N o e Vida-média da oscilag@o:
7 NZ—-==-=
v ; )
————— T=1




Oscilador harmonico amortecido

Regime super-amortecido: ¥ > wo

— X (t) = bler+t—|—b26r—t — e_'ﬂ (ble\/ v2—wit i b2e—\/72—w8t)

Condicoes iniciais:

Sem oscilagdes, apenas amortecimento

Lo = bl + b2 Vo — ToT—

vo =110y +7r_by Ty —1T_

t— — (-
=% e (V7




Oscilador harmonico amortecido

Regime criticamente amortecido: v =wp, = 74+ =7r_ (1 solucdo)

Truque: 74+ = —y+¢€ 71— =—y—¢€, come — 0

=z (t) =" (bre” 4+ bae™) e (b1 + ba + (b1 — b2) €t)

—e " (z9 + (vo + z0Y) )
Ou seja, Solugdo 1: x1(t) = et criticamente amortecido
Solucdo 2: x2(t) = te "t T A

Sem oscilagdes, apenas amortecimento super-amortecido




Oscilador harmonico sub-amortecido

Perda de energia por ciclo no regime de baixo amortecimento: (wo >y, = woT > 1)

1
Energia nos instantes de retorno (v=0): E(t) =U(t)+ E.(t) =U(t) = 5/@426_27’5
T

0
AE dE E(t+T)- E() E(t) o E(t)
~ = = ——=(1— )~ ——= (27T) = —2vF
T~ 5 7 = (1—e™7) (0T) = —2vE(t)
A
N E 1 _wer T/2 T |
“AE T 4x T |/\
- ) \~\.~ . T .
Definicdo: Fator de qualidade ) / \ /\' _________ )
_ 2B wor 0 e
AE| 2 \/ V ________
Perda relativa de energia por ciclo e i 2T




Oscilador harmonico forcado

S Pl Bl

f :C>O byt Ly
O1T 600000011
i e -

Oscilagoes amortecidas por uma forga viscosa e for¢adas por uma forca externa

2a lei de Newton: | k
wo — —
Fext(t) m

Fr=mi = —kx —bi + Foi(t), = i+ 2yi+wiz= , !

Equacao diferencial ordinaria de 2° ordem ndo-homegénea:
A solucao geral ¢ a soma da solugdo da equacao homogénea com uma solucao particular.
A solugdo particular ¢ qualquer solucao da equagdao ndo-homogénea.



Oscilador harmonico forcado

Solugdo da EDO & 4 2v& 4+ wix = Feye(t)/m
2(t) = wn(t) + 2y (8),
Solu¢do da equagdo homogénea: Ip + 2vxp + w% x, =0

Para tempos longos, x;, — 0  (apenas um transiente) Exemplo: caso sub-amortecido
z, = Ae” 7" cos(t + ¢)

Solugdo particular: &p + 2vip + Wiy = Fext(t)/m

Vamos considerar uma forca externa harmonica: Fext = Fp cos 2t

A solugdo deve ser do tipo  z, = c¢; cos Ot + cosin 0t



Oscilador harmonico forcado

Solucdo particular: &p + 2vip + wiz, = (Fy/m) cos U
A solugdo deve ser do tipo x, = c¢1 cos 2t + cosin 2t

Substituindo o “chute” na EDO,

F
—0? (1 cos Qt + o 5in Q) +27Q (—cq1 sin Qt + ¢o cos Qt)+wj (1 cos Ot + co sin Q) = —2 cos O
m
F
= [(wg — Qz) c1 + 27902} cos Ot + [(wg — 92) Co — 27901} sin Qt = —2 cos Ot
m
F, 5 — 02 F 270
= | ¢ = O/W(WO ) e cy = o/m(fy )

(wg — 92)° + (299)° (wZ — Q2)° + (299)°

(Note que as constantes nao dependem das condic¢des iniciais)



Oscilador harmonico forcado

Solucdo particular: &p + 2vip + wiz, = (Fy/m) cos U

= T, = ¢ c08 2 + cosin 2t = Acos (U + )

¥ b

amplitude fase
Fy/m (w? — Q2 F 22
onde ¢ = o/ (20 ) 5 €2 = 0/m2( i 2
(wg — Q22)" + (27Q) (wg — 22)" + (27Q)
F 2
e A= o/ etan®:Q27 5
\/(wg —02)° + (290)° — %o

Essas amplitude e fase ndo dependem das condig¢des iniciais.




Oscilador harmonico forcado: ressonancia

Solugdo geral:  x(t) = zp(t) + z,(t) iy xp( ) = Acos (Qt + D)
A = 27/}
x

OAAAAhAf AAAAAﬂ T
| VYV W@%

transiente

1 QQ) + Q2/Q2

. . onde
Amplitude e frequéncia externa:

27: b
aQ 0 20 g i

frequéncia de amplitude maxima




Oscilador harmonico forcado: ressonancia

Poténcia dissipada: P = F - 7 = —bi? "2 —b (AQsin (Qt 4+ ) ’

Poténcia média dissipada (suprida pela forca externa):

o 1 t+T 1 t+T

P=_ / P (t)dt = —bA*Q* = / sin” (Qt + @) dt &
T J, T J ~
A bEGQ =
=y = 2 3
2m2wi [(1 - QQ) + QQ/QQI IS

F2Q |

— 1.0

2, [1 L@ (00 - Q)Ql

Ressonancia se da na frequéncia natural do oscilador:

P _
dQ

0,

=

*k
Q = Wo

Largura a meia altura:

Q

0.5

1 2y 2

Wo

Y
Y

1.5

Aw

woT

wWo

2.0

NN W
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