Rotag¢oes simples

Objetivo:

Estudar a cinematica e dinamica de rotagoes de corpos rigidos. Vamos nos focar principalmente em
rotacoes simples, ou seja, rotacoes em torno de um eixo fixo no espago (como em um carrossel) ou em
torno de um eixo que se move no espago mas com direcao fixa (como a roda de um carro se movendo
em linha reta).

Iremos estudar de maneira simplificada apenas um caso de um solido girando em torno de um eixo
cuja diregdo ndo ¢ fixa: o giroscopio.

Para esse estudo, devemos introduzir os conceito de velocidade angular, aceleracao angular, momento
de inércia, momento angular e torque. Evidentemente, devemos entender as relagdes entre esses
conceitos € como eles nos auxiliam na descricao das rotacoes.



Revisao: movimento circular

Definicdo: Movimento de uma particul cuja trajetoria esta contida em um circulo. Alternativamente, ¢
a rotacao de uma particula e torno de um eixo fixo.

Naturalmente, ¢ conveniente escolher um sistema de coordenadas cuja a origem coincide com a do
circulo: coordenadas polares. Naturalmente, o movimento pode ser descrito por apenas por uma Unica
variavel que € o angulo entre o vetor posi¢do € 0 €ixo .

— R = (0 (trajetoria circular)

w — - A k3 A - A dt
, “‘;A\A 7(t) = R(cos(0)z + sin(0)y) = Rr )
: d d
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aceleracdo tangencial e normal (centripeta)



Analogia com o movimento unidimensional.
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Translacao:
d

V= —x < Ax:/vdt
dt

d
a=—v <+— Av= / adt
dt
Posicao z (m)
Velocidade v (m/s)

Aceleragao tangencial

a (m/s®)

Revisao: movimento circular

Rotacao:

w=—40

“— AQz/wdt
dt

d
o= —w <+ Aw:/adt
dt

Angulo 0 (rad)
Velocidade angular “ (rad/s)

Aceleracio angular « (rad/s”)



Revisao: movimento circular uniforme

Defini¢ao: Caso particular do movimento circular em que a aceleracdo angular € nula: a=0.

u(t)
v ; 7(t) = R(cos(6y + wt)d + sin(fp + wt))) = Rf

. R N U(t) = Rwl = w(t) = |U] = Rw = const
[ | | |
:' 0 ': . A magnitude da velocidade (rapidez) é
' 0 Iz constante no tempo. (A dire¢do nao ¢.)

| | !

) 4

Q(t) = —Rw*F = dcp

A magnitude da aceleracao ¢
constante no tempo. A direcao nao ¢€,
¢ aponta sempre para o centro.
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Revisao: movimento circular
uniformemente acelerado

Defini¢ao: Caso particular do movimento circular em que a aceleracdo angular € constante: a=cte.
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1 1
m(t) = R(cos(fy + wot + 5&152):% + sin(fy + wot + 504152)?)) — R7
7(t) = R(wo + at)d = Rw(t)) = wv(t) = |7] = Rw(t)

d(t) = —Rw?*# + Raf = @y + @



Exercicio de revisao

E possivel que um objeto tenha aceleracio ndo-nula se ele esta se movendo
com (a) velocidade constante e (b) rapidez constante?

1) Sim, nao
2) Sim, sim
3) Nao, nao
4) Nao, sim



Exercicio de revisao

Para um objeto em movimento circular uniforme, os vetores posi¢ao

(adotando a origem como o centro da trajetoria), velocidade e aceleracao
apontam,

1) Todos radialmente para dentro

2) Radialmente para fora, tangencial, radialmente para dentro
3) Radialmente para dentro, tangencial, radialmente para fora
4) Todos tangenciais

5) Nenhuma das alternativas acima



Exercicio de revisao

Pode-se afirmar que a soma vetorial das for¢cas sobre um objeto que descreve
um movimento circular uniforme (rapidez constante) ¢

1) Nula
2) E constante dependendo da massa, rapidez e do raio do circulo
3) Nenhuma das alternativas



Exercicio de revisao

Duas pessoas estdo diametralmente opostas em uma carrossel girante. Uma
delas joga uma bola em dire¢do a outra. Em que referencial a bola descreve
uma linha reta? (Despreze os efeitos da gravidade.)

(a) O referencial do carrossel.

(b) O referencial da Terra.

1) Somente no ref. (a)
2) Somente no ref. (b)
3) Em ambos refs. (a) e (b)

4) Em nenhum dos dois ja que a bola fo1 arremessada quando estava num
movimento circular.



Rotac¢ao por um ei1xo fixo: cinematica

As particulas descrevem um movimento circular cujo centro € o eixo de rotacao.

N A

wWn

W
1> |

trajetoria

.

47| = R;d6
= || sin ¢;d6

Note que
dr L 7(¢)
dr L 7(t 4 dt)
(mov. circular)
(origem sobre o0 €1x0)

"""""""""""""""""""""" Definigoes:
40 = 465 (regra da mao direita)

7. S S (vetor axial ou

J d9 = Wdt dw = Oédt pseudovetor)

0 ) = | dF; = df x 7 = dfn x 7
Origem do sistema de coordenadas Como dr; = v;dt = (Jdt) x 7 = (& x 7)dt
esta sobre o eixo de rotacao S o S
= V; =W X1y

n = Versor rotacdo. A direcdo ¢ a do eixo de rotacao
e o sentido € dado pela regra da mao direita.

Analogamente, | d;; = & X T




Rotac¢ao por um ei1xo fixo: cinematica

As particulas descrevem um movimento circular cujo centro € o eixo de rotacao.

trajetoria

.
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Origem do sistema de coordenadas
esta sobre o eixo de rotacao

n = Versor rotacdo. A direcdo ¢ a do eixo de rotacao
e o sentido € dado pela regra da mao direita.
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U; se refere ao movimento de um ponto no espaco.

se refere ao movimento de um ponto ou uma
colecao de pontos (sistema de particulas)
relativo a um eixo de rotacao.
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Rotacao por um eixo fixo: dinamica

As particulas descrevem um movimento circular cujo centro € o eixo de rotacao.

n A N C e .
" wn Energia cinética:

W
> 1 1 1
trajetoria Ui | E. = ZL: imivf =3 <ZL: miRZ-2> w? = §Iw2

.

S~
-------------
REEE TSP L

Momento de inércia (ou inércia rotacional):

I=Y mR; — /RQdm = /RQ(F)p(F)dV

0
R;
Analogo rotacional da massa (ou inércia)
) Rj, OBS: Note que depende do eixo de rotacao.

R = Distancia até o eixo de rotacao.



Energia cinetica de rotacao

M(kg) R (Mm) T I (kg m?) E ()
Terra 6 10% 6,4 1d 10% 2,5 10%
Sol 2 10% 700 26 d 410 1,5 10%

Crab Pulsar 3 10% 0,01 33 ms 1038 2 10%




Energia cinetica de rotacao

Exemplo: M(kg) R (Mm) T I (kg m?) E (1)
Terra 6 102 6,4 1d 103 2,5 10%
Sol 2 10% 700 26 d 410 1,5 10

Crab Pulsar 3 10% 0,01 33 ms 1038 2 10%

Hoje, sabemos que o periodo de revolugao desses objetos ndo sao constantes.
O pulsar do caranguejo, por exemplo, atrasa 36,4 ns por dia. Esse atraso parece indcuo porque em
1 ano o periodo aumentaria de 0,013 ms. Mas quanto de energia cinética de rotagdo ¢ perdida?

_ Eenoje — Beontem  dE. d (1 d (1. [2r\°
Pcra _ c,hoje c.ontem c _ & 7 2| _ % -7 2L
b 24 horas dt  dt (2 “ ) dt (2 (T)
1 1 —2dT 1dT
= —J(2n)° d (T72) = 2102m)° ( 2 = | = 2B, | &=
2 dt 2 T3 dt T dt Compare com
—2E.0T 31 : y5) 26 D
= ~ —510"" W (=pot. luminosa da nebulosa) Pgol = 4 107 W < [Porab|

T x 24 horas



Momento de 1nércia

1) Uma particula 3) Barra fina homogénea (eixo passando pelo extremo)
A A
Y dM = %dx
o I[=MR?
R T

Y

I= /RQdM / T —da: —ML2
2) Barra fina homogénea
(eixo paralelo a barra)

4) Barra fina homogénea (eixo passando pelo CM)

A
M
\ M = —dx
[ O
I = MD? - s .M 1
I:/RQdM: 2’ —dzx = —MIL?
L L
D 8



Momento de 1nércia

5) Placa homogénea (eixo passando pelo CM paralelo a um dos lado e contido no plano da placa)

b| I = /R2dM / 21\4501—9’3=i1\4a2

ab 12
6) Placa homogénea (eixo passando pelo CM e perpendicular ao plano da placa)

21 Yg I = /R2dM:/R2 (x,y) M dxdy = / / z? + ) dzdy
wvﬁ’ $J-3
b M
g - — (/__ /__ dedy-l—/ / 2d:cdy>
z?dx + a/ 2dy> — % (a® +b%)
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Momento de 1nércia

7) Aro fino homogéneo (eixo passando pelo CM perpendicular ao plano do aro)
A

C ) I = MR? (todas as particulas do aro estdo a mesma distancia do eixo)
R

8) Disco homogéneo (eixo passando pelo CM perpendicular ao plano do disco)

R
2mrdr 1
_ _ 2 _ 2 _+ 2
=)» I_/dlam_/rdM_/O rM(WR2>_2MR




Momento de 1nércia

7) Casca esférica homogénea (eixo passando pelo CM)

A
T 2mr RO
T do I = d]am:/QdM:/ 3
/ r i I R? 2R r°dé
ot
3

— —MR2
3

8) Esfera homogénea (eixo passando pelo CM)

) R 9 Arr2dr oM [F 2
I= [ dlpsen = | =72dM = “r2M S — 440 = ZMR?
/ / 3T ,/0 Sr ( %WRg ) R3 0 " 5)




Momento de 1nércia

Teorema dos eixos paralelos: O momento de inércia de um sistema de particulas por um eixo
paralelo a um eixo que passa pelo CM do sistema ¢ igual ao momento de inércia pelo eixo que passa
pelo CM acrescido de M D? onde M ¢ massa do sistema e D ¢ a distancia entre os eixos.

Prova:

Tom :Zmzuf
—»2 —
a’,i_|_D} :Zmi<u?—|—2D~@—l—D2)

I = Zmir?:Zmi

= Iy + MD?

A [CM

Consequéncia: E sempre mais facil girar um objeto por um eixo que passa pelo CM.



Momento de 1nércia

Teorema dos eixos paralelos:

: 1
Exemplo 1 b7 A oy = 12
12
D
Exemplo 2:
br=2 $Icu=
o

I=1Icm+ MR? = MR?



Momento de 1nércia

Teorema dos eixos perpendiculares (apenas para sistemas uni- ou bidimensionais): Sejam I_¢ I os

momentos de inércia de um sistema de particulas tais que os eixos correspondentes estdo no plano
do sistema e os €ixos sdo perpendiculares entre si. Entdao, o momento de inércia I_do sistema por um

eixo perpendicular a esses dois primeiros que se interceptam num mesmo ponto € simplesmente a
soma dos dois primeiros.

Prova:

Iz = Zmsz,Z = Zmz (Ri,z + Rz,z) = Ix + Iy




Momento de 1nércia

Teorema dos eixos perpendiculares

Exemplo: Momento de inércia de um disco homogéneo por um eixo no plano do disco passando
pelo CM.

1 1
B L= MR=L+l,=20, = L= MR




Rotacao por um eixo fixo: dinamica

As particulas descrevem um movimento circular cujo centro € o eixo de rotacao.
Trabalho e torque:

A N
"t g=wn 7 L
trajetoria | o U £ Como d7, =df x 7, entdo
F’j --------------------------- sz:ﬁz(d5Xﬂ):d§(ﬂXﬁ)
Uj To = T3 X By, |7i| = [F3|7%] siny;
——
braco da alavanca
0 0 Note que o torque nao ¢ necessariamente
. . q q
Origem do sistema de coordenadas paralelo ao versor rotagdo 7.
esta sobre o eixo de rotacao
A 3 o . N Lembre-se que
n = Versor rotacdo. A direcdo ¢ a do eixo de rotacao R o o
¢ o sentido ¢ dado pela regra da mao direita. A (B x C ) =D <C X A) =C- (A X B)



Rotacao por um eixo fixo: dinamica

As particulas descrevem um movimento circular cujo centro € o eixo de rotacao.

W= wﬁ, 2" Le1 de Newton para rotagao:

Tik =Ti X Fip, = E Tik = T; X E Fi i
K K

= Ti,R:TiXFi,R:TZ'X dtz :&(T@sz)EaLz
Momento angular: L; =7, X p;
Origem do sistema de coordenadas o = Z 7 p
esta sobre o eixo de rotagao Somando todos P g 7 i :
0s torques: dt L= I
- 1




Rotacao por um eixo fixo: dinamica

d =g
2" Le1 de Newton para rotagao: TR = aL

Esta lei ¢ valida quando o torque for calculado em relagao a um ponde de um referencial inercial
ou em relacdo ao CM, mesmo ele nao sendo inercial. O motivo € que as forgas ficticias atuam
sobre 0 CM e, portanto, o torque ficticio se torna nulo neste caso.

Prova: .
Quando calculado pelo CM acelerado, 7, = u; X F; g = m;t; X (c?;fl]‘?grc‘al + dcm)

= %}%M — § %’5}%4 _ E mitl; X 6;?1%“&1 —I—W acM

- fRinerci : .. (Independente da
= g iM; x Fingreial — g torques externos inerciais (Indep <
_ ) _ aceleracao do CM)
1

1



Rotacao: resumo ate agora

Translacao: Rotacao:
Deslocalmento dr  (m) Deslocamento angular
Velocidade v (m/s) Velocidade angular
Aceleragdo tangencial g, (m/ 82) Aceleracdo angular
Inércia m  (kg) Momento de inércia
Momento p (Ns) Momento angular
Forca F (N) Torque

47, = df x 7, I=> mR;
¥ = & X L; = 7 x

i ; =a X T Tik =13 X Fip

NN QO By

(rad)
rad/s)



Exercicio de revisao

Em termos de eficiéncia para girar o parafuso, qual das alternativas abaixo se
aplica?

1) 2>1=4>3 y
2) 2>3>4=1 .

3) 3>1>4>2 T
4) Nenhuma das anteriores & o\



Exercicio de revisao

Dois aros de mesma massa ¢ de raios R ¢ 2R estdao sob as forcas como
ilustrado abaixo. Para que as acelera¢des angulares sejam as mesmas, a
magnitude da forga sobre o segundo deve ser, em relacdo a magnitude da
forca sobre o primeiro,

1) 1gual

2) o dobro

3) 4 vezes maior
4) 4 vezes menor
5) A metade

6) Nenhuma das anteriores




Torque resultante e torque externo

Torque resultante: Torque resultante externo:
R=Tg R Fext) _ Z i x B

Torque resultante interno:

TR =y (FxFytmxF)= ) (R x Ey
pares{i,j } pares{i,j }
no caso em que i j || 7% — 7, como em forcas

centrais (gravitacional ou Coulombiana), o par de
torques a¢do e reagao se anulam. Neste caso,

(int) _ =
T](%m)zo, = Tr=Tp =—L




Conservacao do momento angular

Caso o torque externo resultante sobre um sistema seja
Flext) nulo, o seu momento angular total ¢ conservado.

in ~ - —(ex d - ~
7 =0, = TR=ryY==L=0 =

i

= cte

OBS: Até onde sabemos, as interagdes fundamentais
entre as particulas conhecidas sdo tais que conservam o
momento angular. Portanto, esta ¢ dita uma lei de
conservacdo do universo em mesmo pe¢ de igualdade que
as leis de conservagdo de energia € momento.



Torque, momento angular ¢ o ponto do espaco

Torque e momento angular dependem do ponto do espago em que sao calculados.
Dependendo da escolha do ponto, essas quantidades podem ser matematicamente convenientes.

Momento angular com relagdo a O:
LO = mzﬁ X 171 = me; X ((Ij X RZ> =m; (dOO’ + RZ) X ((I} X RZ)
= —mydoowR; + miR?JJ’ = —mydoowR; + miR?JJ’

= —midoo/wﬁi + 10 = _midOO’WEi + EO’

Momento angular com relagdo a O’: | Lor = Iw

O torque resultante em relacdao a O’ também ¢ mais conveniente,
porque a forg¢a resultante também estd no plano da trajetoria:

FO’,R = ﬁz X F;',R = éz X my; (6Cp + Jt) = ﬁz X my; (—w2ﬁi + RZQQA1>

_ 3 N LA P
= R; xmR;al; = m;R;an = Ia




Momento angular interno e externo

E conveniente relacionar o momento angular de um sistema calculado por um ponto qualquer
do espaco com o momento angular calculado pelo CM do sistema:

Momento angular com relagdo a O:

= ECM+MJX VCM

Momento angular ~ Momento angular
interno (de spin) externo (orbital)

O momento angular ndo depende da origem apenas quando o CM do
sistema esta em repouso em relacdo ao referencial.



Momento angular interno € externo

—

A Eext — Eorb — MTd X VCM Lint = ECM = I1J

Exemplo:
Momento angular da
Terra em relacao ao Sol.
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Movimento geral de um corpo rigido

Quantos parametros precisamos para descrever completamente a posi¢do (e consequentemente o
deslocamento) de um so6lido em relagao a um referencial? R: 6

A
> B
Pode ser
substituido por
C A, B e C nao colineares
Solido genérico formam um triangulo que

representa o solido.

Precisamos de 3 coordenadas para descrever o deslocamento do ponto A.

Como o ponto B estd numa esfera centrada em A de raio AB, entdo precisamos de mais 2 coordenadas
para determinar o deslocamento do ponto B. Finalmente, como ponto C esta num circulo em torno de
AB, precisamos entdo de mais 1 variavel para determinar sua posi¢cao. Com esses 6 parametros,
descrevemos entdo qualquer deslocamento de um solido.



Movimento geral de um corpo rigido

Os 6 parametros que representam o deslocamento de um solido podem ser interpretados como uma
translagdo (3 parametros) e uma rotacao. A rotacdo ¢ de um angulo (1 parametro) em torno de um
eixo (2 parametros fixam a dire¢do do eixo).

A

Deslocamento
generico

Deslocamento genérico = Translagdo do
ponto C + rotagdo por um eixo que passa
por C para levar o triangulo pontilhado até
o triangulo que sofreu o deslocamento B
genérico



Movimento geral de um corpo rigido

Uma possivel estratégia para descrever o movimento dos corpos rigidos ¢€:
1) Descrever a translagdo do CM usando a 2° Lei1 de Newton para translagdo:

— ~(ex d—>
FR:FIS? t>:EPCM

2) Descrever a rotacao pelo CM usando a 2* Lei de Newton para rotagao:

- _ o(ext) . d E
TR,pelo CM — TR,pelo CM — & pelo CM



Exercicio de revisao

A 1n€rcia rotacional (ou momento de in€rcia) ¢ uma propriedade intrinseca
do sistema

1) Verdadeiro
2) Falso



Exercicio de revisao

Considere o objeto girante 1lustrado abaixo. Sendo a velocidade angular um
vetor, deveriamos associar uma direcao a ela?

1) Sim, +x

2) Sim, +y
3) Sim, £z

4) Sim, mas nenhuma das acima
5) Nao, a escolha ¢ arbitraria porque a velocidade angular ¢ um pseudovetor



Exercicio de revisao

Um objeto em um movimento circular sempre tem uma aceleracao
centripeta? Sempre tem uma aceleracao angular? Sempre tem uma
aceleracao tangencial?

1) Nao, nao, nao
2) Sim, sim, sim
3) Nao, sim, nao
4) Sim, nao, nao
5) Nao, nao, ndo
6) Nenhuma das alternativas acima



Exercicio de revisao

Se ambas as inércia e rapidez rotacional de um objeto dobram, pode-se
afirmar que sua energia cinética rotacional

1) Permanece constante

2) Duplica

3) Aumenta por um fator de 4
4) Aumenta por um fator de 8
5) Cai pela metade

6) Cai por um fator de Y4

7) Nenhuma das anteriores



Exercicio de revisao

Um paralelepipedo possui 3 eixos de simetria perpendiculares entre si1 que
passam peso seu CM. Por qual dos eixos a inércia rotacional € maior? E

menor?

1) Pelo eixo paralelo a maior € menor dimensoes, respectivamente
2) Pelo eixo paralelo a menor € maior dimensoes, respectivamente
3) Pelo eixo paralelo a maior e intermediaria dimensoes, respectivamente
4) Pelo eixo paralelo a intermedidria e menor dimensdes, respectivamente

5) Nenhuma das anteriores



Péndulo simples (rotacao de 1 particula)

Yy
N
N X
=
0 ()
| el
............ AN
r

Eixo de rotacdo: n = = 0 =wz

Z,
Momento de inércia: I = m/e?

Momento angular:

—

L =7x 7=t x (m?) = b7 x (mewé) — mlwi = I
Note a semelhanga com p = mv

Torque total:

T=7rx(T+P)=7Xx P = —mglsin 6z

2% lei de Newton:
d?6 g .
= —=sinf

Ila=—mglsinbfz, = =5 ;




Péndulo simples (rotacdao de 1 particula)

y Energia potencial gravitacional:
N U =mgy = —mglcosb
x
U Forca associada: F; —P=_-VU= —mgi
0\ 7(t) dU
' Torque associado: 7 = —@ﬁ = —mglsin 6z
ol i Conservacgao de energia (perspectiva da translacao):
----------- B \r b= im?ﬂ + mgy
Conservacgao de energia (perspectiva da rotacao):
1

E = ile — mg¥ cos 6



Torque gravitacional

Torque gravitacional total: 7 = Zﬁ X (m;g) = (Z mgy) X g= Mprom X g
i

= ToMm X P Equivalente a substituir todo o sistema por uma
particula de mesma massa concentrada no CM.




Estatica de corpos rigidos

Como

CondigOes necessarias para que um corpo
permanega estatico:
F’R _ F‘%}({ext) _ Z F’{i(ext) _ 6 o 7—_»R _ —»gext) _ ZF_(ext) _ 6

7
7

Ex: Qual a menor inclinagdo para que a escada permaneca
estatica quando encostada numa parede perfeitamente lisa?

Forca resultante: Fn 1 = Mg Fno2 = Fat

Torque resultante:

14 1
Mg§ cost) = Fiyolsint, = Fnao= §Mg cot 0

1
F. = §Mgcot9 < pubFni1=puMg, = |cotl <2pu




Exercicio de revisao

Sendo que o arranjo abaixo esta em equilibrio, € que o cilindro tem massa
M, qual a massa da prancha? (Assuma que os objetos sao homogéneos.)

1) M B
S ]

4)2/3M * e |




Exercicio de revisao

Em quais das situa¢des abaixo o objeto sobre o plano inclinado ¢ instavel

com certeza?

N

) 4

1)B

2)AeB A B
3) Ce A

4)DeB

5)A,CeD &
6) Nenhuma das anteriores \ \\@

@!
4

o
v




Barra fina homogénea

Uma barra gira livremente por um eixo em sua extremidade.
. Determine a relagdo entre a aceleracgdo tangencial da outra
b R' At,x  extremidade e o angulo entre a barra e o eixo horizontal.
///

Momento angular:

/’// a/) a/
A > by Mt L = g 7 X (m;v;) g m;T; X (wn)

Y / CM i
| B 1
P = Mrg = (Y ma? |wi=15=MPs
//\ 0 i 3
0 A\~ > x )
2" le1 de Newton para rotagao:
T =TQ P:—ngﬁcosez—Ioz = 62:—2—‘200892
Aceleragdo tangencial:
Q; = V% & — _3_g cOS 9@7 = gy = _3_9 cos? 0 Soltando a barra do repouso com

2
0<352°, = |ay|>g



Barra fina homogénea

Uma barra gira livremente por um eixo em sua extremidade.
W Determine a relagdo entre a velocidade angular € o angulo
) entre a barra e o eixo horizontal.

Energia cinética:
A 1 1
M E.= ~Iw? = - M{*W*
2 6
> ﬁ = Mg i . o
\/0/ rd Energia potencial gravitacional:
!/ — > €T

1 .
U= mgy = (Zmyz> g = Mgycn = 5 Mglsing

Conservacao de energia:
(A barra ¢ solta do repouso)

% Tw? + % Mglsin§ = % M gl sin 6, OBS: Torque a partir da energia potencial

. dU 1
= | (wl)® = 3¢l (sinfy — sin ) T = —@z = —§M9€COS 0z




Barra fina homogénea

Uma barra gira livremente por um eixo em sua extremidade.
Calcule a forca do eixo sobre a barra.

ay

—

Fr

at,x
/// ‘\ Forca resultante sobre a barra:

Fr=F+P

2% le1 de Newton:

1

1 .
Mdcy = M (Gep +ay) = M — WP+ 56059)

2

M <—gg (sinfy —sin @) 7 — ??Tg COS@é)

o diy
A -
Y CcM
— //// ﬁ — MTg
0 "
Logo,

gl

3
Mg (—5 (sinfy — sin @) 7 — 7 €08

3

3

1
ZMQ [(SSiHH — 2sinfp) cos 0% + (38in2«9 + 3~ 2 sin 6 Siﬂ@) 3]]

eé+:&>




Momento angular de uma particula livre

m U
- Posigdo: 7 (t) = (xo + vot) & + by

Velocidade: U (t) = vo

Momento angular: L (t) = 7 (t) X §(t) = —muvgb?

O momento angular € constante no tempo porque a for¢a € nula e, consequentemente, o
torque € nulo. Em que outra situagdes situacoes o momento angular de uma particula €

conservado?

d - . L L
aL:():%’:FXFR, = Fr=0o0uFgr| 7 (forca central)



Forca central

Relacione o raio da trajetoria R com a velocidade angular w e com a tragcdao 71'no fio na

situagdo abaixo onde um agente externo ¢ livre para puxar/soltar a corda abaixo do furo.
(Desconsidere quaisquer forgas de atrito.)

F=FxF=0, = L=Iw:=cte

Como I = mR?

— | WR? = cte

Como T = mw’R

= | TR? = cte




Sistemas na auséncia de torques externos

Ex.: Um inseto se desloca sobre um disco homogéneo que gira sem atrito em torno de um eixo fixo
que o atravessa pelo centro. Sendo que o inseto estava inicialmente no centro do disco, determine a
nova velocidade angular do sistema disco+inseto. Qual a variacdo da energia cinética? De/pra onde ela

foi1? Descreva a forga que o eixo exerceu sobre o disco.

Torque resultante ¢ nulo.
Momento angular conservado

LA — Idiscowi — LD — (Idisco + Iinseto)wf

Ws
= We

- 1 + Iinseto/Idisco

Anélogo a uma
colisdo perfeitamente
inelastica

]inseto

§I¢wi Iinseto + Ldisco

No inicio, o CM do sistema esta sobre o eixo de rotacdo. Ao final, o CM gira em torno do de eixo que exerce a
for¢a centripeta correspondente. Durante o processo, a forga centripeta foi variavel admitindo que o CM se
afastasse do eixo. O que mudaria caso o disco girasse sobre uma superficie sem atrito?




Sistemas na auséncia de torques externos

Ex.: Dois discos giram em torno de um mesmo eixo sem atrito como ilustrado abaixo. O disco de cima
escorrega sem atrito e colide com o segundo. Por atrito entre suas superficies, ambos giram com a
mesma velocidade angular ao final. Determine a velocidade angular final.

Torque resultante ¢ nulo.

Momento angular conservado [/

Ly=Tlwi o+ Iowsa=Lp= 1+ I2)wp —

Ny 4+ Tows, 4 | Analogo a uma
= | Wp = colisdao perfeitamente
I + I L
inelastica




Exercicio de revisao

Um patinador esta girando com os bragos abertos sobre uma superficie muito
lisa. Ele entao encolhe seus bragos a fim de diminuir o tempo de rotacao.
Neste processo, a energia cinética

1) Aumenta (de onde veio?)

2) Diminui (para onde fo1?)
3) Ndo muda




Exercicio de revisao

Considere a situacgao 1lustrada na figura da esquerda: sobre uma superficie plana
perfeitamente lisa dois pequenos objetos 1dénticos se chocam sendo que um deles
esta preso por uma corda (de massa desprezivel e inextensivel) fixa a um pivo. A
situagdo na outra figura ¢ idéntica exceto pelo fato de que a corda ¢ duas vezes mais
longa. A velocidade angular na segunda situagdo em relagdo a primeira ¢

1) A mesma

2) O dobro T, ’ y

3) A metade

4) 4 vezes maior T v T v

5) 4 vezes menor
6) Nenhuma das anteriores




7

Maquina de Atwood

Forgas sobre as massas

Mya = Mg —Th
Moa =Ty — Mag

Somando as 3 equagdes:

(M — Ma)g

Torque sobre a roldana
lToa = (Tl — TQ)R

A corda nao desliza
sobre a roldana:

fora resultante

=

M ML I/R

massa efetiva

a=aoaR



7

Maquina de Atwood

Varia¢do da energia potencial:
AU = MygAhy + MygAhy = — (Ml — Mg) gh

Variagdo da energia cinética:

1 1 M, — M
AE,. = =M, (v?, —v?.) = =M (2ha) = M, gh L 2
1= M vy =) = 5 @he) = Migh | T
1 1 M, — M
AE,. o= =M, (v2, —v2.) = =M, (2ha) = M L 2
275 2 (V25 = v2) 5 M2 (2ha) = Magh (M1+M2+I/R2
1 1 I M, — M
AE,. .= ~T(w?, —w?.)=>-I(2A0a) = — gh L 2
) 2 (wl,f wlaz) 2 ( Oé) R2g <Ml + M2 + I/R2

= AF,. = (Ml — MQ) gh

Variacdo da energia mecéanica: A(U + E.) =0



Rolamento sem deslizar

Roda sobre um plano horizontal:

Forcas sobre a roda: Condicoes de nao-deslizamento:

—

ﬁR:N+P)+ﬁat:Fat:mJCM Az = RAY

= F,. = —macm vom = Rw

acm = Ra
Torque sobre a roda

(em relagcdao ao CM):
TR — RFat = ICM = ICLCM/R

R2 2
= Fu=-macn = —mFu—, = (1 4 mIR ) F..=0

Na pratica, ha deformagdes
da roda e da superficie e
outras fontes de dissipacao.

= Fuy=0, = wvcoum =cte



Rolamento sem deslizar

Roda sobre um plano inclinado:

Forcas sobre a roda:
N = Pcosf

ma = Psinf — F;

Torque sobre a roda
(em relagdo ao CM):

TR = RFy = Ila=1a/R

Y gsinf
1+ 1/(mR?)

Condig¢oes de nao-deslizamento:

Axr = RAO
v = Rw

a = Ra
FatS,UN

= tan9§u<1+

mR?
I

)



Rolamento sem deslizar

Roda sobre um plano inclinado:

Variagdo da energia cinética

1

AE. = AE.7+AE.r= §m (U]%,CM — Vi,cM

1 I
= 35 (m + ﬁ) (U]%,CM - U?,CM)

— 1 (m + i) (2ASa) = mgh

2 R?

Energia mecanica € conservada



Exercicio de revisao

Dois cilindros de massas e dimensdes 1guais inicialmente parados descem,
sem deslizar, um plano inclinado. A massa do cilindro A estd mais
concentrada nas extremidades enquanto a do cilindro B estd mais
concentrada no centro. Qual desce mais rapido?

A

1) A
2)B
3) S3o 1gualmente rapidos




Exercicio de revisao

Um disco e um aro homogéneos inicialmente parados descem, sem deslizar,
um plano inclinado. O aro ¢ mais lento que o disco quando

Disco
1) dlSCO aro AI'O
2) dlSCO aro
)M, =M _eR_ =R
1Sco aro disco aro

4) O aro ¢ sempre mais lento




Rolamento com deslizar

Analise o movimento de uma bola de boliche

wo=0  wr =1y —Fy =ma=—uN, = a=—ug
== Enquanto deslizando: R
'l' ’Uo‘\ IO{ = RFat, = o= o Img
- ! [}
Fat ‘\ —" (t) t
A Lo 0, v = Vo — KHg
- { w(t) = @t Tempo até a cessagdo
A do deslizamento
Yo \ 8
v v(t*) = Rw(t™), = t* =
i B () = R(t") (-
P e whR .
T ot Velocidade final:
0 - %0 ) 1 onde = "
t — v =v(t") = [ —— ) vo
1y L+~

Distancia percorrida enquanto deslizando: AS = =

vg — % 7@+7)(
2. (1+7)



Rolamento com deslizar

wo=0  wr=hvy
—

l' ’U~O“
L T
Fat ‘\ ‘o'

%

A
Vo
Uf \ U

I .t
12

Variacao da Energia cinética:

1 1 o 15 2
AEC = 5 (m—l— ﬁ) ’Uf — imvo = — (m) EC’()

Trabalho da forc¢a de atrito:

I
onde = 72

9 m

Wi, = —FyWAS = —“—JWQ)EC,O

(1+7)
Trabalho do torque de atrito:

w? Tv? o

W, . =7uA0=RF, | -L|=—L = E.

2 t t <2a> 2R2 (1+ 7)2 0

Trabalho total: W, 6 +Wpg, = — (L> E.o=AE,
1+~




Exercicio de revisao

Uma crianca rotaciona uma pedrinha amarrada a um barbante como
esquematizado abaixo. No instante indicado pela figura, um pequeno
impulso para baixo ¢ dado a pedrinha. O momento angular varia em que
direcao?

1) X

2) -X

3)Y

4)-Y

5)Z

6) -Z

7) Nenhuma das anteirores




(G1roscopio

Z A o Solido cuja dire¢ao do eixo de rotacdo nao ¢ fixa

-#

L = Iwf

TR —MgDH—

dr

Precessdo do eixo: d¢ = ——
L

|7‘R‘dt
L

Y

=

Torque em relagao a O:

/X o N
Jojrata

L S
d = dL 1 L
dt’
LAY )
L(t)
q_ 99 _ |7l _ MgD
dt I Tw




-y
" "

[ ] ’ [}
(G1roscopio
Solido cuja dire¢ao do eixo de rotacdo nao ¢ fixa
S dp’

ﬁR:Fcp: E, — dﬁJ_ﬁ

Precessao do momento:

Analogia com o movimento circular uniforme

; g )Fcp dt
: P i e
R 7] 7]

= | = =
dt mu

_d_gb_mvz/R:

(%

R

A particula cal em dire¢do ao centro apenas se 0 momento inicial for nulo.
Analogamente, o giroscopio so cai apenas se 0 momento angular inicial for nulo.
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