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DESCRICAO:

Este projeto tem por objetivo estudar a dindmica de sistemas simples. Para isso, algumas técnicas de resolucao
de equagoes diferenciais serdao apresentadas. Mais precisamente, usaremos os métodos de Euler e Euler-Cromer para
estudar o movimento oscilatério de um péndulo simples.

Para este projeto, todos os seus programas devem usar precisao real dupla (real*8).

O PENDULO SIMPLES

Considere o movimento de um péndulo simples como mostrado na figura ao
lado. A equacdo diferencial correspondente vem da segunda lei de Newton e
se resume a

0 . g
@ =0 = —zsene, (1)
onde g é a aceleracao da gravidade, £ é o tamanho da haste rigida de massa

desprezivel que conecta o ponto de oscilagdo ao péndulo de massa m. A energia
mecénica (cinética + potencial) é dada por

1
E= §m€2w2 + mgl (1 — cosb), (2)
onde
de .
=—=90 3
YT ’ ®)
é a velocidade angular.
No limite de pequenas oscilagoes (Omax < 1), a Eq. (1) se torna % = —26 e, portanto, o movimento é harménico
com periodo Ty = 271'\/% e
0 (t) = Omax cos (Qot + @) . (4)

A frequéncia natural de oscilacio harmoénica é Qg = QT—?: = \/% . As constantes O,.x € ¢ dependem das condigoes
iniciais do problema.

Nosso objetivo é estudar o periodo T no caso geral. Para usar o método de Euler, devemos transformar a equacao
diferencial de segunda ordem Eq. (1) em duas de primeira ordem, ou seja,

dﬁ - —gsena - Witl = Wi — Qgsen&-At, (5)
dt /
%f:w — 9i+1:9i+wiAt7 (6)

onde t = iAt é o tempo na i-ésima iteracdo do método.

Param = 1Kg,/=1me g = 9.8 m/s?. O perfodo do movimento harménico correspondente ¢ T' = 2.00709 s. Pare
evitar casos particulares, é conveniente estudar o problema em varidveis adimensionais. Neste caso, é natural definir
7 = Qot. Ou seja, 7 mede o tempo em unidades do inverso da frequéncia natural de oscilagdo €29. Como o angulo
estd em radianos, ndo ha necessidade de redefini-lo porque ja é adimensional. A velocidade angular w = 6, entretanto,
deve ser substituida por %, que é equivalente a fazer w — w/€. Analogamente, devemos fazer § — 6/Q2%. Sendo



assim, as Eqs. (1), (2), (4)—(6) simplificam para

6 = —sind, (7)
E 1
= — = 1- Zw?

g gl cosf + 5@ (8)
0 (1) = Omaxcos(T+ o). (9)
Wi+1 = Wi — senHiAT, (10)
0i+1 = 0; +w;AT. (11)

1. Aproximagao harmonica:

(a) Escreva um programa que resolva o péndulo simples na aproximagéo harmonica pelo método de Euler, ou
seja, seu programa deve iterar a equacao diferencial correspondente

dw

T~ —0 = wiy1 =w; — ;AT (12)
de
T =w — 041 =0, +wAT. (13)

Mostre no mesmo gréfico 6(7) e a solugao analitica (4).

Mostre no mesmo grafico a energia mecanica total £ (7) (na aproximagao harménica) e sua solugao analitica
esperada.

Discuta seus resultados.

(b) Uma alternativa para o método de Euler é o método de Euler-Cromer. Neste as Eqgs. (12) e (13) sao
modificadas para

wH_l = W; — aiAT, (14)

91‘_;,_1 = 60; + wi+1A7'. (15)

Repita as tarefas do item anterior para o método de Euler-Cromer.
2. Periodo do péndulo simples:

(a) Escreva um cédigo FORTRAN que implemente o método de Euler-Cromer para o péndulo simples (7).
Soltando o péndulo de alguns valores de 6y (com wg = 0), calcule o perfodo de oscilagio correspondente.
Compare seus resultados com o valor obtido pela integral eliptica

T =0T =2 /
0o \/0089 — 00890

Esta integral deve ser calculada numericamente utilizando um método de sua escolha. Cuidado com as
singularidades nos limites de integracdo £6y. (Faga uma tabela e um grafico de 7 como funcao de 6y.)

(b) Cousidere valores pequenos de 6y e verifique que

Lo
] ~27r(1+1690).
3. Péndulo amortecido:

Na presenga de uma forga viscosa, a equagao de movimento (1) é alterada para 6= —O3send) — bé, onde b é uma
constante. (Caso o péndulo seja uma esfera de raio R imerso num fluido de viscosidade 7, a forga viscosa é tal
que b= M .) Novamente, trabalhando com varidveis adimensionais, a equagao diferencial se torna

6 = —senf — ~0, (16)

onde v = b/Qg é o coeficiente de Stokes adimensional. Escreva um cédigo FORTRAN que implemente o método
de Euler-Cromer para o caso amortecido. Tomando v = %, faca o gréafico de # como func¢do de 7 e indique se o
movimento é sub-, super- ou criticamente amortecido.



4. Péndulo amortecido e forgado:
Além da forga viscosa, desejamos estudar o caso em que hd também uma forga externa sobre o péndulo. Uma
maneira simples é considerar que ha um torque externo sobre o péndulo igual a Neyt(t) = Nosin (Q2t). Neste

caso, a equacio de Newton para o angulo do péndulo é § = —Q%sen@—bé—i— njjl?? sin (Qt) . Novamente, trabalhando
com quantidades adimensionais, a equacao de Newton se torna
6 +~0 4 sin 6 = asin (v7), (17)

onde v = Q/Q é a frequéncia da forga externa em unidades da frequéncia natural e o = QQLTSP é uma constante
0

adimensional que parametriza a intensidade do termo forcante. Escreva um cédigo FORTRAN que implemente
o método de Euler-Cromer para a Eq. (17) e faca as tarefas abaixo para dr = 1073, v = 0.5 e v = % fixos, e
tempo maximo de simulagao T,ax = 50 X 27, i.e., 50 periodos de oscilagdo naturais.

OBS.: Imponha que —7 < 0 < w. Ou seja, se ao longo das iteragoes 6; ficar maior do que m em médulo, faga
6; — 6; £ 27 (com o sinal adequado).

(a) Faca os gréficos de 0 (1), w (1) e £ (1) para @ = 0.5, 0.75, 1.0, 1.25, 1.4, e 1.5 e condigdes iniciais y = wy = 0.
Em quais casos o sistema ¢é periédico ap6s um transiente Tirans? Qual é o periodo correspondente?

(b) Utilizando os mesmos dados do item anterior, faca os gréficos de w (6).
OBS.: Para os casos periddicos, verifique a existéncia de “circulos limite” para tempos posteriores ao
transiente (7 > Tirans)-

(c) Faga as sec¢oes de Poincaré correspondentes. Para isso, repita o item anterior considerando apenas os ins-
tantes de tempo multiplos do periodo do termo forgante Toxy = 27“ Considere apenas o regime estacionario,
i.e., T > Tians-

OBS.: Note que os circulos limites se reduzem a um conjunto finito de pontos. Para o caso ndo-periédico
(que é cadtico), a secdo de Poincaré é um fractal (no caso, chamado de atrator estranho). Para uma boa
visualizagao deste, agrupe outros pontos refazendo sua simulagdo para diversas outras condig¢oes iniciais.

(d) Para ajudar a quantificar a “caoticidade” do sistema, é comum calcular o expoente de Lyapunov. Refaca
o item 4a com uma pequena diferenca nas condicdes inicias, fy = 0 e wy = 1072 para o caso periédico
e wo = 107° para o caso cadtico, e calcule as novas trajetérias Gnew (7) € Whew (7). A quantidade de
interesse é a diferenca entre as trajetérias. No mesmo gréafico, mostre 660 (1) = |0 (7) — Onew (7)] € dw (1) =
|w (7) — Wnew (T)| € obtenha o expoente de Lyapunov ajustando §6 o e*7 e dw o e’ aos seus dados
no regime estaciondrio (7 > Tyans). Faga uma tabela com os valores de «, Ag e A, e verifique que
Ao = A = A. Quando o expoente de Lyapunov A > 0, diz-se que o sistema é cadtico, i.e., extremamente
sensivel as condicoes iniciais.
OBS.: Note que, para o caso peridédico, o regime transiente é cadtico.



BREVE DISCUSSAO SOBRE A EXECUCAO DOS PROBLEMAS
Periodo do péndulo

O nosso objetivo é obtermos a expressao para o periodo do péndulo simples para qualquer amplitude de movimento.
Sendo 0,.x a amplitude do movimento oscilatério, a energia mecénica total é E' = mgl (1 — cosOax). A relagdo entre

a velocidade angular w = ‘31? e o dngulo 6 é obtlda da conservacao de energia:

1 o\
mgl (1 — cosOmax) = §m62 (dt> + mgt (1 — cosb),

donde obtemos que

do 2g
i :i:\/g (cosf — cosbmax), (18)

com o sinal + se referindo aos instantes em que 6 é positivo e negativo. Por simetria do movimento, %T é o tempo
necessario para 6 ir de 0 até 6,,.x. Portanto, integrando a Eq. (18) sobre esse intervalo, temos que

dt = f / \f / (19)
/ \/m \/25111 smax — 2sin g

Usando a seguinte mudanga de varidveis

B3

sens

[\v]
—~
[\~
o
=

senu =

onde k = sena“‘%, e, consequentemente

d9:2kcozudu: 2k cosu du, (21)
cos 5 V1 — k2sen?u

z
T—4t / S (22)
g9.Jo 1 — kZsen2u
Note que T nao depende de m.

E interessante expandir essa integral para k < 1 (que corresponde limite harmonico de pequenas amplitudes
Omax < 1). Logo,

T - 4 Z/”/z du _4 6/”/2 (1+sen2uk2+3sen4uk4+5sen6uk6+”.>du
9Jo V1-—k2sen2u 9 .Jo 2 8 16
14 1 9 25
2my = (14 <k + —k* + —k° +
7r\ﬂ( T T T

¢ 1 173
o2y = 92 o4 68 ). 23
"y ( 16" max T 375 Ymax T 73750 max ¥ (23)

Vemos que, de fato, as primeiras corregoes do periodo com a amplitude sao quadraticas e que no limite de pequenas
oscilagbes recuperamos o resultado harmonico.

temos entao que

O método de Euler e de Euler-Cromer
No método de Euler Egs. (5) e (6), a energia mecénica total é iterada da seguinte maneira:
L2 9
Ei,= imﬁ wi 1 +mgl (1 —costiiq)

1
= B+ 5gm (fw? cos 0; + gsin®6;) (At)” + O (At)°. (24)



Dessa maneira, o ganho de energia em um periodo

AEr=E(t+T)-E(t) =) AE, (25)

onde AE; = F;1 — E;, é sempre positivo porque cos; é, na maioria das vezes, positivo num periodo. No caso em
que Onax < 5, cos; é sempre positivo. Em suma, a energia cresce em média no método de Euler.

Usando o anélogo das Egs. (5) e (6) para o método de Euler-Cromer (w;+1 = w; — Q3send; At e 0,11 = 0; +w;11At),
a variacdo de energia de uma iteragdo para outra muda para

1
Eiy,=E; + Z9m (bw? cos; — gsin® 6;) (A 4+ O (A1)*. (26)
Em contraste com (24), AE; ndo é necessariamente positivo. Na verdade, em um ciclo AEr = 0 até ordem quadrética

em At. Esse resultado é facil de ser mostrado no limite de pequenas oscilacbes onde podemos usar a aproximacao
harmonica de que 6 () = Opax cos (Qot) e w (t) = —Omax0 sin (Qot). Logo,

t+7T
AP Y Som (tsd o) (a0 o [ (62 - 00ty =0 1)
P t

dado que ftHT sin? (Qot) dt = :+T cos? (Qot) dt. Em suma, no método de Euler-Cromer, a energia é conservada em
média desde de que At seja suficientemente pequeno.
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