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Projeto 3: Solucao de equacgoes diferenciais pelo método iterativo

Descrigao

Discutiremos nesse projeto como solucionar equacoes diferenciais pelo método iterativo onde o espaco é discretizado
numa grade. Em particular, vamos nos focar em equagoes elipticas. Como referéncia, veja o capitulo 6 do Koonin &
Meredith.

1. Equacgao de Poisson em d =1
Considere a equagao diferencial

d2
da?

¥(z) = S(x) = 6, (1)
definida em z € [0, 1], com a condigédo de contorno 3 (0) = ¢ (1) = 0. A solucao analitica é simples e igual a
Y (z) =z (1-2%). (2)

A equagdo (1) pode ser obtida da minimizacdo do funcional

E= [ ar|(Lo@) —s@v@)|. 3)
[ 3 (o) |

com respeito a todas as fungoes 1 (x) que obedecem as mesmas condigoes de contorno (vide detalhes na segio
A). (Para a solugdo (2), o valor minimo do funcional é Ey,;, = —2/5.)

O nosso objetivo é encontrar uma solugdo numérica para ¥ (z) usando o método iterativo. Primeiramente,
devemos discretizar o espago em unidades de h de tal maneira que os pontos discretizados da rede sdo x; = jh,
com j =0,1,..., N + 1. Dessa maneira, temos N pontos entre z = 0 e x = 1. O campo 1 (x) também se torna
discretizado com v (x;) — ;. Naturalmente, as condicoes de contorno se tornam 9y = ¥n41 = 0. O método
iterativo tem por objetivo obter os outros N valores do campo {¢1,...,¥nx}. O método consiste em iterar a
Eq. (1) até que um determinado critério de convergéncia seja satisfeito. Naturalmente, devemos discretizar a
Eq. (1). Tal discretizagdo nao é unica. Aqui, iremos utilizar a segunda derivada de 3 pontos (a mais simples e
menos acurada). (Naturalmente, outras derivadas numéricas mais acuradas podem ser utilizadas resultando em
convergéncias mais rédpidas.) Logo, a Eq. (1) se torna

_ <¢j+1 — 29, +¢j1> _g.

h2 j7:>wj:

1
5 (Vi1 + 051+ 12S)). (4)
Iterando a Eq. (4) (sempre usando o valor de t; atualizado) até que um critério de convergéncia seja satisfeito,
nos fornece uma solugdo numérica para ¢ (x). Este é o método por iteragao.

(a) Como a solugdo analftica é conhecida, vamos iterar M = 10* vezes e comparar o resultado numérico com
o analitico em cada uma dessas itera¢oes. Aqui, cada iteragdo é definida como uma varrida completa por
todos 1;=1,.. n fazendo a atualizacdo (4). Apds cada iteragéo, calcule o valor do funcional
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e faga um grafico de F = |E — Enin| como fungio da k-ésima iteragdo {k =1,...,M}. Utilize como
valor inicial ©; = 0, Vj. Essa tarefa deve ser repetida para os seguintes valores de discretizagdo N =
10, 20, 30,..., 100. Os seus resultados para diferentes N devem ser apresentados num mesmo grafico
log-linear. Interprete o seu resultado. Por que dF satura em § Fgaturado?! Estude como § Egaturado depende
de N.



(b) Repita o exercicio anterior mas para a quantidade

S =hY | (x;) =], (6)

=1

onde ¢ (z;) é o valor analitico (2) de 9 calculado em z; = hj. Visualize ¢); como funcio de jh e compare
com o resultado analitico (2).

(¢) O que se pode concluir sobre a relagdo entre o ntimero de iteragoes requeridas para que uma determinada
precisdo seja alcancada e o valor da discretizacio N? Para isso, ajuste 6E ~ e *#F e §ip ~ e % para
intervalos de iteragoes k cuidadosamente escolhidos e verifique a dependéncia de A\ com N.

(d) E bastante desejével diminuir o nimero de itera¢oes necessarias para se alcangar um determinada precisdo.
Uma possivel estratégia para tal ¢ “misturar” o valor antigo do campo 1; com o atualizado. Pensando
dessa maneira, vamos propor a seguinte generalizagio da Eq. (4):

Y= (1-w)y; + W% ('l/}j+1 + 1+ h25j) . (7)

A constante w é conhecida por pardmetro de relaxagdo e controla a mistura entre o valor antigo do campo
¥; e o valor atualizado % (1j11 + -1 + h?S;). Ela deve ser escolhida a fim de maximizar a velocidade
de convergéncia.

Desejamos agora estudar como o valor de w muda a velocidade de convergéncia. Para isso, repita os itens
la e 1b para vérios valores de w €]0,2[ e faga um tnico gréfico de A como fungéo de w para os diferentes
valores de N. Sendo w* o valor de w que maximiza A, faca um grafico de w* como funcdo de N e discuta
seus resultados.

(Outras estratégias para minimizar o nimero de iteragdes necessarias é utilizar um bom valor inicial para
o valor do campo ;. Para isso, costuma-se utilizar o método de iteracdo comegando com uma rede de
discretizagdo pequena e de rapida convergéncia e aumenta-se o tamanho da rede (o valor de N) utilizando
como valor inicial de 1 aquele obtido da rede menor interpolado para a rede maior.)

(e) Por fim, desejamos estudar um critério de convergéncia. Imagine que ndo conhecemos a soluc¢ao analitica
(2). Quando devemos parar o método iterativo neste caso? Uma possivel escolha é a seguinte. Seja {1; 1}
o campo discretizado apds a k-ésima iteracao. Podemos assumir que a solugdo convergiu caso o campo
nao tenha mudado apreciavelmente em relagdo a si mesma apés algumas iteragdes. Essa ideia pode ser
quantificada através de

N
S =hY_ |k — ikl (8)

j=1

onde compara-se o campo “antigo” 1;y—; com o “novo” v;; distantes [ iteracoes entre si. Um critério
de parada ideal seria quando 69 < e com € sendo a precisdo de maquina. Entretanto, isso é raramente
praticdvel. Aqui, usando I = 20 (ou seja, comparando os campos [ = 20 iteragdes de distdncia entre si),
calcule o niimero de iteragdes M necessdrias para que o critério de parada (8) seja satisfeito com e = 1076
como fungdo de w para os diferentes valores de N. (Novamente, todos esses resultados devem estar no
mesmo gréfico.) Finalmente, verifique se esse critério foi satisfatério calculando 61 em (6) para o campo
convergido.

2. Hidrodindmica: fluxo viscoso estacionario em d = 2
Desejamos agora estudar o fluxo de um liquido passando por um obstaculo como ilustrado na Fig. 1. Para
isso, precisamos de algumas quantidades chaves como o campo de densidade p (r,t), de velocidades v (r,t) e de
pressdao P (r,t). Essas quantidades estao relacionadas por duas equagoes fundamentais da hidrodindmica:

0
5P = V() (9)
%v = —(v-V)v—p VP +nViv. (10)

A Eq. (9) é a equagdo de continuidade que traduz-se na conservacao de massa ao longo do fluxo. A Eq. (10) é a
famosa equagdo de Navier-Stokes que diz como a velocidade muda em resposta as forgas convectivas (— (v - V) v),



superficiais (—p_IVP) e viscosas (?’]VQV). Aqui, 1 é a viscosidade cinética que assumiremos como constante.
(Estaremos negligenciando os efeitos de forgas volumétricas como, por exemplo, a forga gravitacional.) Eviden-
temente, falta mais uma equagao para a completa determinagao desses campos. Esta é a equacdo de estado do
fluido relacionando a pressdo com a densidade e o campo de temperatura, se assim for. Caso, a temperatura
ndo seja constante, uma outra equacdo de conservagdo/transporte de energia se faz necessiria. Aqui, iremos
estudar um fluido mais simples incompressivel e cuja temperatura é uniforme. Além disso, iremos considerar o
caso de um fluxo bidimensional estaciondrio como ilustra a Fig. 1. (Podemos pensar que estamos olhando um
secao transversal a z onde o movimento nesta pode ser negligenciado. Também estamos considerando o caso
estédtico longe do regime turbulento. Neste caso, os campo sdo estaticos.)

Dada essas simplificagoes, e definindo os campos de linhas de fluxo ¥ e vorticidade ¢ como

_ oy _ oy
Ve = ay (§ Uy == 81/‘7 (]‘1)
(§]
B o

as equagoes (9) e (10) simplificam para (vide detalhes na segdo B)

2, _ O OC 99 OC
Ve = Oy 0z  Ox Oy’ (13)

on | (5) (3) - () | a0

As equagdes (12) e (13) definem o sistema de equagdes possibilitando a determina¢do do campo vetorial v
independentemente do campo de pressao P. Uma vez que o campo de linhas de corrente v estiver determinado,
a pressao é obtida via (14).

Por simetria, o campo de velocidades é simétrico com relagao a y — —y fazendo vy, — —v, e mantendo v,. Dessa
maneira, é suficiente resolver as Egs. (12) e (13) apenas no plano y > 0. Resta-nos agora definir as condigdes
de contorno.

Contorno AH: vamos considerar que o fluxo de entrada esta suficientemente longe do obstaculo é ndo é modificado
pela presenca do mesmo. Logo, v = vpZ na linha AH (vide Fig. 1). Isso resulta em ¢ = 0 e ¢ = voy + const,
onde podemos definir que const=0. Podemos ser mais conservadores e admitir apenas que v = v (y)§. Dessa
maneira, as condigoes de contorno tornam-se ( =0 e %} =

Contornos AB e EF: Por simetria, as linhas centrais AB e EF sdo linhas de fluxo e, portanto, ¢ deve ser
constante. Sem perda de generalidade, escolhemos 1) = 0. Por simetria, a vorticidade deve ser nula nas linhas
de simetria. Logo, ¢ = 0.

Contornos BC, CD e DE: Nestes, o fluxo perpendicular a eles é nulo, ou seja, esses contornos sao linhas
de fluxo. Note desta maneira que a linha ABCDEF é uma tnica linha de fluxo e portanto, v» = 0. Qual
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Figura 1: Fluxo de um fluido passando por um obstaculo fixo.



a condi¢do para ¢(? Como o fluxo é viscoso, temos que v = 0 nestes contornos. Mas isso apenas define

condigoes para 1 v, = g—f =uvy = —g—i’ = 0. Para obter a condi¢ao para (, vamos considerar o contorno
: I _ 2 _ Ov vy __ vy __ 32 v, ..
superior CD. Neste, note que ¢ = —V=y = ¥ — by = — oy — porque —* = 0 significando que

o fluxo é tangente & superficie (exceto nas quinas C e D). Logo, expandlndo 1 perto desta superficie, temos
que ¢ (z,y +dy) = ¥ (0,9) + (52) dy + 3 (55%) (dy)* = ~3¢ (@)’ porque ¢ (z,y) = 0, (52) = v =0 e
(%) = —(. Finalmente, a condi¢ao de contorno se torna ¢ = —2¢ (z,y + dy) / (dy)2. Analogamente, para o
contorno BC, ¢ = —2¢ (z — dx,y) / (dz)?, e para o contorno DE, ¢ = =2t (z + dz,y) / (dz). Nas quinas C e
D, a condigao de contorno se torna ambigua.

Contorno GH: Considerando %ue este se encontra suficientemente longe do obstaculo, o fluxo é entao inalterado
e v = vgz. Portanto, ( =0e By = Vo

Contorno FG: Considerando que o obstaculo estd longe, admitir as mesmas condi¢oes do fluxo de entrada em AH
seria plausivel. Entretanto, podemos admitir uma condi¢ao que minimiza os efeitos no fluxo. Esta é 87’[’ = 8< =0
que significa que nada muda com relacdo a x além dessa fronteira.

Uma vez definida as equagoes diferenciais e suas condigoes de contorno, podemos agora aplicar o método de
iteracdo. O primeiro passo é discretizar a rede. Definindo h = Az = Ay como sendo a distdncia entre pontos
consecutivos da rede, podemos definir quantidades adimensionais onde comprimentos e velocidades estdo em
unidades de h e vp, respectivamente. Dessa maneira, definindo r = ht v = voV, ¥ = voht), ( = vo(/h, e
P= povOP (as quantidades * sdo adimensionais), as equagdes se tornam

Vi = ¢
el R<5¢34_5¢5C),

85 07 9% 95

~ ~ -2
~ o = 0? 02 0?

VQP — 92 }p jﬁ _ ~¢~

012 Oy> 0707
onde R = vph/n é o ntimero de Reynolds da rede. Ele ndo é o nimero de Reynolds fisico que pode ser definido
como Re = 2Wwg/n, onde 2W é uma medida da dimensdo linear do obstdculo perpendicular ao fluxo. Dessa
maneira, relacionamos os nimero de Reynolds fisico e da rede através de R = 2%Re, ou seja, a razdo R/Re
¢ tdo maior quanto menor for a granulagéo da rede h em relacdo a W. Finalmente, as derivadas numéricas se
tornam g—g — w =1 ((5 1/}) e m;? — djlﬂ,] 21#1’] + b1 = (6 1/)) . Note que estamos utilizando

derivadas centrais. Dessa maneira, ambas tém a mesma precisdao da ordem de h%. Portanto, as derivadas
numéricas se tornam

(531/;>i,j + (632"([}),‘7]' = _@,j (15)
(20),, + (B30, = 3R [(0:0),, (6, ~ (6:9),, (55, (16)
. . - - 1 - 2
(2P),, + (2P),, = 2 [wfw)i,j @20),, - 15 (60:0),,)’] (17)
As condigoes de contorno sao
'J%‘,j =0 e é:i,j =0em AB e EF, 18)

Pi;=0 e Gj=—2;_1; em BC,
Yij=0 e (j=—2; ;41 em CD,
Pi;=0 e ;=241 em DE,
l/zi—l,j = 77/;1'+1,j e 51’—17]' = §i+1,j em FG,
15m‘+1 =2+ 1%341 e 5” =0em GH,
1[%—1,3' = LZ~J¢+1,j e 57] =0 em HA.

24)
(a) Escreva um programa que resolva as Egs. (15) e (16) iterativamente. Neste, faca uma atualizagdo de v
através de (15), que se torna

19)
20)
21)
22)
23)

AAAA/.\,.\/.\

_ 1 - _ _ _ ~
Vi = 1 (1/1i+1,j + i1+ H o1+ Ci,j) ;



seguida de uma atualizacdo de suas condigoes de contorno. Em seguida, admita uma atualizacao das
condigdes de contorno (19)—(21) de ¢ sobre o obstéculo. Finalmente, faga uma atualizagdo do campo ¢
através da Eq. (16), que se torna

. 1 - ~ 5 ;
G = 1 (Cig1,j + Cie1j + G + Gij—1)

R .- _ - - ~ ~ - -
16 (Vi1 — Pic15) (Gigrr — Gige1) — (Qigar — Yij—1) (Cirg — Cim1)] -
Por causa da nédo-linearidade das Egs. (15) e (16), a implementaciao do método iterativo deve ser via um
pardmetro de relaxacio w pequeno (ndo muito maior que 0.1).

(b) Utilizando redes ndo muito maiores que 70 x 30 e obstdculos ndo muito maiores que W = 6 e T = 10,
calcule e faga um gréfico do campo vetorial v para ntimero de Reynolds da rede R entre 0.01 e 8. Para
melhor convergéncia, comece com R e W pequenos e a condicao inicial de fluxo livre (sem obstéculo) v = Z,
1 =y, ¢ = 0 (mais as condigdes de contorno). Com isso, a convergéncia é rapida e o fluxo é suave em torno
do obstéaculo. Depois, aumente R e W utilizando como condigdo inicial o valor dos campos 1 e ¢ obtidos
anteriormente. Verifique como o fluxo muda para diferentes R e como um vértice surge atras do obstaculo
para R maiores.

(¢) Determine as condig¢des de contorno para o campo de pressao P dado por (17).

(d) Calcule a forga de arraste de pressao sobre o obstdculo definida como

Fp:2(/BCP(aj,y)dy—/DEP(%y)dy)»

onde as integrais sdo sobre as faces do obstaculo e o fator 2 é porque as integrais consideram apenas a
parte superior dessas. Note de (27) que %—5 = pon%.

(e) Calcule a forga de arrate viscoso

Oy
Ey = 2pon/ 5, 4 =—2p00n | (da,
cp Y CcD

onde, novamente o fator 2 é porque hé outra face no plano inferior y < 0, e a segunda igualdade vem do

Vy

fato de que aaa; = 0 nas faces laterais do obstaculo.

(f) (Opcional) Calcule o campo v para outras geometrias como, por exemplo, dois obstdculos um atras do
outro, e um do lado do outro (como numa constri¢ao).



Detalhes matematicos
A. Calculo variacional

Dado um funcional

E=E@)] = [del(v,0.2).
desejamos achar a fungio ¢ (z) que extremiza F. Seja, ¥* tal funcdo. Logo,

Ey (2)] = E[p* (2) + en ()] = B[] + O (¢*)

ou seja,
dE d ,
Mas
d . (o 0 9 9x\ 9 ..,
e v ( )W (W, v,2) ( >w W)+ () ol @b
e, portanto,

dE v 9 4w

Tmax 8
- [ (o) + [amgew v

Zmin

_ /dxn{ 4 (aw/ W\, >>+¢£(w 0, )},

onde usamos as condigdes de contorno 7 (Zmin) = 17 (Tmax) = 0. Finalmente, como o funcional é extremizado para
qualquer 7 (x) obedecendo as condigoes de contorno, temos necessariamente que

9 /
naw,ﬁ(w,w,

< (81/)/ (W', )>81/)£(w b,z) =0,

que é a equagdo de Euler-Lagrange. Para o funcional da Eq. (3), temos que

WS @) =+ S (@) =0,

que recupera a Eq. (3).

B. Fluxo bidimensional de um fluido incompressivel

Para o caso de um fluido incompressivel p () = py num fluxo estacionario, as Egs. (9) e (10) simplificam para

vy Ovy,
%=t 0, (25)
Ovy ovg _,0P v,  0%v,
e Ty T TP o *"(axz ayz) (26)

v v _, 0P v, 0%
ve ot Uyt =—polay+n(6$§’+ ay‘j)' (27)



Poderiamos discretizar essas equagoes e obter uma solugao pelo método de iteragao discretizando o plano zy em

uma regido de interesse do fluxo. Entretanto, podemos simplificar essas equagdes. A equagdo de continuidade (25)

é trivialmente satisfeita admitindo um potencial vetor, i.e., sendo v =V x ¥, a Eq. (25) é naturalmente satisfeita

porque V - (V x W) = 0 para todo ¥. Como v - 2 = 0, entdo temos que ¥ = ¢2, onde o campo ¢ = ¢ (z,y). Logo,
oy oY

Uy = 8y evy = o (28)

que justifica a defini¢do (11). Note que (v - V)¢ = %% — %% = 0 e, portanto, v é tangente as linhas de contorno
de ¥. Ou seja, as linhas em que v é constante sdo as linhas de fluxo (“streamlines”) do fluido. Por essa razdo, 1 é
conhecido por campo de linhas de fluxo.

E interessante notar que podemos excluir o campo P na determinagéo dos campos v, e v, manipulando as Egs. (26)

e (27). Derivando a primeira com relagdo a y e subtraindo desta a segunda quando derivada por x, temos
0 Ovy 0vy 0 vy vy 0 s 0 s
a. T o a = =V T = =V )
a;,(” 0z —H)yc'?y) ax( or "oy ) ”(ay Ve gy

_ (PN (9% 0%\ (0% O\ P 9% [ 9
<3y2) (6w8y> - (axay> (ay> " (axay> 927 o (axay)

O 9 (Fvy v\ 0% 9 (Jv, v\ _ oo fOva v\ _ oo
dy 393(53/ 31’) Ox ay(ay or | nv Ay O =nV (V w)
9 oC WoC oo
- oy 0x  dxdy Ve (29)
onde
_Ouy  Ou o
- Oz oy VY, (30)

que recuperam as Egs. (13) e (12), respectivamente. O campo ¢ é conhecido como campo vorticidade porque V x v =
8in, _ BUI@ + vy _ 01}1) Cﬁ
27)

0z 0z ox oy
Manipulando as Egs. (26 , encontramos que

e 07
o <05 (e ) () (0 2)
- (G2) - (5) - (3) () (iﬁ;)
dv,\ (v, v\~ (D,
(6212(3%)% (f;zzy> (2) a2¢<ay>

() - () o)+ (52) (3) + () (i)

2 2 3 2

() (5) 3 (o)~ ()~ (52) ().

= pV?P = 2 [ )(a%f)—(;;gy”, (31)

que recupera a Eq. (14).
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