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Projeto 4: Sélitons

Descrigao

Discutiremos nesse projeto métodos de solucao de equagoes diferenciais parciais nao-lineares dependentes do tempo.
Em particular, a equagdo de KdV e a formacao de sélitons. Como referéncia, veja o capitulo 19 do Landau & Péez &
Bordeianu.

1. A equagao de advecgao em d =1
Considere a equagao de advecgao (ou equagao de Burgers)
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definida em x € [0, 1], com a condigao de contorno u (0,t) = u (1,t) = 0, e € sendo uma constante. O nosso obje-
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tivo ¢ discretizar u (z,t) — u;; utilizando o método de “leapfrog” com 24 = “LIEIZHLIZL o %Lf; R ey
Dessa forma, a Eq. (1) se torna
Lo o 2
Ujit1 = Uji—1 — 55 (uj+1,i - uj—l,z') ) (2)

onde 8 = %‘; é conhecido como o ntimero de Courant—Friedrichs—Lewy. A Eq. (2) nos da a evolugdo temporal

discreta de u(z, t) dada a condicao inicial u (z, 0) desde que a ndo-linearidade da equagio ndo cause instabilidade,
ou seja, desde que f3 seja suficientemente pequeno (menor que 1). Evidentemente, somente a condigdo inicial ndo
é suficiente para iterar (2) porque nao temos u(x, At). Para isso, usamos a derivada para frente % = Lt
e, portanto, ujo = uj1 — B3 (uﬁ_l,1 - U?_1,1)«
Alternativamente, podemos utilizar uma melhor aproximacao através do método de Lax-Wendroff. Considere a
aproximagao até segunda ordem em At:

ou(z,t) 1 0%u(x,t)

u(z,t + At) = u(x,t) + TAt + 3 B

O objetivo agora é substituir as derivadas temporais por espaciais através da equagao de adveccao (1). Logo,

(At)%.
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w(z,t+ At = ulz,t) — E%At _<9 (8“> (At)?
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= u(z,t) — gaalzm - ia% (%“:) (At)?
= u(z,t) E%A _ga% (J;Z‘) (At)?
= ulz,t) — g%fm + %% @%f) (At)?. (3)

Nosso trabalho agora é discretizar (3). Como no método de “leapfrog”, vamos tomar a derivada central para as
derivadas exteriores. Para a primeira, o intervalo continua sendo Axz. Por conveniéncia, o intervalo é %Am para
a segunda. Logo,
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Agora substitui-se o valor de u nos pontos “intermedidrios” pela média de u nos pontos adjacentes, ou seja,
U1 = Ui T Uja € 2u5 1 = U+ U Com relagdo as derivadas, procedemos da mesma maneira
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utilizando a derivada central com intervalo igual a Az, ou seja, —5 2" = LI 0i o 220 — Jioisli
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Finalmente,
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Ujit1 = Uji — 15 (u?+1,i - U?ﬂ,i) + §52 [(UHM +uj) (u?+1,i - “31) — (ug,i +uj—1,) (ufz - U?ﬂz)] - (4)



(a) Escreva um programa que implemente numericamente o método de “leapfrog” (2) e de Lax-Wendroff (4)
para a equagao de advecgdo (1) no dominio e com as condigoes de contorno correspondentes.

(b) Utilizando N, = 100 e condigdo inicial u (x,0) = sin (27z), evolua u(x, t) até tempos onde a onda de choque
se forma. (Faca um grafico com u(z,t) para os instantes de tempo inicial e final juntamente com alguns
instantes de tempo intermedidrios para visualizagao gréifica da formagao da onda de choque.) O que vocé
conclui sobre as ondulagoes observadas para longos tempos?
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(c) Repita o item anterior para u(z,0) = Ae ( a ) com alguns valores distintos de A e a. (Sua escolha deve

permitir a visualizagdo da formacdo da onda de choque.) Descreva como a onda dispersa quantificando
o2(t) = \/(22) — (z)* como funcio do tempo, onde (z") (t) = fol x"u (z,t)dt/ fol u(xz,t)dt. Faga o seu
estudo para diferentes valores de a e e.

(d) A condicdo de 5 < 1 é correta para a estabilidade desse problema nao-linear?
Note que obter uma melhor precisdo espacial (diminuindo Az) tem que vir acompanhada de uma melhor
precisdo temporal At equivalente a fim de manter o mesmo pardmetro 5 de estabilidade.

2. Dispersao de onda em d =1
Considere a equagao de onda dispersiva
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definida em z € [0,1] Utilizando as derivadas centrais 2% = fi+l-tiizl o Pu _ U2 —2ujp i+ 2u5 1=
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encontramos que
Ujits = Uji-1 = Y (Uj2s = 25410 + 20515 — Uj—24) (6)
onde v = ‘Z\ﬁg’f. Para w;;, w2, un,—1, € UN,,: & derivada central ndo é bem determinada. Para
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estes casos, considere as derivadas para frente (e para trés) 27’; — UjEs.i u;iﬁg;uﬂi“ Yt ou seja,
U2t = Ua2)i-1 — 27 (Uas)i — U@+ 3ues) s —ua2)) € UN LN i+ = UGN -1 N i1 T

2y (u(Nm_47Nm_3)7i — 3U(N, —3,N,—2),i T 3U(N,—2,N.—1),i — U(Nm—l,Nx),i)~ Entretanto, para melhor estabilidade
numérica e por simplicidade (valida se a onda nao dispersa até as bordas durante o tempo de simula-
¢do), considere a condi¢do de contorno w;; = wu;; para j = 1, 2, N, —1 e N,. Finalmente, a evo-
lucdo temporal sé fica bem determinada quando definirmos u(z, At). Como no problema anterior, preci-
samos retificar a derivada temporal central para a derivada para frente. Neste caso, a Eq. (6) se torna
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Wit = Ui — 37 (jas — 20511, + 2u5 14 — Uj—2.4)-
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(a) Escreva um programa que implemente a Eq. (6) para a condigdo inicial u(z,0) = Ae ( )

(b) Utilize N, = 100 e escolha alguns valores de a em torno de 1072 ¢ A em torno de 1. Evolua u(z,t) até
tempos onde a dispersao da onda seja aprecidvel no intervalo [0,1]. (Faga um grafico com u(z,t) para os
instantes de tempo inicial e final juntamente com alguns instantes de tempo intermediarios. Escolha alguns
valores de 7, e consequentemente de At, adequados. O que muda quando v — —~v7)

(¢) Descreva como a onda dispersa quantificando o, () = 1/ (22) — (x)* como fun¢do do tempo, onde (z") (t) =
fol x"u (x,t) dt/ fol u (x,t) dt. Faca o seu estudo para diferentes valores de a e a.

(d) O que acontece para tempos muito longos?

3. A equacdo KdVem d=1
Considere a equagao diferencial

g - i 7
+eu$+a , (7)

que leva em conta o termo advectivo nao-linear de (1) e dispersivo de (5). A estratégia para transformar (7) em
uma equagao iterativa é similar as usadas nos problemas anteriores. Usando as derivadas centrais, temos que

Uj,it1 — Uji—1
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Para maior estabilidade, verifica-se que substituir u (x,t) no segundo termo pela média % (Wi, + Ujs +Uj—1,4)
¢ uma melhor estratégia do que simplesmente substituir por u; ;. Finalmente,

Uit = i1 = 3B (U + i+ Uy-1) (Wini = Wy-1a) = 7 (W2 = 20541 + 2051 — i) (8)

Evidentemente, como em (2), o algoritimo necessita que wu;2 seja definido. Para isso, usa-
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mos a derivada para frente obtendo wuj2 = w;1 — §B (i1 +uj1 +uj—11) (Wjp11 — wj—11) —

%’y (Uj42,1 — 2ujq1,1 +2uj—11 —uj—21). Além disso, como discutido apés (6), a Eq. (8) ndo é bem definida
para j =1, 2, N, —1 e N,. Para esses sitios, as derivadas para frente e para tras devem ser usadas, e portanto,
(8) se torna wj i1 = i1 — 58 (Wjp1,i +uji +wj—1) (W1 — wj—1) F 2y (Wjsi — 3jzo i + 31 — uji) .
Entretanto, como no caso da equacdo dispersiva, considere a condigao de contorno mais simples em que u;; = u;1
para j=1,2, N, —1e N,.

(a) Escreve um programa que implemente (8) para N, = 100.

(b) Utilizando u (z,0) = A (1 — tanh (T_TM)), B em torno de 0.03 e v em torno de 0.06, evolua wu (z,1)

até tempos suficientemente longos para verificar a formacdo de uma onda de choque que se quebra em
diferentes soélitons com velocidades distintas dependentes da amplitude umax. (Escolha convenientemente
alguns valores de A e a obedecendo a condi¢ao de estabilidade |u8] 4+ 4 |v| < 1.)

(¢) Utilizando 8 = 0.03 e v = 0.06, verifique que u; (z,0) = 3sech? (%\/ 5000 (:v — %)) é aproximadamente um
so6liton para tempos até Ny = 600. Verifique que ug (2,0) = 12sech? (\/ 5000 (:17 — %)) também um séliton
em boa aproximagao. Evolua u; s (z,t) e faga graficos de contorno para melhor visualizagdo. Além disso,

faga um grafico de (x) () e o, (t) para as ondas u; (x,t) e us (z,t).

(d) Estude a colisdo dos sélitons u; e ug. Para isso, evolua u (z,t) onde u (z,0) = uy (x,0) + uz (,0). Faca
um grafico de contorno para visualizar a colisdo. Os sélitons se dispersam? Eles interagem entre si? Em
caso afirmativo, descreva e, se possivel, quantifique essa interagao.

(e) (Opcional) Modifique os pardmetros 3 e v e ache outros sélitons. (E possivel so6litons com velocidade nega-
tiva?) Construa o espago de fases correspondente u(x*,t) x u(z*,t) onde z* é uma posi¢do suficientemente
a frente da onda inicial e o tempo de simulacdo deve ser tal que permita que a onda passe completamente
por x*.



Detalhes
A. Ondas de choque unidimensionais via a equagiao de Burgers

Durante o escoamento de um fluido, a equagéo de conservagdo de massa é a equagdo de continuidade d;p+ V j =0,
onde p = p (7, 1) é a densidade de fluido e j (7,t) = pZ (7, t) é a corrente de massa (com ¢ sendo o campo de velocidades
do fluido). Em d = 1, a equagdo de continuidade 1é

dp 0

— + =—(cp) =0. 9

5 T 5y (P) (9)
Note que essa equacao admite ondas propagantes caso ¢ seja constante, i.e., p = p (z — ct) é solucao de (9). Por esse
motivo, a partir de agora iremos interpretar (9) como uma equagao de onda propagante.

Caso a velocidade de fase seja dependente da amplitude da onda ¢ = ¢y + 3¢ (p — po), entdo (9) torna-se

o o 0 (1 w0 (10
g e x<2(p po)p>_8t+08m+€8x (2u =0,

onde u (z,t) = p(z,t) — po e ¢ = co + 2epy. Para e =0, u(x,t) = u(z — &), por esse motivo, é interessante estudar o
fenémeno no referencial desta onda onda. A transformagio Galileana correspondente é

X=z—dteT =t (10)
o _ 90X 0 4 oro _ _~0 , 0 90 _ 09X 9 , 0T 0 _ O i . 5
Logo, 5; = Grax T 5o = Coax T 97 © 52 = 6. 8% T o097 = ax- Sendo assim, a Eq. (9) se torna a equacio

de adveccao (1)

ou n o (1, 0

— 4e=—=|=u“) =0.
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Para € = 0, a solucdo é u = u(X) = u(x — cot) como esperado. Para e > 0, entretanto, uma onda com um certo
perfil de densidade muda ao longo do tempo porque regides de maior densidade se propagam com maior velocidade

formando uma onda de choque com a frente de onda possuindo alta densidade formando uma derivada infinita como
quando da quebra de uma onda no mar perto da costa.

B. Ondas dispersivas unidimensionais

Ondas localizadas propagantes geralmente se dispersam porque a velocidade de fase depende do comprimento de
onda. Matematicamente, uma possivel modelagem da dispersao sdo termos de derivadas superiores na equagao de
onda. Para isso, considere a equagao

ou  _Ou u

— 46— +a—7 =0. 11

ot Ox Ox3 (11)
Para verificar que essa equacdo modela um meio dispersivo, considere a onda plana uplana = etthz=wt) = Substituindo
Uplana €M (11), encontramos a relacdo de dispersao

w:ék(1—%k2).

Note que a velocidade de grupo ¢, = ‘j—‘,‘; ¢ distinta da velocidade de fase ¢y = . No meios em que a > 0, a velocidade
de fase ¢ maior que a de grupo ¢y > ¢4 e sdo conhecidos por meios dispersivos normais. Caso o = 0, as velocidades
de fase e grupo sao iguais independentes do comprimento de onda. Esses sdo os meios nao dispersivos. Finalmente,
os meios dispersivos andmalos séo aqueles em que a < 0 e a velocidade de grupo é maior que a de fase ¢, > cy.

Finalmente, o fendmeno de dispersao pode ser estudado no referencial da onda dispersiva que se propaga com
velocidade constante ¢. Aplicando a transformacao (10), (11) se torna a Eq. (5)

@_’_ P
ar " “ox3

Dado que u (X, 0) é um trem de onda localizado, a equagdo (5) descreve esse trem se dispersando ao longo do tempo
independente do valor (positivo ou negativo) de a tdo logo a # 0.

=0.



C. A equagio de Korteweg e deVries (KdV) unidimensional

Incorporando o termo nao linear da velocidade de fase se dependente da amplitude da onda ¢ = ¢y + eu em um
meio dispersivo (onde a velocidade de fase depende do comprimento da onda), a equacdo de onda no referencial da
onda nao dispersiva é a Eq. (7)

4 i 12 + @—0
or Tox \2" ) T%oxs T

Essa equagdo pode ser estudada em termos de unidades adimensionais. Definindo u = Ay, t = T/7 e x = X/ com
A, T e £ constantes, entdao

o eTA oY ar\ 0% O oy 0%

- — | Y= — | === +6v—+-—==0 12

m*(g) Bz (53>ax3 ot V% T oas =0 (12)
onde definimos, por conveniéncia, que EEA =6e % = 1. (Note que hd uma grande liberdade na escolha dos parame-
tros.)

O termo dispersivo promove um alargamento da funcao de onda que compete com o termo néo linear que promove
altas derivadas (onda de choque). Se as condigdes iniciais forem corretas, pode ser que uma onda ndo dispersiva pro-
pagante seja estavel nesse meio nao-linear dispersivo. Para explorar essa possibilidade, vamos verificar a possibilidade
de uma onda propagante ¢ (z,t) = ¢ (z — ct) = 9 ({) ser solugao de (12). Logo,

dy dy dsw
zﬁ = cyp — 3w2 + D, (13)

. 2
onde a segunda igualdade foi obtida integrando a primeira, D é uma constante de integragao e ¢ = %. Note que (13)
é similar a equagao de Newton de uma particula pontual de massa m = 1 se propagando num potencial conservativo

V)=~ g — Dy (14

Vamos entao considerar o caso interessante em que D = 0 e a energia total do sistema é £ = 0_ e a posicao da
particula em ( — —oo é ¢ = 04. Note que o potencial admite um ponto de maximo em ¥ = 0. Como F = 0_ e
1 (—00) = 04, entdo a particula sai de ¢ = 0 em ¢ — —o0, se propaga até 1) = ¢/2 em ¢ = (p (o ponto de retorno)
e volta para ¢ = 04y em ¢ — oco. Na linguagem de ondas, essa ¢ uma onda localizada em torno de { = (y com
1 (£o00) — 0. Para descobrir ¥ (¢), usamos o fato de que a energia é conservada:

Lo o3 1o : dy _ @ S22 (20 _
B gt et jar=0 = [T v dc,:2ln<1+\/1 C) i (%) = velc - ).

onde (p é tal que quando ¥ é maximo igual a ¢/2, entdo ¢ = {y. Invertendo para 1, finalmente encontramos a onda
solitaria
1

(15)

Note que, quanto maior a velocidade da onda ¢, maior sua amplitude e menor a sua dispersao o, = m/+/3+/c.
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