Fluidos

12 parte: Hidrostatica
Estudar as propriedades de fluidos em equilibrio estatico (parados em relacdo a um referencial).

Para esse estudo, devemos introduzir os conceito de densidade, pressao, modulo de elasticidade
volumetrica, o principio de Pascal e empuxo. Evidentemente, devemos entender as relacoes entre esses
conceitos e como eles nos auxiliam na descricdao dos fluidos em equilibrio estatico.

22 parte: Hidrodinamica

Descrever o movimento de fluidos. Neste curso, primeiramente iremos considerar situacoes
idealizadas onde ndo ha forcas viscosas e/ou dissipativas. O movimento sera descrito com auxilio das
equacoes de continuidade e de Bernoulli. Ao final, estudaremos o movimento de fluidos viscosos em
um regime laminar através da equacao de Pouseuille,



Definicao de fluido

E todo sistema macroscopico de particulas que nao suporta tensoes de cisalhamento (forcas

tangenciais).
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Considere a barra anexada a uma parede como ilustra a
situacdo ao lado. A parte mais extrema da barra (em
destaque) permanece estatica porque o restante do solido é
capaz de exercer uma forca tangencial anulando a forca
peso.

Se a barra fosse fluida, ndo haveria forca tangencial (por
definicdo) e a barra ndo seria capaz de manter sua forma, ou
seja, a barra escoaria.



Modelo simplificado para um fluido

Ter em mente um modelo (mesmo que simplificado) nos auxilia no entendimento do fluido. Aqui,
iremos desprezar qualquer movimento de origem térmica. (Nao é uma boa hipotese para gases em
muitas situacdes.) E entdo conveniente pensar num conjunto de “bolinhas” idealmente deforméveis
muito pequenas cujas superficies convexas e perfeitamente lisas. Este modelo facilmente contempla a
nossa definicao de que um fluido ndo suporta tensoes de cisalhamento.
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Definicao de densidade

M,V

Densidade média:

__M
P=7
Densidade:
= () = 1 oM _ dM
P=PT= %5V — av




Definicao de pressao

Sobre o elemento de area, o restante do fluido exerce um forca normal
ao elemento de fluido interno (lembre-se, nao ha forgas tangenciais em
equilibrio hidrostatico). Por acao-reacao, o fluido interno a superficie
exerce uma forca contraria de mesma magnitude igual a

dFy = P(F)ndS

Note que a pressao P ¢é um escalar, depende da posicado e independe da
direcdo normal, ou seja, o restante do fluido exerce forcas de maneira
isotropica sobre um determinado ponto do fluido.

F 1 N
or¢a norma ~ [P = — = Pa (no SI)
m

P

Y

Area



Densidade e pressao

Se a pressao sobre um objeto aumenta isotropicamente, entdao o volume do mesmo decresce

aumentando sua densidade. A quantidade que relaciona essa variagdo de pressao com a
diminuicdo relativa de volume é denominada modulo de elasticidade volumeétrico.
dP dP

B=———_ — %
aviv -




Alguns valores

Densidade Pressao Moddulo de elasticidade
Par20°C, 1 atm = 1.21 Pelhor vacuo(lab) ™ 10_12

B iamante ™
Par 20°C, 50 atm — 00.5 Py ot =~ 10° d te ~ 600

Ba o ™ 160

PH20200C, 1 atm = 0.998 10° Pharterial sistslica = 1.6 10* = 120 Torr G

o | i Bvidro ~ 30 — 60
PH,020°C, 50 atm = 1.000 10° (acima de 1 atm)

| 3 P, ~ 210° Bu,o0 = 2.2
PTerra(média/niicleo/crosta) = (55/95/28) 10 pneu ™

3 P ~ 106 BCH4 ~ (.82
PSol(média/nicleo) = (14/160) 10 salto alto
8

Pana branca(nicleo) ™~ 1010 Pfossa Marianas Nlolo Bar(isotérmico) ~ 101 kPa
Pnicleo do 4tomo "~ 1017 Plab(maior) ~ 10 Bar(adiabéticO) ~ 142 kPa

trel tcleo I nucl d | a ~ 10
IOGS ela de néutrons(ll ] ) ~ 0 €o da err

- P ~ 1016
Pmelhor vacuo(lab) ™ 10 17 ntcleo do Sol



Forcas num fluido em equilibrio estatico

Quais sdo as forcas sobre um elemento infinitesimal do fluido?
Como qualquer sistema de particulas, sdao as forcas internas e as forcas externas.

Por se tratar de um fluido, as forcas internas sao as forcas normais as superficies. Essas
forcas sdo ditas superficiais ou hidrostaticas.

As forgas externas sao genéricas. Elas
atuam em todo o volume do elemento de
_________ fluido. Por isso sdo ditas volumetricas.

l Forcas superficiais

Como o elemento de fluido esta em
/7 equilibrio estatico, entdo pela

. 2% lei de Newton
/ T Forcas volumeétricas

FY) 4+ FP) =0




Forcas num fluido em equilibrio estatico

Forca hidrostatica (superficial) resultante no eixo z:

FN(z,y,2) = F{¥(2,y,2+dz) = P(z,y,2)dzdy — P(z,y,z + dz)dzdy
dz 0z

l P (@,y, 2+ dz)

J Forca hidrostatica (superficial) resultante:
z

-— A5 _ (0P 0P oP
R Ox’ Oy’ 0z

) dV = — (VP)dV

dy

(S) A forca hidrostatica resultante aponta na
F2 (2, y, 2) direcdo contraria a direcao de
crescimento da pressao.




Forcas num fluido em equilibrio estatico

Forca resultante sobre o elemento de fluido:

0=F + FY = B9 — (vpyav = [ - vP|av

l

Densidade de forca externa resultante

Finalmente, para fluidos em equilibrio
estatico, o gradiente de pressao €

ext
VP = fiot)




[.ei de Stevin

Considere um fluido incompressivel num campo gravitacional constante.

VP — (8P oP 3P>  Hext) —(dm) gz

=R =y = —pgz = (0,0, —pg)

Ox’ Oy’ 0z

= | P (") =P (z) = P — pgz = Py + pgh




Pressao e densidade de energia

Num fluido incompressivel, quando as forcas externas sao conservativas ha uma densidade de
energia potencial associada

“}(;xt) = —Vu, = —-Vu=VP, = | P+u=const

Equipotencias também sdo linhas de
— pressdo constante dentro do fluido.




Ex: fluido uniformemente acelerado

Qual o perfil de um fluido num balde acelerado uniformemente na direcao horizontal?
Apo0s um transiente, o fluido fica em equilibrio estatico no referencial do balde.

iext) — gunere) o plaieere) — o2 — pag = V(—pgz — pax) = VP

= |tanf =

f = —pa
f'gfft)ze 0{ E como se o fluido estivesse em um campo
SO Al ) gravitacional inclinado em relacgdo a vertical.

—

l@l




Ex: fluido girante no campo gravitacional

Qual o perfil de um fluido num balde que gira com velocidade angular constante?
Apo6s um transiente, o fluido fica em equilibrio estatico no referencial girante.

ex . . 1
_(R t) — —pgz —I_ pw2’)“ — —vu — —v (pgz _ _pw2,r2> — VP

Z A 2
W
> 2
w— 2
= | P=PFPym —pg|z— —r
29
oo f_(ﬁc) = pw2r
— =
Y p g \ gxt) A superficie do fluido é uma superficie de pressao
SO sy constante (equipotencial no referencial girante ndo-
il inercial).
2
<+ W= 9 ,. o
= | 2= Gy (paraboloide de revolucao)
g




Ex: forca e torque sobre uma represa

Calcule a forca e o torque que um fluido exerce sobre uma parede retangular.

H
/dﬁ:/ P (h) Ldhi =
0

1
= (Po + ing) HLz

&1l
|

H
/ (Po + pgh)dh| Lz
0

mll
I

/(H—h)ng)z

/0 i (H — h) (Fo + pgh) dh] Ly

1 1
= 3 (Po + gng> H?Lj



Ex: lei de Halley

Pressdo de um fluido compressivel em equilibrio num campo gravitacional constante.
Hipotese: PV = const (ex: gas ideal a temperatura constante)

dP

Fluido em equilibrio estatico: VP = }(:th), = 1 —p(2)g

(note que p depende de z)
Equacdo de estado: P/p = const = Fy/pg
P z P,

dzl_‘__l = d_P:_poPg7 = / d_P:_ dz onde 20 = —-

dz Py Py P 0 <0 Pog

z Para ) =1 atm

P(z) = Pye*/*0 po = 1.2 kg/m"

g=9.8m/s




Principio de Pascal

Se uma variacao de pressao é produzida num ponto de um fluido, ela é
comunicada sem diminuir para todo o fluido e para as paredes do recipiente
que o contem.

lﬁ — F+AF = P(7)— P(7) + AP(7)

O principio de Pascal implica que a variacao de

A D pressao nao depende da posicao
AP(F)= AP
B Isso é consequéncia do equilibrio das forcas
¢ °C internas do fluido junto com o fato de que as forcas
sdo necessariamente normais (o fluido nao suporta

tensoes de cisalhamento).



Principio de Pascal: vasos comunicantes

Lei de Stevin: Py = Pgp = Pc = Paym + pgh

A coluna de fluido acima do ponto A é menor que a
dos outros pontos. De onde vem a pressao extra
para exatamente igualar com a dos outros pontos?



Principio de Pascal: prensa hidraulica

F]_A2 = FgAl



Principio de Pascal: manometros




Principio de Pascal: paradoxo da hidrostatica

w

De acordo com a lei de Stevin,
a forca do liquido sobre o
fundo da balanca é igual nas 3
situacoes:

Entretanto, a massa de fluido contida nos
recipientes sao distintas. Como a balanca mede o
peso correto?

F = —pghA, 2z



Principio de Arquimedes

Um corpo totalmente ou parcialmente submerso em um fluido sofre uma
forca de empuxo de magnitude igual ao peso do fluido deslocado e direcao
oposta a forca peso.

Para um corpo cilindrico, é facil deduzir esse principio usando a lei de Stevin.

E = F’]%hidrost) = [P(Z) — P(Z + h)] Az = pghAi’ — _ﬁﬂuido deslocado




Principio de Arquimedes

Um corpo totalmente ou parcialmente submerso em um fluido sofre uma
forca de empuxo de magnitude igual ao peso do fluido deslocado e direcao

oposta a forca peso.

Note que, de maneira geral, a forca empuxo é a soma de todas as forcas
superficiais do fluido sobre o objeto (vide figura ao lado). Esta forca
independe do objeto. Se substituirmos o objeto pelo préprio fluido, que esta
em equilibrio, concluimos necessariamente que a soma das forcas superficiais
deve anular o peso do fluido dentro daquela regidao, ou seja,

E = _Pﬂuido deslocado
Alternativamente, este principio pode ser facilmente deduzido calculando a
forca associada a energia potencial gravitacional do sistema. Se o objeto
desce, o CM do fluido sobe e vice-versa. Logo,

dUr =

UT — (Mobjeto - pVobjeto submerso) gz, = Fobjeto - - — L objeto — Pﬂuido deslocado

dz
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Exercicio de revisao

é N
@ [& [o\ [0 [0\

Qual das alternativas abaixo representa a leitura nas balancas?

1)B>A=C=E>D
2) B>A>C>E>D
3) B>A>E>C>D
4)B>E>C=A>D
5)B=A>E=C>D

Q



Descrevendo o movimento de fluidos

Lagrange: Subdividir o fluido em pequenos elementos e trata-los como particulas. (Muito
dificil, e raramente temos interesse na trajetéria de cada elemento do fluido.)

poVa =) 4 B = oV (fiPV = VP), = 7=t 7, do.to)

Euler: Descrever o campo de velocidades: velocidade do fluido (ndo das particulas do fluido)
em um determinado instante de tempo em uma determinada posicao.

-9
— —~
2 —
7= U(F) v =U(F,t)

Escoamento estacionario Escoamento nao-estacionario



[.inhas de corrente

Definicdo: linha em que em cada ponto € tangente a velocidade naquele ponto num
determinado instante de tempo. Duas linhas de corrente nunca se cruzam (caso contrario,
haveria ambiguidade na velocidade das particulas). No caso de fluxo estacionario, as linhas de
corrente também sdo as trajetorias das particulas.

Example of a streamline plot
Zonal Wind
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Fonte:
https://www.ncl.ucar.edu/Applications/stream.shtml



Equacao de continuidade

Fluxo de massa por uma superficie:

Na auséncia de drenos e/ou fontes na regiao
entre 1 e 2, conservacao de massa implica em:

dm o

dt

=1 — I

Eq. de continuidade

No caso de fluidos incompressiveis, a
equacdo de continuidade se torna uma
equacado de conservacao de volume.

No caso estacionario (independente do tempo), o
fluxo de massa pelas duas superficies sdo iguais:

dml,g

dt

=0, = ,01A11)1 = pQAQUQ Ajvr = Ay



Equacdo de continuidade (reload)
Fluxo de massa entrando na superficie fechada: n 7(7, t)

lz/dlz—]{pﬁ-ﬁds
S

Variacao de massa dentro da superficie fechada:

d d 0

- / pdV = / Pav
dt - dt v ot Na auséncia de fontes e/ou drenos,
conservacao de massa implica em:

Ti de G :
eorema de Gauss dm 9p

w =L = — +V-(p?) =0
]{pﬁ-ﬁdS:/V-(pU)dV
S 1%

ot
Fluido incompressivel: V.7 =



Equacao de Bernoulli

Conservacao da energia mecanica em um fluxo laminar. — I

Necessariamente, o fluido é ideal (nao-viscoso) e incompressivel.

Trabalho da forca hidrostatica “externa”:

dWl = Fldl'l = PldV
dW2 = —ngﬂ?g = —PQdV

Variacdo das energias cinética e potencial:
1
dE,. = ipdV(vg — %)
dU = pdVg(z9 — 21)

Trabalho e variacao da energia mecancia:

dW =dW; +dWsy =dE. +dU, =

E, -] Filete de corrente
(instante t) U2 ,
- F: 2
. i)
F :
/1' Filete de corrente

‘5;1 (instante ¢+dt)

1
P+ 5 pv? + pgz = constante no filete de corrente




[.ei de Torricelli

Em muitos casos, a constante ¢ a mesma em todos os filetes de corrente.
Ex: Fluxo advindo de uma superficie horizontal. Sobre a superficie, a pressdo e a velocidade sao as
mesmas para todas as linhas de corrente. Consequentemente, a constante € a mesma.

(O]

V2

: 1 1
Bernoulli: P, + 5 pvi 4 pgz1 = Py + = pv3 + pgzs

2

COomo P, =P, = Py

=

vy =

v3 + 2gh

Note que a lei de Torricelli pode ser diretamente
obtida por conservacao de energia mecanica.



Efeito Venturi

Quando forcado a passar por uma constricdo, a velocidade de um fluido cresce e sua pressao

diminui.

Alternativamente: Quanto maior a densidade de linhas de corrente, menor a pressao no fluido.

Aplicando Bernoulli na linha de corrente central:

1 1
P1 + —[)U% = P2 + —,0?)%
2 2
Continuidade:
(supondo Ayvr = Agvy
incompressivel)
Stevin: AP =P, — P, = pgh

1 (AN ,
= My ((AQ) _1>U1



Exercicio de revisao

Uma bolinha se encontra no fundo de um funil como ilustrado em (a). Vocé assopra pelo cano e
verifica que a bolinha nao sobe [vide (b)]. Vocé repete o experimento com o funil invertido e
verifica que a bolinha nao cai se o sopro for suficientemente forte [vide (c)]. Essas afirmacoes sdo

1) Verdadeiras. Esse é o paradoxo da hidrodinamica.
2)Falsas. A bolinha sobe na primeira situacado, e sempre cai na segunda. O paradoxo da

hidrodinamica é outro fendomeno.
(a) (b) (c

)




Empuxo hidrodinamico

Sobre um objeto que causa curvaturas nas linhas de corrente do fluxo de um fluido ha uma forca de
empuxo hidrodinamico.

Entendimento intuitivo: 3* lei de Newton. O objeto empurra o fluido e o fluido empurra o objeto.

Patm Gradiente de pressao num fluxo curvilineo:

A

_/\ Desprezando as forcas externas,
A Frp = ﬁcp = —pdVw?7

W) — — —
//@ & vp = [-P(F+dr)+ P (r)]dA
—————= > VP ==

Obedecendo as condicoes

<l

T de contorno:

P < Pym < Py, = Em(P2—P1)2




Efeito Magnus

A trajetoria de um objeto se movendo em um fluido depende de sua rotacao.

I\
V

_I_

)

|

O objeto girante arrasta o fluido causando uma distorcao curvilinea nas linhas de corrente.
Note que esse efeito é analogo ao do aerofdlio, a diferenca é que o perfil assimétrico do aerofdlio
causou a distorcdo. Note ainda que fluidos ideias ndo arrastam ou sdo arrastados por objetos.

O diferenca na densidade de linhas de corrente em regides distintas indica, como consequéncia do
efeito Venturi, um gradiente de pressao.



Viscosidade

Num fluido real, ha uma forca de arraste (“atrito”) entre camadas vizinhas que se propagam com
velocidades distintas.

Tensao de cisalhamento
F,  dv,
_ = /r,—
A dy

Para que as placas se desloquem entre si com velocidades constantes e distintas, uma forca deve ser
aplicada proporcional a area das placas, a razdo entre as diferencas de velocidade e a distancia entre
as placas (gradiente de velocidades normal), e a viscosidade.

Outras unidades comumente usadas:
[n] = Pressaoxtempo SI: Pa-s Poise (p), e centipoise (cp)
1Pas=10p



Viscosidade

Num fluido real, ha uma forca de arraste (“atrito”) entre camadas vizinhas que se propagam com
velocidades distintas.

Tensao de cisalhamento

F,  dv,
A dy
Agua (20° C) 1.002 mPa-s o
Acetona (25° C) 0.306 mPa-s Em liquidos: 7. quando Tt
E/Iléll*ogemo liquido (77 K) (2)._11508 glal?zl-s Em gases: 17 quando Tt
Ketchup 50-10 Pa-s
Ar (27° C) 18.6 uPa-s
Hidrogeénio (27° C) 9 uPa-s

Hélio superfluido 0



Viscosidade

Num fluido real, ha uma forca de arraste (“atrito”) entre camadas vizinhas que se propagam com
velocidades distintas.

Tensao de cisalhamento
F,  du,
A dy

plastico de

F, A Bingham
. A N 't -
A]guns tipos de A ewtoniano

fluidos

nao-Newtoniano

dv,

>

0 dy




Lei de Hagen-Poiseuille

A vazao (ou fluxo de volume) de um fluido viscoso e incompressivel em fluxo laminar por um
tubo cilindrico é proporcional a diferenca de pressao entre as extremidades do tubo, ao quadrado
da secao reta do tubo, e inversamente proporcional ao comprimento do mesmao.

: ~ A2

: > A vazao=1 = ( ) AP
: 8mnL

P L Py
= \J
- '
L
AV



Lei de Hagen-Poiseuille

Energia cinética é dissipada pela forca viscosa com as paredes do tubo. Por continuidade
(conservacao de massa), entretanto, a velocidade nao pode mudar. Como conciliar esses cenarios
aparentemente contraditorios? A energia hidrostatica (pressdao) supre a energia cinética dissipada
pela forca viscosa. Como ilustrado abaixo, ha, consequentemente, uma “queda” de pressao ao
longo do fluxo.

— — > I — >
—_— N— _— N —
U1 V2 (%] V1 Vg U1



Lei de Hagen-Poiseuille

Derivacao:
Por simetria, o campo de velocidades é

v(r) =v(r)z
Forca sobre o tubo interno (imaginario):

Fé—iz) :O:7T’I°2(P1—P2)—|—77(27T7"L) (%
r

R frI
"\

)

AP

= dv=———=rdr = ov4const=-———r

2nL

Como determinar a constante de integracao?
Sabemos que a velocidade do fluido nas
paredes do tubo é nula, ou seja,

AnL

v(R)=0

=




Lei de Hagen-Poiseuille

Derivacao:

Vazao infinitesimal atravessando o anel:

AP
dl =v x dA = 477—L <R2—r2) X 2mrdr

Vazao total:

2nL  Jo

R
I:/dI: —WAP (R2 —r2) rdr = (




Numero de Reynolds ‘R

%g:—vx(ﬁx®+ﬂv%i

0=V xo

Equacdo de Navier-Stokes: V—@T

b)
R == 20

P T«

Versao adimensional:

0 =70/V, F=F7/D,

o9
t

a He=1
.
R=V
n rfff”ff%@

z—@x(éxa




Shape Drag
Coefficient

Forca de arraste ﬁ%)

Arraste de Stokes e s q
(ou viscoso, ou de friccdo) (R«1):

0.50

Cube — & D 1.05
[

F = 6mnRv  (esfera) 4
Angled _ O 0 80
xX v Cube
tong 0.82
— lind :
Arraste de Newton Clinder [
(ou de pressdo, ou de forma): oot —= [ 118
2+ .
]_ Streamlined (::} 0 04
F = _CD,OAL'U2 x U2 o : Body
2 | Streamlined 0.09
B | Half-body " S
| |
STEADY | oic | Measured Drag Coefficients
De maneira geral: e F=0 AR |
| I PERIODIC |
1 | | (TURBULENT] |
2 L | | |
F'=_-Cp(R)pALv | | !
2 | I | TURBULENT
| | | BOUNDARY LAYER
a0 L1 L L | L | I
1 10 102 0 5 100 10° 10° 10°



Forca de arraste

Qual o regime de escoamento das bolhas na cerveja?

Neerveja = 1.8 mPa-s

Pcerveja — 103 kg/m3

Arraste viscoso:

4 2pR?g {1.2 m/s (R =1.0mm)
o

Fvisc:6 Ruv~FE = pz RB» =4 Uterminal = —
i Pymit terminal 30 cm/s (R = 0.5 mm)

Arraste de pressao:

1 4 |8Rg 24 cm/s (R = 1.0 mm)
Frorma = zpCA ~ E = p-7R’ y = erminal — —
! o P20 Pgritd o ! 3C {17 cm/s (R =0.5 mm)

D 10% x 1072 x 0.2 Escoamento periodico
Arraste de pressao ¢ dominante R="""» = 10° b

n 2 10-3 laminar/turbulento
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