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Capitulo 1

Introducao ao Método de Monte

Carlo

1.1 1Idéia geral do método

Considere o problema de calcular a drea de um circulo de raio 1 através do lancamento
de pontos aleatérios uniformemente no quadrado definido por z € [—-1,1], y € [—1,1]

como na Fig. 1.1.

Figura 1.1: Célculo da area de um circulo
usando o método de Monte Carlo.

Uma estimativa para a area sera da-
da pela fracao destes pontos que estiver
contida no circulo, no limite de grande
nimero de pontos N. De fato, se cha-
marmos de a a area do circuloe de A a
do quadrado, a razao entre as areas sera
dada por

a T n

A1~ v @Y

onde n < N é o numero de pontos con-
tidos no circulo. Claramente, podemos
escrever n como uma soma de variaveis
aleatorias n; — independentes e igual-
mente distribuidas — assumindo valor 1
se o ponto estiver contido no circulo e 0
se nao estiver. Neste caso, o método de
Monte Carlo consiste em estimar a razao
de areas desejada através da média dos

N valores de n; gerados. Esta média é por sua vez uma variavel aleatoria, flutuando
ao redor de seu valor esperado 7/4 com uma certa variancia, ou desvio quadratico
médio. A raiz quadrada desta variancia constitui uma medida da imprecisao ou erro
na determinagao do valor médio 7 /4. Mais especificamente, sendo

1
N ¢

n =

;ni (1.2)
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e usando o fato de que as varidveis n; sao independentes e igualmente distribuidas
obtemos

1 1
oz = N2 Zaii = No-iiv (1.3)

onde a variancia individual af” ¢ um ntmero finito. Vemos portanto que o erro es-
tatistico on associado a grandeza n — produzida como estimativa para a quantidade
deterministica a/A, em que estamos interessados — decresce com a raiz quadrada do
numero N de pontos gerados

on ~ 1/VN. (1.4)

Este comportamento é comum a todos os métodos de Monte Carlo (a dependéncia com
1/ V/N é dada pelo teorema central do limite) e indica que a convergéncia para o valor
deterministico que estamos estimando é bastante lenta. De fato, a convergéncia dada
por (1.4) implica que para obtermos um erro estatistico duas vezes menor é preciso
um investimento computacional quatro vezes maior, ou correspondentemente para
se produzir uma estimativa com um algarismo significativo a mais é necessario um
esforco computacional 100 vezes maior!

Como veremos na préxima segdo, o comportamento (1.4) para o erro de Monte
Carlo torna o método muito pouco eficiente quando comparado aos métodos de
quadratura convencionais, a nao ser para aplicacoes envolvendo um espaco de variaveis
com um numero muito grande de dimensoes. Mas sao precisamente estes os tipos
de problemas que estaremos interessados em tratar. Por exemplo, aplicacoes em
Mecanica Estatistica envolvem o cédlculo de médias de observaveis na distribuicao
de Boltzmann para o sistema. Isto corresponde a uma integral em um espago com
nimero de dimensoes pelo menos igual ao nimero de componentes do sistema, ou
seja tipicamente um ndmero no minimo da ordem de vdrias centenas. (A fim de
que o resultado reproduza o limite termodinamico, este niimero deve aproximar-se de
infinito.)

1.1.1 Exemplo

O programa em fortran abaixo calcula a area do circulo de raio 1 representado
na Fig. 1.1 com o método de Monte Carlo descrito acima. Geradores de nimeros
aleatorios serao discutidos brevemente na Secao 1.4.1. Por ora, note que a partir da
instrucao rand(), que fornece um nimero aleatorio entre 0 e 1, podemos facilmente
construir uma varidvel aleatéria r distribuida uniformemente num intervalo [a, b]
qualquer usando a expressao r = (b-a) * rand() + a.

! calculo da area do circulo lancando pontos no quadrado
program circle

implicit real*8 (a-h,o0-z)

implicit integer (i-n)

dimension n(10000000)

read (5,*) Niter
area = 3.141592653589793d0
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[=]
Y]
1]
n o

1, Niter
x = 2.d0 * rand() - 1.4d0

y = 2.d0 * rand() - 1.dO
T = X*%x2 + y**Q
if (r.le.1.d40) then
n(i) =1
else
n(i) =0
endif
na = na + n(i)
enddo

! media de n(i)
a = dfloat(na) / dfloat(Niter)
! variancia de n(i)
sigma = 0.d0
do i =1, Niter
sigma = sigma + ( dfloat(n(i)) - a )*x2
enddo
sigma = sqrt( sigma / dfloat(Niter-1) )
! erro na media de n(i)
erro = sigma / sqrt( dfloat(Niter) )

write (6,%) Niter, " iteracoes"
write (6,%) "a =", 4.d0 * a, " +-", 4.d0 * erro
write (6,%) "MC/exact =", 4.d0 * a/area

end program

Note que a variavel a, usada no calculo da razao de areas, é multipliacada no final
pelo fator 4.d0 correspondente a area do quadrado. Como regra geral, multiplica-se
por fatores constantes (como 4.d0 e 1/Niter no exemplo acima) apenas ao final de
um ciclo a fim de reduzir o nimero de operagoes, ja que cada operacao envolve um
erro de arredondamento. Note também que a variancia é “estimada” pela variavel
sigma, como explicado na Segao 1.3.1 [ver Eq. (1.18)]. Vejamos os resultados do
programa para alguns valores de Niter:!

10 iteracoes
a = 3.2 +- 0.533333333
MC/exact = 1.01859164

1000 iteracoes
a = 3.088 +- 0.0530949628
MC/exact = 0.982940929

100000 iteracoes

! Note que evitamos o uso da varidvel N para o nimero de iteracdes no cédigo acima pela possivel
confusdo com o vetor n(i).
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a = 3.14376 +- 0.0051882945
MC/exact = 1.00068989

10000000 iteracoes
a = 3.142256 +- 0.000519158117
MC/exact = 1.00021115

Podemos notar nestes resultados o comportamento (1.4) para o erro estatistico (cada
vez que N aumenta de um fator 100 o erro diminui por um fator aproximandamenmte
10). Como mencionado, este comportamento serd o mesmo para todos os métodos de
Monte Carlo, estando a maior eficiéncia de um método em relagao a outro associada
a um valor menor para a constante que multiplica 1/v/N .

1.1.2 Exercicios

1) Repita o exemplo acima para o caso da hiper-esfera de raio 1 em d dimensoes
(por exemplo para d = 3, 10), verificando que o comportamento (1.4) é independente
da dimensao do espago de integracao. Note que o volume no caso geral é dado
por 7%2/T(d/2 + 1). Calcule também o raio médio dos pontos gerados dentro da
hiper-esfera [isto é, os pontos para os quais n(i) = 1], verificando o resultado exato
<r>= [} rldr/ [} r* 1 dr = d/(d+1), que reflete o fato de a distribuicio uniforme
concentrar-se na superficie & medida que a dimensao d aumenta (o raio médio tende
al).

2) O método descrito pode ser usado no
calculo de integrais definidas em geral.
€l o Para a integral de uma func¢ao positiva

f(z) no intervalo [a,b] considera-se a

razao entre a area sob o grafico da fungao
e a area do retangulo definido por z €
[a,b], y € [0, fraz] , onde fiar é 0 valor

1 méximode f(z) no intervalo [a,b]. Uti-
lize 0 método para calcular a integral
1 d
Tdx . 1.5
0 _ ) e s (1.5
0 1

3) Nosso método torna-se claramente i-

Figura 1.2: Area sob a exponencia]_ neficiente se a area do reténgulo onde
sao gerados os pontos for grande demais

comparada a area que queremos estimar. No caso acima, por exemplo, ao invés de
gerar pontos uniformemente no retangulo definido por z € [0, 1], y € [0, ¢], podem-se
produzir pontos no trapézio dado pela rea sob areta g(z) = (e—1)x + 1 no intervalo
[0,1], como na Fig. 1.2. Esta regiao também engloba a drea desejada e possui uma
drea menor. Faga o cdlculo da integral (1.5) gerando pontos uniformemente nesta
figura. Verifique que o erro na estimativa da drea é menor por um fator aproxi-
madamente 3 quando comparado ao exercicio anterior, ou seja a convergéncia neste
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caso é quase 10 vezes mais rdapida. [Sugestdo: as coordenadas (z,y) podem ser
geradas a partir de pares de nimeros aleatérios (r1,72) uniformemente distribuidos
em [0, 1]. Suponhamos que z = z(ry). Uma vez gerado z, a distribui¢io para y serd
uniforme entre 0 e g(z), ou seja y(r,72) = ro g(x(r1)). Para garantir que z, y sejam
gerados uniformemente no trapézio devemos construir z(r1) de forma que o Jacobiano
0(r1,r2)/0(x,y) seja uma constante.

4) Verifique graficamente as distribui¢oes uniformes dos pontos nas areas das figuras
consideradas no Exemplo 1.1.1 e nos Exercicios 2 e 3 acima. Faga gréficos de (z,y)
respectivamente para o quadrado, o retangulo e o trapézio, usando todos os pontos
gerados. Considere agora somente os pontos dentro da area desejada, isto é os pontos
com n(i) = 1, gerando gréficos para o circulo e para a regido sob a exponencial.

1.2 Comparacao com métodos deterministicos

Nesta secao faremos uma pequena revisao dos métodos mais simples empregados no
calculo de integrais definidas de fungoes em espacos de baixa dimensao, as chamadas
quadraturas.

A Como primeiro método vamos con-
siderar a regra do trapezéide — ou
aproximacao de dois pontos — que con-
siste em estimar a area compreendida

f(x) entre as abscissas ¢ e z+h como a area
do trapezoide definido pela aproximacao
linear da funcao entre estes dois pontos
(ver Fig. 1.3). Para obter este resultado,
suponhamos que a funcao seja conhecida
apenas nos pontos extremos deste inter-
valo: f1 = f(z) e fo = f(z+h). Pode-

> mos entao escrever a expansao de Taylor
X x+h (linear) para f(z') em torno do ponto

Figura 1.3: Regra do trapezoide. médio do intervalo zo = x + h/2, esti-

mando o valor de f(zy) e da derivada

f'(zy) em termos de f; e fo

f(ﬂ?’) _ fl';f? + fQ;fl

onde f" é a derivada segunda de f(z) calculada em algum ponto desconhecido do
intervalo [z,z + h|. Claramente, se a funcao f(x) for linear a expansdo acima serd
exata. Podemos agora estimar o valor da integral no intervalo [z, z + h] usando (1.6)
e escrever

(l‘l — .CE()) -+ 0[(1" — LE())Zf”] (16)

[ @yt = D i) + fen) + o). (1.7

Vemos que a integral neste intervalo é dada pela area do trapezdide na Fig. 1.3, com
um erro de ordem h*. [Note que o termo linear na expansido (1.6) ndo contribui
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para a integral e portanto o erro é o mesmo que teriamos obtido se ao invés da
aproximagao linear tivéssemos empregado a aproximagao constante, correspondente
a um “histograma”, com contribuicdo h f(zy) para a integral.| Quando considerada
sucessivamente para todos os intervalos h no dominio de integracdo [a,b|, ou seja
para os intervalos [a,a-+h], [a+h,a+2h],---,[b—h,b], esta regra fornece o resultado

/ab fz)dzs = h[%f(a) + fla+h) + fa+2h)
4o 4 f(b—h) + %f(b)] + O(hQ), (1.8)

de onde se vé que o erro no calculo da integral é proporcional ao quadrado do intervalo
tomado entre as abscissas para as quais o integrando é calculado.?

Uma precisdo bem melhor é obtida pela regra de Simpson, baseada em uma
aproximagao de trés pontos para a integral em pequenos intervalos e correspondente
a uma aproximacao quadratica da funcdo. Consideremos, neste caso, o intervalo
[ —h, £+ h] e suponhamos que a fungao seja conhecida nos extremos deste intervalo
e no ponto médio z. Uma estimativa da expansdo (quadratica) de Taylor para a
fungdo f(z') ao redor do ponto z é dada por

fl@+h) - flz—h)

@) = fl@) + o (e =)
L feth) - QJ;l(zzL') +f(z—h) (@ = D Lol - o). (1.9)

onde f" é a derivada terceira de f(z) calculada em algum ponto desconhecido do
intervalo [z — h, z + h|. Neste caso pode-se verificar que se f(z) for quadritica a
expansao acima serd exata. Usando (1.9) podemos estimar a integral da fungao no
intervalo [z — h,  + h] obtendo

/j;hf(x') o' = g[f(m—h) +4f(z) + fz+h)] + OGPfW),  (1.10)

onde f* ¢ a derivada quarta de f (z) calculada em algum ponto desconhecido do in-
tervalo [x—h, £+ h]. Note que neste caso consideramos um intervalo de comprimento
2h. Note também que o erro é menor do que o esperado, ou seja da ordem de h®
ao invés de h*, pois o termo ciibico da expansao em série de Taylor da funcao f(z')
nao contribui para a integral. Quando considerada sucessivamente para os intervalos
[a,a + 2h], [a + 2h,a + 4h],-- -, [b — 2h, b] , esta regra fornece o resultado

/ab f(z)dz = g[f(a) + 4f(a+h) + 2f(a+2h) + 4f(a+ 3h) + 2f(a+ 4h)
+o Af(b—h) + f(b)] + O(h), (1.11)

2 Note que o erro original, da ordem de h?, é somado (b—a)/h vezes, correspondentes ao nimero
de intervalos em que foi aplicado o resultado (1.7), e portanto o erro final e de ordem h?.
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de onde vemos que o erro no calculo da integral é proporcional a quarta poténcia do
intervalo tomado entre as abscissas para as quais o integrando é calculado, ou seja
temos um resultado com erro duas ordens de magnitude menor do que no caso da
regra do trapezoéide.

Os dois exemplos acima sao casos especiais de formulas fechadas de Newton-Cotes,
baseadas no cédlculo da funcdo em abscissas a intervalos igualmente espacados. Em
geral hd métodos mais eficientes, como as quadraturas Gaussianas, em que o in-
tegrando é calculado para abscissas escolhidas convenientemente com espagamentos
variaveis. De qualquer forma, apesar de sua simplicidade, podemos notar imediata-
mente que estes métodos possuem precisao muito maior do que a dos métodos de
Monte Carlo. De fato, seja N o niimero de pontos considerados nos métodos acima,
correspondente ao esfor¢o computacional para se chegar a uma dada precisao. Este
nimero é dado pela largura do intervalo h por N = (b—a)/h. Temos portanto que
a precisao, ou o erro a ser comparado com o caso de Monte Carlo ¢ O(N2) para a
regra do trapezéide e O(N*) para a regra de Simpson. Ou seja — lembrando que o
erro de Monte Carlo é de O(N~'/2) — é necessario um N quatro vezes maior para se
reduzir a metade o erro com Monte Carlo, enquanto que utilizando-se 2/N no método
do trapezodide reduzimos o erro por um fator quatro, e no método de Simpson por um
fator 16, o que necessitaria 256 vezes mais esfor¢co com o método de Monte Carlo.

Apesar disso, um fato importante a lembrar é que, ao contrario do que acontece
com os métodos de quadraturas deterministicos, o erro discutido para os métodos
de Monte Carlo é independente da dimensdo do espaco de integragdo (como vimos
na secao anterior, por exemplo no Exercicio 1.1.2.1). Para os casos deterministicos,
como os de pontos igualmente espacados discutidos acima, um nimero de pontos N
utilizados para uma integral em d dimensdes corresponde a intervalos h ~ 1/N'/? em
cada dimensdo, e portanto a precisdo obtida é O(N~%/¢) para a regra do trapezéide e
O(N~*/4) para a regra de Simpson. O mesmo nio acontece para Monte Carlo porque
os pontos sao gerados uniformemente no espago multi-dimensional de variaveis. Isto
determina que a medida que consideremos integrais em espacos de dimensoes mais
altas o0 método de Monte Carlo tornar-se-a progressivamente mais competitivo. Por
exemplo, em dimensao 4 sua precisao sera comparavel a do método do trapezdide
e em dimensao 8 & do método de Simpson. Para termos uma idéia do numero de
dimensoes envolvido em aplicagdes usuais em fisica estatistica ou teorias de gauge
na rede consideremos o seguinte. Em um sistema fisico cada varidvel (por exemplo
spins em sitios de uma rede, ou campos quanticos em pontos do espaco) representa
ao menos uma dimensao do espago de integragao, e em geral varias dimensoes se se
tratar de variaveis com mais graus de liberdade. Desta forma, mesmo para um sistema
extremamente simples como o modelo de Ising em 3 dimensoes, utilizando-se para
calculo uma rede com apenas 10 sitios de lado teremos que considerar uma integral
(ou melhor, neste caso, uma soma) num espago de 1000 dimensoes e nao hé nenhuma
esperanca de podermos usar os métodos deterministicos convencionais.® Para um

3Para o modelo de Ising temos apenas dois estados possiveis para cada varidvel, e portanto
as médias na distribuicdo de Boltzmann envolvem somas com 2¢ = 21000 ~ 10300 termos. Mesmo
considerando-se uma méquina na regido de Teraflops (1 Teraflop = 102 operacdes de ponto flutuante
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modelo de spins continuos de Heisenberg teremos 2 dimensoes continuas por sitio, ou
seja d = 2000, e para uma teoria de gauge pura (sem efeitos de férmions dinamicos)
no caso simples de matrizes SU(2), tomadas em elos de uma rede quadridimensional,
teremos uma, integral com d = 10%* x 4 x 4 = 160.000 dimensoes!

1.2.1 Exercicios

1) Refaca a integral da fungao exponencial dos Exercicios 1.1.2.2-3 usando o método
do trapezéide e compare a precisdo a obtida pelos métodos de Monte Carlo. Note
que o mesmo pode ser feito para a integral do circulo, considerando-se duas vezes a
integral do semi-circulo definido pela fun¢do f(z) =+/1 — z? para z € [—1,1].

2) Idem para o método de Simpson.

1.3 Meétodo de Monte Carlo estatico

1.3.1 Amostragem simples

Seguindo a idéia do método de Monte Carlo introduzida na Se¢ao 1.1 — baseada em
estimar-se uma integral (deterministica) a partir de uma média de varidveis aleatérias
— podemos calcular de maneira geral a integral®

I:/ab bf(_xl dx (1.12)

simplesmente gerando pontos z; uniformemente no intervalo [a, b] e tomando a média
dos valores f(z;). Este procedimento corresponde a interpretar a integral I como a
média estatistica da varidvel f(z) na medida uniforme

dx
b—a’

u(z) dx

(1.13)

normalizada de maneira que ff u(z)dr = 1. Escrevemos portanto a estimativa para
o valor de [

_ 1 XN
[ = N ; f(zi), (1.14)

a qual convergird, no limite de N tendendo a infinito, para a integral desejada. O erro
estatistico associado & estimativa f, dado pela raiz quadrada de sua variancia, terd o
comportamento familiar (1.4) dos métodos de Monte Carlo. De fato, como na Secao
1.1, as varidveis f(x;) sdo independentes — valendo portanto que a variancia da
soma ¢ igual a soma das variancias — e igualmente distribuidas, ou seja a variancia
de f(z;) é a mesma para todo i. Portanto, de maneira aniloga a eq. (1.3), temos o
erro o1

o7 = —F= (1.15)

/N 7
por segundo) esta soma levaria da ordem de 10%%° anos, algo como 1027° vezes a idade do universo!
4 O fator 1/(b— a), inserido sem perda de generalidade, simplifica a nossa discusséo.
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onde a variancia individual 0% é dada por

= /ab[f(x) —I1Pu(@)dr =<(f—<f>)’>=<f>—-<f>*>. (116

Note que indicamos com <-> as médias estatisticas na distribuicdo u(z).

O método acima, chamado de amostragem simples, é claramente mais geral
do que o procedimento geométrico introduzido na Se¢ao 1.1, j4 que nem sempre
serd possivel encontrar uma figura apropriada onde saibamos lancar pontos uniforme-
mente. De fato, podemos pensar no método geométrico (também chamado de “hit
or miss”) como uma amostragem simples em que uma funcdo degrau f(z,y) assu-
mindo valor 1 ou zero — respectivamente nos casos em que os pontos (z,y) estejam
dentro ou fora da édrea desejada — é mediada para um nimero N de pontos (z;, ;)
gerados uniformemente no quadrado (ou no trapézio, no caso do Exercicio 1.1.2.3),
multiplicando-se no final pelo volume do espaco de integracao. Estas duas versoes de
métodos de Monte Carlo, assim como a versao mais eficiente discutida na préxima
secao, constituem exemplos de métodos de Monte Carlo estatico, por serem
baseadas na geragao dos N pontos aleatérios de maneira independente. Em outras
palavras, nao ha a nocao de tempo associada aos dados produzidos e as médias cal-
culadas podem ser tomadas a partir dos dados em qualquer ordem.

Nota: f constitui um estimador para a integral I, ou seja uma varidvel aleatéria
que converge para I no limite N — oo . Além disso, f é um estimador nao-viciado,
pois sua média é igual a I para qualquer valor de NV

<f>= /abf u(z) do = % é = (1.17)

onde usamos o fato de que as varidveis z; — e portanto as varidveis f; = f(x;) — sdo
igualmente distribuidas. Analogamente, podemos construir um estimador nao-viciado
para a variancia 0? da seguinte forma

o= 5 (P-7) = v (v 20 -7)

N

N-1
1 Z 2
= v 2 (fi= 1) (1.18)
i=1
ja que
]\}I_Igo 0]2c’N = 012: (1.19)
e
) 1 \ N 1

<ofy> = m2<f,~> -~ 1 W 2D <fifi>

= > <[ifj> = o}. (1.20)
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Com base em (1.15), podemos agora escrever o seguinte estimador nao-viciado para
0 erro oy

o

oy = \}% . (1.21)

E esta a forma que usamos para estimar o erro nos resultados de Monte Carlo no caso

estatico, como no exemplo de programa 1.1.1. Note que usamos varias vezes o fato

de as varidveis f; serem igualmente distribuidas. Além disso, ao escrever (1.15) e na

ultima passagem de (1.20), usamos o fato de as varidveis serem independentes, ou seja

<fifi>=</fi><fj> para i # j. Para o caso de Monte Carlo dinamico (discutido

na Secdo 1.5, e usado no restante do curso) os valores de f; estardo correlacionados.

Neste caso, como veremos, teremos ainda o comportamento (1.4) para o erro de Monte
Carlo, mas a constante de proporcionalidade nao serd mais dada por oy n.

Como exemplo de amostragem simples, consideremos o fragmento de programa
abaixo, escrito para uma funcao f(x) geral. (Compare ao modelo de programa para
o caso geométrico fornecido da Secao 1.1.)

fmed = 0.d0

doi=1, N
x(1) = (b - a) * rand() + a
f(i) = ffunc(x(i))
fmed = fmed + f(i)

enddo

fmed = fmed/dfloat (N)

Os valores ffunc(x(i)) serdo obtidos a partir da defini¢do para a funcdo f(z) ex-
plicitamente ou usando-se uma sub-rotina, e serao armazenados no vetor f£(i). Por
exemplo para a funcao exponencial a instrucao explicita seria £(i) = exp(x(i)), ou
alternativamente a sub-rotina a ser adicionada ao final do programa seria

function ffunc(x)
implicit real*8 (a-h,o0-z)

ffunc = exp(x)

return
end function

O erro para a estimativa fmed é dado por (1.18) e (1.21) como

sigma = 0.40
doi=1, N

sigma = sigma + (£f(i) - fmed)**2
enddo

sigma = sigma / dfloat(N-1)
erro = sqrt( sigma / dfloat(N) )
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Note que de acordo com (1.18) podemos calcular sigma de duas maneiras diferentes:
1) calculando primeiro f e depois mediando (f — f)? ou 2) calculando simul-
taneamente f e f2 e tomando a diferenca f2 — 72. Embora a segunda maneira
seja implementada usando-se apenas um ciclo do tipo “do i = 1, N” e a primeira
requeira dois ciclos, costuma-se utilizar a primeira maneira, pois para um nimero
grande de iteragoes a subtracao de quantidades mediadas estard mais sujeita a erros
de arredondamento acumulados. De fato, escrevamos cada varidvel f; em termos de

sua diferenca em relacio a f B
fi = f +dfi. (1.22)

Vemos que o estimador JJQV, s ¢ dado simplesmente como

1

No primeiro caso a soma acima ¢ calculada diretamente, enquanto que no segundo
caso ela deve resultar de

e | S o7 ) - P (1.2)

apés o cancelamento de 72 e de Y-, 0fi = 0. (A soma que escrevemos em parénteses
é apenas o nimero fZ, mas desta forma podemos visualizar as vdrias contribui¢oes
individuais.) Claramente teremos mais erros de arredondamento envolvidos no se-
gundo caso, especialmente considerando que em geral as varidveis Jf; serdao pequenas
comparadas a f. Neste caso, para valores grandes de 4, o termo §f;> a ser adicionado
durante o calculo da somatéria pode ser da ordem do erro de arredondamento acu-
mulado e portanto sua contribuicao sera perdida.

1.3.2 Amostragem por importancia

O método de amostragem simples discutido na se¢ao anterior gera pontos uniforme-
mente no espago de integragao. Claramente, se a fungao f(z) for fortemente con-
centrada em alguma regido deste espaco o algoritmo perderd grande parte do tempo
adicionando termos f(z;) & média para valores z; “pouco importantes”, ou seja para
pontos em que a funcao f possui valor desprezivel. Isto acontece por exemplo para
caélculos de médias de observaveis com a distribuicao de Boltzmann para um sis-
tema, a qual se concentra exponencialmente nas configuragoes energeticamente mais
favoraveis. Em casos como este gostariamos de considerar médias em que os valores
de z; gerados possuissem contribuicao significativa para a soma. Isso é possivel se
redefinirmos a func¢ao a ser integrada, como descrito a seguir.
Escrevamos a integral (1.12) da forma

_ [t f@) _ (z) w(z)
1= mdx—/a @) boa (1.25)
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onde w(z) é uma fungao positiva em [a, b] satisfazendo
b
/ w(z)der = b—a. (1.26)

Neste caso estamos calculando a média da funcao f(z)/w(z) em [a,b] com z dis-
tribuido neste intervalo segundo a medida normalizada w(z)/(b — a). Note que esta-
mos integrando uma funcao diferente, e a varidvel  nao é mais distribuida uniforme-
mente no intervalo [a, b]. Consideremos agora a mudanga de varidveis

y(z) = a + /jw(m') dz', (1.27)

a qual satisfaz as condigoes y(b) = b e y(a) = a. Se a relagdo y = y(x) puder
ser invertida — ou seja se pudermos determinar a funcdo x = z(y) — e ji que
dy/dx = w(z), podemos finalmente escrever a integral I como

O flel)] dy
= o) Goa (1.28)

Esta é a média de f[z(y)]/w[z(y)] em [a,b] com y distribuido uniformemente neste
intervalo. Claramente, se a fungdo w(z) for convenientemente escolhida, o célculo da
média acima serd uma maneira mais eficiente de se determinar a integral I. De fato,
se w(x) &~ f(z) no intervalo [a, b] entdo a razao f(z)/w(x) — que é a nova funcio
a ser integrada — é quase constante e as flutuaces de f(z;) em torno do valor médio
I serao reduzidas. Esta redugao na largura dos valores que podem ser assumidos pela
funcao de integracao é exatamente o que buscidvamos, ou seja, os termos somados
para o calculo da média serao de importancia equivalente, ja que para a nova funcao
as abscissas x (geradas a partir da distribui¢do uniforme para y) serdo pontos onde a
funcao assume valores significativos.

O programa para célculo de I serd modificado da seguinte maneira®

fmed = 0.d0

doi=1, N
y(i) = (b - a) * rand() + a
x(i) = xfunc(y(i))
f(i) = ffunc(x(i))/wfunc(x(i))
fmed = fmed + f(i)

enddo

fmed = fmed/dfloat(N-1)

enquanto que o programa para calculo de sigma nao muda. Como veremos nos
exercicios, o método modificado serd bem mais eficiente que o original.

Em geral porém serd dificil encontrar uma mudanca de varidveis como a intro-
duzida acima, pois ela implica que se saiba integrar w(z) e inverter y(z). O que
devemos notar no caso geral é que a amostragem por importancia envolve o cédlculo

5Devem ser fornecidas definicdes para xfunc, ffunc e wfunc.
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de uma funcao suave — um observavel — para valores da varidvel + — ou corres-
pondentemente valores para a configuracao de um sistema fisico — dados por uma
distribui¢do normalizada nao uniforme e em geral fortemente concentrada em regices
do espago de estados, de forma que uma amostragem uniforme — ou “simples” —
seria totalmente ineficiente.

Tipicamente tem-se

<A>= /A(x) w(z) dx , (1.29)

onde w(x) é uma distribui¢do normalizada ndo uniforme. Por exemplo, considera-se

a distribuicao Gaussiana
2

e
w(r) = , 1.30
@ = 7 (1.30)

ou a distribui¢ao de Boltzmann para um sistema fisico
wiz) = S (131)

onde H e Z sao respectivamente a Hamiltoniana e a funcao de particao do sistema, 3
é a temperatura inversa, e x representa as possiveis configuracoes de valores para as
componentes do sistema. Neste caso os observaveis A(x) serdo geralmente a energia,
magnetizac¢do, etc. [Em nossa discussdo acima A(z) = f(z)/w(z) e a distribuigao
normalizada é w(z)/(b—a).]

O célculo da média de A(z) w(z) com z distribuido uniformemente é claramente
inviavel, e dai a necessidade da amostragem por importancia, ou seja, da amostragem
de z de acordo com w(x). O problema da amostragem da distribui¢do w(z) é central
para os métodos de Monte Carlo, seja no caso estatico discutido até aqui que no
caso mais geral de amostragem de w(z) de forma dindmica, discutido na Segéo 1.5.
Na proxima secao tratamos o problema de amostragem de algumas distribuicoes de
maneira exata e introduzimos o método da rejeicao, o qual permite a amostragem em
casos mais complicados.

1.3.3 Exercicios

1) Repita a integral do circulo e da funcao exponencial [veja o comentério sobre f(x)
para o circulo no Exercicio 1.2.1.1] usando o método de amostragem simples descrito
na Secao 1.3.1, e compare a eficiéncia a do método geométrico dos Exercicios 1.1.2.

2) Considerando mais uma vez a integral da func¢ao exponencial em [0, 1], efetue uma
mudanca de varidveis como discutido na Secao 1.3.2, tomando neste caso

w(z) = 2[(e—1)x +1]/(e+1). (1.32)

Verifique que a convergéncia do método é cerca de 60 vezes mais rapida do que
no caso de amostragem simples do exercicio anterior. Faga um grafico da funcgao
dada pela razdo f(x)/w(x), verificando que ela é suave no intervalo [0, 1], e portanto
apropriada para a amostragem por importancia da variavel z. Note que a funcao
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w(z) definida acima é proporcional a reta da Fig. 1.2 e propocional (ou, neste caso,
igual) a probabilidade de produzir um dado valor z. Portanto pontos distribuidos
uniformemente na drea sob a fun¢ido w(z) terdo abscissas dadas pela distribuigao
w(z). Ou seja, os valores z(i) que buscamos sao as abscissas dos pontos gerados
uniformemente no trapézio do Exercicio 1.1.2.2.

3) Em geral ndo serd necessdrio (ou desejdvel) armazenar os valores x(i) e y(i)
em vetores® durante o cdlculo de I e portanto nos programas das Secdes 1.3.1 e
1.3.2 podemos usar varidveis simples x e y e armazenar apenas f(i). Estes pontos
foram armazenados a fim de verificarmos que eles tenham a distribuicao esperada.
Faca histogramas e calcule o valor médio para x(i) e y(i) nos casos acima, veri-
ficando a distribui¢do uniforme para x(i) no Exercicio 1 e para y(i) no Exercicio
2, e a distribuicdo linear w(z)/(b — a) para x(i) no Exercicio 2. Note que para
uma distribuigao de probabilidades normalizada w(z) teremos w(x) dz = n(z)/N no
limite de grande nimero de iteragoes N, onde n(z) é o nimero de vezes que o valor
gerado na simulagao estd entre z e z + dz. (O incremento dz serd tomado finito e o
menor possivel, dependendo de N.) Portanto o histograma ou grafico de n(z) /(N dz)
deve aproximar a fun¢io w(x).

1.4 Amostragem de variaveis aleatodrias

Como vimos, a amostragem por importancia é uma necessidade para a implementagao
eficiente de algoritmos de Monte Carlo. Nela estard envolvida uma consideragao
cuidadosa da distribuicao de probabilidades, a fim de produzir sequéncias de valo-
res para as variaveis do problema — ou amostras — de acordo com a distribuicao
desejada. Seja para aplicacoes em que se deseja apenas amostrar uma distribuicao
(por exemplo a distribui¢do Gaussiana) ou como parte de métodos para amostragem
de distribuicoes complicadas com muitas variaveis — como nos métodos de Monte
Carlo dinamico discutidos na préxima se¢ao — o emprego de técnicas de amostragem
eficientes é crucial para o desempenho da simulacao. Nesta secao discutimos varios
métodos de amostragens exatas, que serao depois usados em aplicagoes fisicas como
parte dos algoritmos de Monte Carlo dindmico (por exemplo como sub-rotinas de
programas). O estudo destes métodos é independente dos algoritmos para aplicagoes
fisicas, e a secao pode ser usada como referéncia a medida que estes métodos forem
introduzidos. (Nas aplicagoes especificas serd feita referéncia aos itens desta segao.)
Iniciamos com uma descricao dos métodos para geragao de varidveis uniformes. A
seguir discutimos como o uso destas variaveis permite a amostragem de distribuigoes
diretamente ou, quando isto nao for possivel, pelo método de rejeicao.

5Em aplicacdes fisicas cada valor destes poders corresponder por exemplo a uma configuracio
para um sistema com milhares de varidveis de spins. Armazenam-se entdo apenas os observaveis
calculados para estas configuracoes, a ndo ser em casos em que as configuracles sejam muito dificies
de produzir e seja vantajoso guardé-las.
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1.4.1 Geradores de numeros aleatodrios

A funcao rand() que usamos até agora constitui um exemplo de gerador de ntimeros
aleatorios. Cada execucao da funcdo produz um nimero aleatério r uniformemente
distribuido em [0,1], ou seja com distribui¢cao de probabilidades u(r)dr = dr. Em
nossas aplicacoes usamos N chamadas a funcao, produzindo uma sequéncia de N
nimeros aleatérios r; (7 = 1,..., N ) independentes e igualmente distribuidos com
distribui¢do uniforme em [0,1]. Na verdade, porém, esta sequéncia é deterministica:
sempre que esta operacao for repetida a partir do mesmo ponto inicial a sequéncia
obtida serd a mesma. O gerador é uma prescricao algébrica que, dado um niimero
inicial, produz uma sequéncia fixa de nimeros r; com a distribuicao desejada. Os
nimeros gerados desta maneira para aplicacoes numéricas estocdsticas sao chamados
de pseudo-aleatdrios. O termo refere-se ao fato de eles serem aleatérios mas re-
produtiveis. O ponto inicial da sequéncia pode ser escolhido inicializando-se a funcao
rand() com uso de um numero inteiro — a semente inicial — da seguinte maneira

! escolha da semente (inteira), que chamamos de iseed
! e chamada da funcao que faz a inicializacao

iseed = 2002

call srand(iseed)

A cada chamada da funcao rand () a semente é usada para produzir a variavel real r;
e atualizada para uso na préxima chamada. Note que em nossas aplicacoes a funcao
rand () nao foi inicializada, ou seja, a semente inicial nao foi escolhida, sendo tomada
como o valor de “default”, igual a 1.

Geradores diferentes produzirdao sequéncias diferentes a partir de uma dada se-
mente inicial, mas as aplicagoes numéricas em que tais sequéncias sao usadas nao
podem depender do gerador escolhido, ao menos para geradores de boa qualidade
(testes de qualidade serao discutidos abaixo). Geradores sao em geral construidos de
maneira que a semente seja um nimero inteiro (ou vérios nimeros inteiros) e a cada
passo da sequéncia um novo numero inteiro é produzido e usado como semente para o
passo sucessivo. Estes niimeros inteiros sao entao convertidos em nimeros reais entre
0 e 1. O objetivo de um gerador assim construido é reproduzir tao proximamente
quanto possivel a distribuicao uniforme.

Historicamente os primeiros geradores para aplicagoes numeéricas produziam se-
quéncias de nimeros manualmente, com o auxilio de roletas elétricas, e armazenados
em listas para uso posterior. Outras sugestoes de procedimentos para produgao sis-
tematica de nimeros aleatérios foram ... completar...

Os métodos mais simples comumente usados sao os chamados métodos congruen-
ciais lineares. Veremos a seguir exemplos de geradores de nimeros aleatérios com o
método congruencial linear, e testes para estabelecer a sua eficiéncia.

Um gerador de niimeros aleatorios — ou melhor pseudo-aleatdrios, como discutido
acima — é uma fungao 7,1 = F(r,) com F(r) :[0,1] — [0, 1] possuindo as seguintes
caracteristicas:

e A distribuicao dos pontos 7; deve ser uniforme, ou seja a sequéncia de numeros
pseudo-aleatdrios deve ser indistinguivel de uma sequéncia de numeros alea-
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térios. Mais especificamente, todos os testes satisfeitos por uma sequéncia de
nimeros aleatorios devem ser satisfeitos também pela sequéncia de numeros
pseudo-aleatorios.

e Todos os nimeros pseudo-aleatorios possuem um periodo T'. Isto é, apds ter
gerado 7" numeros r; a sequéncia se repete. Claramente o periodo 7" deve ser
muito maior do que o comprimento da sequéncia necessaria para uma simulagao
a fim de evitar correlagoes nos dados produzidos.

e Deve ser possivel armazenar a cada momento a semente associada a um nimero
da sequéncia, de forma que possa ser repetida qualquer parte da sequéncia.

e A sequéncia de numeros produzida a partir de uma certa semente deve ser a
mesma em computadores diferentes.

O tempo empregado na geracao de cada nimero deve ser o menor possivel.

testes...

O método congruencial linear para geradores de nimeros aleatdrios baseia-se
numa fun¢do F(r,) dada por

int1 = (ai,+c) modm
_ dble(ing)
= T dble(m)

onde a,c e m sao numeros inteiros fixos. O método congruencial linear gera por-
tanto uma sequéncia de nimeros inteiros %, a qual é associada uma sequéncia de
numeros reais r, . Para inicializar a sequéncia é necessario portanto fixar o valor de
19. Claramente 7,,; é menor do que m e maior ou igual a zero, ou seja 7,1 pode
assumir no total m valores diferentes. Isto implica que r,,1 € [0,1) e que o periodo
méximo deste gerador seja igual a m. (Dependendo da escolha de a,c e m e da
semente inicial iq o perfodo da sequéncia gerada pode ser menor do que m.)

Como vimos, a fim de termos um gerador com um periodo longo é necessario usar
um valor de m muito grande. Neste caso pode acontecer que m seja maior do que
o maior inteiro que pode ser armazenado no computador (veja o Exercicio 2). Nestes
casos pode-se resolver o problema fatorizando m. Por exemplo, se m = mq;mo
podemos calcular o0 médulo de um niimero inteiro z usando a seguinte relagao

s = zmodm = z mod m; + ml([mij mod my) (1.33)
1

onde |z/m;| indica a parte inteira de z/m;. Para demonstrar esta relagdo observe
que s =z mod m implica z=pm+ s con p = |z/m]|. Podemos portanto escrever

zZ = p1mi + 51
s1 = z modmy
z

p = LEJ
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P1 = Pa2mo + So

Sy = p; mod my
_ P
D2 | m2J

Obtemos que
z=pimi + s = (pamg + s2)my1 + $1 = pam + (samy + s1) .

Usando agora o fato de que s; < m; —1 e s9 < my — 1 é imediato verificar que
soamy + s1 € menor do que m, ou seja

s = zmodm =8, + s,y

e esta é exatamente a férmula (1.33).

Chiaramente o nimero a1, + ¢ também pode ser grande demais. Neste casos se
a é maior do que, por exemplo, mo € conveniente também escrever a = agmo + b
con ao e b interi. Isto implica que

iny1 = (agmgyi, + bi, +¢) modm .

Allo stesso tempo si puo’ scrivere i, = [, m; + k, con [, e k, interi. Ne segue che

iny1 = (aamly, + aamok, + blymy + bk, +¢) modm
= (agmok, + bl,m; + bk, +c) modm
kn
= (aky,+c) modmy + (bl, + [a m+CJ) mod my
1
ovvero
kntw = (ak, + ¢) modmy
ak,+c

lnyi = (bl +| = |) mod my
1

Infine se my = em; com e intero abbiamo che
knt1 = (bkn,+c¢) mod my (1.34)
bk, +c

ln+1 = (bln + €a2k” + L m
1

|) mod my (1.35)

Abbiamo cosi’ due sequenze di numeri interi 0 < k, <m;—1¢e 0<1, <my— 1.
Infine possiamo calcolare

dble, 1)
_ dble(insr) _ dble(lnsmy +kas) _ dble(lat1) + “pleqm
"7 dble(m) dble(m; ms) dble(m.) ‘

Usando le disuguaglianze per [, e k, possiamo verificare che 0 < ¢, < m—1e
rn € [0,1). Nota che nelle formule (1.34)—(1.36) non dobbiamo mai calcolare i, ne’
usare m, ovvero tutte le operazioni involvono “numeri piccoli”. Ovviamente in questo
caso dobbiamo fornire i valori di [y e ky al fine di inizializzare la sequenza di numeri
pseudo-aleatori 7,. (Per una applicazione di queste formule vedi Exercicios 3 e 4.)

(1.36)
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1.4.2 Amostragens diretas

Apresentamos a seguir alguns exemplos em que é possivel uma amostragem exa-
ta de distribuicoes a partir da distribuicdo uniforme discutida acima. Sejam r e x
duas varidveis aleatdrias com distribuigées de probabilidade respectivamente u(r) e
w(x). Se as varidveis estiverem relacionadas por x = z(r) teremos a correspondente
transformacao para as probabilidades

u(r) |dr] = w(z) |dz|. (1.37)

Tomemos agora r uniforme em [0, 1] — ou seja u(r) dr = dr — e tomemos z em [a, b]
dada pela distribui¢do normalizada w(x)

/b w(z)dr = 1. (1.38)

De acordo com (1.37) podemos escrever a relacao entre a varidvel uniforme 7 e a

varidvel geral z(r) como

dr(z)
dz

e portanto, tomando os incrementos dx e dr de mesmo sinal, teremos a seguinte
expressao para r = r(x)

dz = w(z)dz (1.39)

r(z) = /ax w(z') dx'. (1.40)

Em geral, seja uma varidvel aleatéria x com distribui¢do w(x) dz em [a, b]. Se pu-
dermos resolver (1.39) para r(x) calculando a integral em (1.40) e pudermos inverter
esta solugao determinando z(r), serd possivel gerar valores de x de acordo com sua dis-
tribuicdo de probabilidades w(z) dr — ou seja amostrar x — simplesmente gerando
valores de 7 em [0,1] como descrito na se¢do anterior, ja que x serd dado por z(r). Note
que a solugao (1.40) corresponde & mudanga de varidveis introduzida na Segao 1.3.2
em (1.27) no caso de w(z) normalizada a (b — a) e y distribuida uniformemente em
[a,b]. Note também que no caso geral de n varidveis aleatérias z; com i =1,...,n a
derivada em (1.39) serd substituida pelo Jacobiano O(rq,...,r,)/0(z1,. .., 2,) para
as n variaveis uniformes 7;.

e Distribuicao linear: Consideremos a distribuicao de probabilidades normalizada
w(z) dx com densidade w(z) dada por

w(z) = ¢ + ez, (1.41)

onde os coeficientes ¢; e ¢y estdo relacionados pela condigdo de normalizagio (1.38).
Neste caso a integral (1.40) pode ser feita exatamente, fornecendo o resultado

r(z) = a(z—a) + 02—2(.T2 —a?) . (1.42)

Invertendo e tomando a solugdo com sinal positivo (que corresponde a solugao com
x = a quando r = 0) temos

o) = =3+ \/(ﬂ+a>2 L2 (1.43)

Co Co
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A equacao acima fornece os valores de x com a distribuicao linear desejada a partir
de valores para r uniformemente distribuidos em [0,1]. Fazemos a seguir algumas
verificacoes.

Claramente se r = 0 obtemos x = a. Impondo agora a condi¢ao de normalizagao
(1.38) obtemos

a(b—a) + %(bQ—aQ) =1. (1.44)

Usando este resultado podemos escrever (c; + c2a) (b —a) = 2 — (¢1 + ¢2b)(b — a)
e 2¢o(b—a)? = 4((c1 + c2b)(b —a) — 1), ou seja (c1/ca + a)® +2/ca = (c1/ca + b)?
e claramente z = b se r = 1. Finalmente, se r for uniformemente distribuida no

intervalo [0, 1] teremos
dr

dx

ou seja x serd distribuida com densidade w(x) neste mesmo intervalo.

dx = (c; + cpx)dx (1.45)

¢ Distribuicao exponencial: Consideremos agora a distribui¢ao de probabilidades
w(z) dx onde a densidade w(z) é dada por

w(z) = e . (1.46)
Esta densidade é normalizada a 1 no intervalo [0, co]. Neste caso obtemos
r(z) = /Ow e dr' =1—e", (1.47)
ou seja
z(r) = —log(l—r) (1.48)

com r uniformemente distribuida in [0,1]. Claramente temos z(0) =0, z(1) = oo

e
dr

dzx

ou seja = é distribuida com densidade w(z). Note que a relagao

dx = e %dx (1.49)

z(r) = —log(r) (1.50)

também nos permite obter a distribuicdo e~*dx e corresponde & solucdo de (1.40)
com incrementos dz e dr de sinais opostos, ou seja, neste caso

r(z) =1 — /x w(z') dz', (1.51)
satisfazendo r(b) =0 e r(a) = 1.

e Distribuicao gaussiana: O método de Box-Muller nos permite gerar duas varia-
veis aleatdrias independentes com distribuigdo gaussiana [com média zero, variancia
um e normalizadas a 1 no intervalo (—oo, +00)]

w(z) = \/%e_zz/z . (1.52)
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Para isso consideremos duas variaveis aleatorias independentes r; e 7o, uniforme-
mente distribuidas em [0, 1] e definamos

x1 = y/—2logr; cos(2mry)
xe = 1/—2logry sin (27 ry)

Estas relacoes podem ser invertidas, fornecendo r; e ro como fungoes de =1 e z5:

2 2
ri+x
= o (-25)

orctan (12)
ry = — arctan | —
2T T

Claramente quando 71, o € [0,1] temos que z, 2 € (—00, +00). Além disso
1
dridry = |J|dzidzy = 5 e @ +a)/2 gy day | (1.53)
T

onde J é o Jacobiano d(ry,r9)/0(z1, (z2). Note que para obter uma varidvel aleatéria
y com distribui¢do gaussiana (normalizada) com média a e varidncia o é suficiente
considerar

y = or + a (1.54)

onde z é uma varidvel aleatéria com distribuicdo gaussiana (normalizada) com média
0 e variancia 1.

e Distribuicao uniforme sobre o circulo unitario: Neste caso é suficiente gerar
um angulo ¢ uniformemente distribuido em [0, 2], ou seja

¢ = 2mr (1.55)

com r uniformemente distribuida em [0,1]. O ponto sobre o circulo é dado entdo
por

T = cos¢
y = sing

Nota: este método aplica-se também a amostragem uniforme de variaveis do grupo
U(1), ou seja nimeros complexos = + iy de mddulo 1.

e Matrizes SU(2): Uma matriz g € SU(2) pode ser parametrizada do seguinte
modo

go+1igs G2 +ig ) (1.56)

=g l+ig-0 = j :
9=9% g ( —g2+191 Yo — 193

onde 1 é a matriz identidade 2 X 2, ¢g; com ¢ =0, 1,2,3 sao nimeros reais e as com-
ponentes do vetor & = (0!, 02, 0%) sdo as trés matrizes de Pauli. E facil verificar que
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a matriz escrita assim satisfaz a relacdo g¢g' = 1, onde ¢! indica a matriz complexa
conjugada de g. Além disso, a condigdo det g = 1 é satisfeitase g2+g?+gs+gs = 1.
Isto implica que gerar uma matriz SU(2) é equivalente a gerar um vetor real com qua-
tro componentes e médulo unitario, ou seja um vetor (x1, s 3x4) na esfera unitaria
quadri-dimensional. Claramente, este vetor pode ser obtido extendendo a quatro
dimensoes o método ilustrado acima no caso bi-dimensional, ou seja criar pontos uni-
formemente distribuidos em um cubo quadri-dimensional de lado 2 e aceitar somente
pontos para os quais a condicdo 72 <1 seja satisfeita. Mais exatamente

1) sejam 11, 7973, 74 uniformemente distribuidas em [—1, 1] e seja r2 =r?+r2+
2 2.
T3+ T4

2) o vettore (ry, rors3ry) 6 aceito se r? < 1 e recusado em caso contrério; neste
segundo caso volta-se ao passo anterior;

3) toma-se como punto na sfera unitdria quadri-dimensionale

x1 = rifr
To = Tofr
x3 = r3/r
Ty = 1T4fT

In questo caso la probabilidade de aceitagao é igual a 72/32 ~ 0.308. Una prob-
abilita’ di accettazione due volte maggiore, vale a dire uguale a 72/16 ~ 0.616
puo’ essere ottenuta generando due coppie di punti, (x1,y1) e (z2,y2) nel circulo
unitario usando il metodo sopra descritto e prendendo come punto na sfera unitaria
quadri-dimensional

rT = I
T2 = W
x3 = z94/(1—71%) /13

ze = yo/(L=77) /73

dove rf =122 +y? e r2 = 22 +y5. Chiaramente z? + 235 + 22 + 22 = 1 e uno puo’

verificare che

1.4.3 Meétodo da rejeicao

Seja a variavel aleatéria z em [a, b] com distribui¢do de probabilidades normalizada
f(z). Mesmo quando nao for possivel a amostragem direta de x por métodos como os
descritos na secao anterior, serd ainda possivel a sua amostragem exata se pudermos
encontrar uma distribuicdo g¢(x) satisfazendo g(z) > f(z) para todo z em [a,b]
a qual saibamos amostrar diretamente. (Veja a Fig. 1.4.) Neste caso o método da
rejeicao consiste em
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X

Figura 1.4: Método da rejeicao para amostragem de distribuicdes.

1) gerar valores de x com distribui¢do proporcional a g(z)

2) aceitar cada valor com probabilidade f(x)/g(x)

Claramente os valores aceitos para z terdo distribui¢do proporcional a f(z), como
desejado. Note que a distribui¢do g(x) ndo pode ser normalizada, ja que apresenta
valor sempre maior do que f(z) a qual é normalizada a 1 no intervalo. O importante
¢ manter a distribuicao de probabilidade relativa para diferentes valores de z. Note
também que g(x) deve ser escolhida tao préxima quanto possivel de f(x) pois a
aceitacao média sera dada por

_ 2 ) da
A — m. (1.57)

Apresentamos a seguir alguns exemplos do uso deste método.

e Distribuicao uniforme sobre o circulo unitario: Este caso foi discutido na
secdo anterior. Em geral porém o célculo das fungoes trigonométricas cos¢ e sin ¢
é bastante lento e em alguns casos pode ser mais rapido utilizar o seguinte método:

1) sejam 7y, ro uniformemente distribuidas em [—1, 1] e seja 7% = r? +rZ;

2) o par (ry, ry) é aceito se > < 1 e recusado em caso contrario; neste segundo
caso volta-se ao passo anterior;

3) toma-se como ponto no circulo unitario

x = r/r
y = rofr
Claramente os pontos
¥ = ri =rcoso
y = 7y = rsing

estao contidos no circulo de raio 1 e sao uniformemente distribuidos; além disso

dridry = rdrde, (1.58)



1.4 AMOSTRAGEM DE VARIAVEIS ALEATORIAS 23

ou seja a distribuicao em d¢ é uniforme. Note por outro lado que a distribuicao
em dr nao é uniforme, mas a distribuicao rdr é o que precisamos para ter pontos
distribuidos uniformemente no circulo de raio 1.

Note também que a probabilidade de aceitagdo do ponto 2) é bastante elevada,
ou seja igual a /4 =~ 0.785.

1.4.4 Exercicios

1) Escrever um gerandor de nimeros aleatérios usando o método congruencial linear
com a = 137,¢ = 187 and m = 256 e verificar que o periodo deste gerador é igual
a m e que este gerador nao passa no teste espectral em duas dimensoes, ou seja
os pontos (7, 7,+1) nao sdo uniformemente distribuidos no quadrado [0, 1] x [0, 1]
(fazer um grafico).

2) Escrever um programa que verifique para qual valor de n o computador fornece
um valor negativo para o numero 2".

3) Escrever um gerador de nimeros aleatérios usando o método congruencial linear
com a = 65539,c = 0 and m = 23'. Este gerador era muito usado pelas maquinas
IBM nos anos sessenta. Note que podemos escrever a = 3 + 216

4) Verificare analiticamente che 'integrale

1 1 1
I= 2/ dac/ dy/ dz sin®(27 (97 — 6y + 2)) (1.59)

0 0 0
e’ uguale a 1. Calcolare numericamente lo stesso integrale usando il gerador de
nimeros aleatérios do exercicio precedente con © = 7,,y = Tp41 € 2 = Tpyo €

verifcare che il risultato e’ zero! Al fine di capire questo risultato verificare que a
combinacdo 9r — 6y + z produz nimeros inteiros (positivos ou negativos), ovvero
este gerador nao passa no teste espectral em trés dimensoes.

5) Dimostrare che punti prodotti nel modo seguente sono distribuiti uniformemente
nella sfera (tri-dimensionale) di raggio unitario:

e 1) siano 7y, o uniformemente distribuite in [—1, 1] e sia 7% = 72 +r2;

e 2) la coppia (ry, r3) € accettata se r? < 1 e rifiutata altrimenti; in questo
secondo caso si ritorna al passo precedente;

e 3) si prende come punto nella sfera di raggio unitario

r = 2r V1 —1r?
y = 2roV1 — r?

2 = 1— 272

6) Generare matrici SU(2) usando U(1)-embedding. Nota: la matrice

_ ei90
9=V 0 1

non ¢’ una matrice SU(2).
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1.5 Método de Monte Carlo dinamico

Passaremos a considerar agora problemas fisicos em que a distribui¢do de probabili-
dade a ser amostrada depende de um grande niumero de varidveis e é dada por um
peso estatistico fortemente concentrado em uma regiao do espaco de estados. Como
exemplo consideremos a distribuicao de Boltzmann (1.31). Como mencionado ante-
riormente, a amostragem simples neste caso é inviavel, e devemos encontrar métodos
para amostragem por importancia do peso estatistico (1.31). Infelizmente este peso
é complicado demais para permitir uma amostragem independente como fizemos até
aqui, mas serd possivel uma amostragem em que as configuragoes para o sistema (cor-
respondendo as varidveis x; para i = 1,...,N) sejam igualmente distribuidas mas
correlacionadas. Neste caso a média serd tomada como de costume, mas o erro tera
que ser tratado com cuidado. Como veremos na Secdo 1.6, seu comportamento serd
ainda com 1/4/N, mas a constante de proporcionalidade estars ligada & correlacdo
entre as amostras.

O método para producao de amostras com a correta distribuicao de probabili-
dades baseia-se na teoria de cadeias de Markov. Define-se como cadeia de Markov
um processo estocdstico que é totalmente determinado por uma probabilidade fixa de
transigao entre seus estados (a matriz de transi¢do). Cada transi¢ao é chamada de um
passo, e a evolugao de tais passos é chamada de cadeia. Discutimos estes processos em
mais detalhe abaixo. A propriedade importante é que, dadas certas condi¢oes para a
probabilidade de transicao, a distribuicao de probabilidades para os estados da cadeia
evolui para uma distribuicao estacionaria, independente do tempo de observacao da
cadeia e da distribuicao de probabilidades inical. Esta distribuicdo é tnica. Por-
tanto, no regime estacionario, médias no tempo correspondem a médias estatisticas
na distribuicao estacionaria. A estratégia dos métodos de Monte Carlo dindmicos é
portanto a criacao de uma cadeia de Markov tal que a distribuicao estaciondria seja
a distribui¢do desejada (por exemplo a distribui¢do de Boltzmann).
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1.5.1 Algoritmo de Metropolis
1.5.2 Aplicacao ao modelo de Ising
1.5.3 Algoritmos de banho térmico

1.5.4 Exercicios
1.6 Tratamento de erros

1.6.1 Meétodo de binning
1.6.2 Meétodo da janela auto-consistente
1.6.3 Meétodos de jack-knife e bootstrap

1.6.4 Exercicios
1.7 O fenomeno de freiamento critico

1.7.1 Meétodos de sobre-relaxacao

1.7.2 Algoritmos de aglomerados

Discutimos a seguir o algoritmo de aglomerados (clusters) de Swendsen-Wang para
modelos de spins discretos de Potts sem campo magnético. A idéia central deste
algoritmo foi desenvolvida por Fortuin e Kasteleyn em 1969, em conexao com o modelo
de aglomerados aleatérios, e mais tarde adaptada para simulagoes de Monte Carlo
por Swendsen e Wang, em 1987.

O modelo de Potts é uma generalizagao do modelo de Ising em que spins em sitios
vizinhos tendem a apresentar o mesmo valor, com Hamiltoniana dada — no caso sem
campo magnético e para uma configuragao de spins S = (S1,S2,...,Sy) em uma
rede com V sitios — por

H(S) = Z Jij (1 — 551,51.), (160)

onde os spins S; assumem valores discretos de 1 a ¢, a soma em < ij > é sobre
primeiros vizinhos e fazemos uso da fun¢ao delta de Kronecker

1 sen=m
5nm—{0 sen£m (1.61)

Note que o modelo de Ising corresponde ao caso ¢ = 2 e acoplamento J = J;;/2
em analogia com nossa defini¢do para a Hamiltoniana de Ising na Sec¢ao 1.5.2. (Para
varidveis de Ising pode-se escrever dg,5, = (1+5;5;)/2.)
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Consideremos primeiramente a funcao de particao do sistema

Zz = Ze—ﬂ’H(S) — Ze—ﬂ Z<ij> Jij (1—bs;s;) _ Z H e~ B Jij e,BJideiSj

{s} {s} {S} <ij>

= Z H e BJij (5S¢Sj eBli 41 — 5SiSj)
{S} <ij>

= > Il pijdsis; + (1 = py)l, (1.62)
{S} <ij>

onde definimos p;; = 1—e #7ii. Note que representamos as somas nas configuragdes
S por Yis1 = Xg X, - s, Aplicando agora a identidade trivial

n=0,1

a cada elo <ij> — ou seja introduzindo para cada elo uma nova varidvel n;; = 0, 1
— obtemos

zZ = Z Z H [pij 6"ij155i5j + (1 - pij) 57%']'0]

{S} {n} <ij>

x| I et

{S} {n} | <ij>in;j=1

<ig>:ng;=0

Podemos observar que apos fazer algumas manipulacoes a funcao de particao original
obtivemos uma descricao do modelo em termos da soma de um peso estatistico nao-
normalizado — dado pelos termos entre colchetes — para todas as configuracoes das
variaveis de spins, assim como para todas as configuracoes das varidveis n;; que
introduzimos para os elos. Evidentemente as varidveis n;; nao sao fisicas, e o peso
para uma configuracao de spins S para o modelo de Potts nao deve depender delas.
Este peso normalizado é dado por

—BH(S)

Lpots(S) = Z = Z prrsw(S,n), (1.65)
{n}

onde definimos o modelo de Fortuin-Kasteleyn-Swendsen-Wang (FKSW) para as
variaveis de sitios e elos através da distribuicao de probabilidades

1

prisw(S,n) = Z [ II pz‘jfssisj] [ I a- pij)] : (1.66)
<ij>:imij=1 <2j>:n4;=0

Podemos notar duas caracteristicas importantes na distribuicao acima

e As configuragoes deste modelo possuindo o peso acima diferente de zero sao
formadas por elos n;; “ocupados” (corresondendo a n;; = 1) apenas entre sitios
1, 7 com spins de mesmo valor. Isto é, os elos entre sitios de spins diferentes serao
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sempre vazios (n;; = 0), dando uma contribuicao fixa igual a (1 — p;;) para a
func¢ao de parti¢do. Para um elo <ij > tal que S; = S; ha a possibilidade de ele
estar ocupado ou vazio com contribui¢des respectivamente p;; e (1 — p;;) para a
funcao de particao. Dizemos portanto que um elo deste tipo estd ocupado com
probabilidade p;; e vazio com probabilidade (1 — p;;).

e A dependéncia nos spins é trivial: dada uma configuragdo para os elos n;; os
spins devem possuir valor igual dentro de cada aglomerado (cluster) definido
pelos pontos ligados por elos ocupados. J& que o peso nao depende do valor
especifico dos spins em cada aglomerado, este valor é distribuido com igual pro-
babilidade entre os ¢ valores possiveis ou seja com probabilidade 1/¢, indepen-
dentemente dos outros aglomerados. Portanto, o nimero total de configuragoes
de spins com mesmo peso para uma configuracio fixa de elos é ¢V onde N/ (n)
¢ o numero de aglomerados para a configuragao de elos n.

Baseado na segundo observacao acima podemos inverter a ordem das somas em (1.64)
entre sitios e elos e realizar a soma nos spins trivialmente, definindo o modelo de
aglomerados aleatérios de Fortuin-Kasteleyn (ou RC: “random cluster model”)

pre(n) = > prrsw(S,n)

{s}
1
-z 11 Pij][ I1 (1—Pz‘j)] g™ (1.67)
<ij>:ing;j=1 <ij>:ni;=0

Note que a fun¢ao de particao Z é a mesma para os trés modelos. A diferenca entre os
modelos é dada pela maneira de interpretarmos Z como soma de um peso estatistico
nas configuragoes de variaveis. Considerando as variaveis como spins, elos ou elos e
spins teremos respectivamente os modelos de Potts, RC e FKSW, com as respectivas
distribuicoes de probabilidades dadas acima. Ou seja, obtivemos dois novos modelos
definidos a partir do modelo de Potts. Notemos primeiramente que o modelo de RC
possui uma distribuicao simples para o caso ¢ = 1: elos independentes, ocupados com
probabilidade p;; e vazios com probabilidade (1 — p;;). Este é o modelo de percolacao
simples de elos. Notemos agora que o modelo FKSW, que pode ser simulado de
maneira eficiente como descreveremos abaixo, é na verdade equivalente ao modelo
de Potts em que estdvamos originalmente interessados, com a condicao de que sejam
estudados apenas observaveis de spins. De fato, as médias para um observavel A que
s6 dependa das varidveis de spins serdo idénticas se tomadas na distribui¢ao ppes(S)

ou HFKSW(Sa n)

< A(S) >potts = Z A(S) ,uPotts(S)
= ZZ A(S) MFKSW(S, n) =< A(S) >FKSW (168)

pela prépria definigao de prpxsw(S,n), Eq. (1.65).

Descrevemos a seguir o algoritmo de Swendsen-Wang para simulagao da dis-
tribuicao prxsw(S,n), ja que médias dos observéaveis usuais serao idénticas as to-
madas para o modelo de Potts. O algoritmo se baseia no método de re-amostragem



1.7 O FENOMENO DE FREIAMENTO CRITICO 28

parcial, que ja encontramos para os algoritmos locais de Metropolis e banho térmico
para modelos de spins. Este método afirma que uma forma valida de produzir os
estados da cadeia de Markov com a distribuiciao estacionaria desejada é considerar
passos em que as variaveis sejam atualizadas por partes: sdao mantidas fixas parte
das variaveis e sao escolhidos novos valores para as varidveis restantes de forma a
preservar a distribuicao estaciondria, alternando-se os grupos de variaveis fixas. Em
nosso caso, vimos que apesar de spins e elos ndo serem independentes as distribuicoes
condicionais (isto é, as distribuigdes obtidas mantendo-se parte das varidveis fixas) nos
dois casos sao bastante simples. Podemos entdo claramente definir passos formados
mantendo primeiramente fixos os spins e gerando novos elos e em seguida mantendo
fixos os elos e gerando novos spins.

Portanto, usando as distribuicoes condicionais discutidas acima podemos escrever
da seguinte maneira o algoritmo de aglomerados de Swendsen-Wang para simulacao
da distribui¢do de probabilidades ppxsw dada em Eq. (1.66)

1) mantendo fixas as varidveis S escolher as varidveis n da seguinte maneira: se
S; # S tomamos n;; = 0 e se S5; = S; tomamos n;; = 1 com probabilidade p;;
e n;; = 0 com probabilidade (1 — p;;)

2) em seguida, mantendo fixas as varidveis n escolhemos as varidveis S trivial-
mente: todos os S; em um aglomerado tomam o mesmo valor entre os ¢ valores
possiveis, independentemente para cada aglomerado. Para o caso de Ising isto
consiste em refletir ou nao todos os spins em cada aglomerado com probabilidade
1/2.

O passo niimero 1) é sem divida mais dificil de ser implementado que o nimero 2) ja
que é nele que serao identificados e armazenados os aglomerados. Uma vez que isto
esteja feito o passo 2) é trivial. A identificagdo dos aglomerados é também a parte
mais lenta da simulagao, e portanto deve ser feita da maneira mais eficiente possivel.
Descrevemos no Apéndice A alguns algoritmos para identificacao de aglomerados.
Definimos portanto um algoritmo valido para a atualizacao de configuracoes de
spins através da introducao de varidveis adicionais para os elos da rede. O papel das
variaveis de elo é o de determinar estruturas formadas por muitos sitios — os aglome-
rados — que serao atualizadas conjuntamente, ou seja de maneira global. Isto é muito
diferente do que observamos nos casos de algoritmos locais, em que as atualizagoes
eram feitas beseadas em critérios locais, como por exemplo a amostragem exata da
probabilidade condicional para cada sitio, no algoritmo de banho térmico. A grande
vantagem da atualizagao global estd na possibilidade de grandes deslocamentos no
espaco de configuracdes em um tunico passo, de forma que a distribui¢cdo estacionaria
seja preservada e de forma que o passo dado resulte em uma configuracao fisicamente
relevante para o sistema. A escolha dos modos globais a serem atualizados é a grande
dificuldade de algoritmos deste tipo, chamados de algoritmos globais. Ao contrario
de algoritmos baseados em atualizacoes por modos globais fixos — por exemplo blo-
cos de spins com lado varidvel (como no método de multi-grid) ou valores fixos do
momento em uma descri¢do do sistema no espago de momentos (como no método de
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aceleragao de Fourier) — o algoritmo de aglomerados baseia-se em modos globais de
certa forma “escolhidos” pelo préprio sistema.

Embora nao seja aplicdvel para uma classe geral de sistemas — por exemplo
teorias de gauge na rede ou qualquer modelo tomando valores em um grupo — o
desempenho do algoritmo de aglomerados para modelos de spins é extraordinario: o
fenomeno de freiamento critico é praticamente eliminado, encontrando-se expoente
critico z préximo a zero.

O algoritmo pode ser implementado também para o caso com campo magnético,
de duas maneiras diversas: escolhendo o novo valor para os spins de um cluster
com probabilidade dependente do campo, ou através da introducao de um “spin
fantasma”, representando o campo magnético e ligado a todos os spins com a interagao
J apropriada. Este spin é incluido ou naso em aglomerados e atualizado da mesma
forma que os spins reais, e portanto um aglomerado neste caso podem ser formado
por componentes disjuntas na rede, se estiverem todas ligadas pelo spin fantasma.

Outra generalizacdo possivel é para spins continuoscom simetria O(n), através
da técnica de “embedding”: escolhe-se uma direcao aleatéria e os spins sao tempo-
rariamente vistos como variaveis de Ising dadas pelo sinal da projecao de cada spin
ao longo da dire¢ao escolhida, ao passo que a interacao entre dois spins é dada pelo
produto dos modulos destas projecoes para os dois sitios. Sao entao atualizadas as
varidveis de Ising com o método de aglomerados usual, e é incorporada a atualizagao
, Ou seja a inversao ou nao da projecao de cada spin na direcao escolhida. Para cada
passo ¢é escolhida uma nova direcao de forma a manter a ergodicidade do algoritmo.

Finalmente, notamos que ao invés de atualizar todos os aglomerados a cada passo
do algoritmo pode-se considerar apenas um aglomerado, tomado por exemplo a partir
da escolha aleatéria de um sitio da rede. Desta forma sao priorizados aglomerados com
numero maior de sitios, e os deslocamentos no espago de configuracoes sao maiores.
Embora a analise de eficiéncia seja mais dificil neste caso, pois deve-se considerar que
cada passo do algoritmo nao visita todos os sitios mas apenas aqueles que estiverem
no aglomerado selecionado, obtém-se que para esta versao do método — introduzida
por Wolff — o expoente z é ainda menor do que no algoritmo original.

1.8 Projetos
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Capitulo 2

Fisica dos Fenomenos Criticos

2.1 Introducao

Sao chamadas de fendmenos criticos as propriedades de sistemas na vizinhanca de
uma transicao de fase de segunda ordem, ou ponto critico. Como primeiro exemplo
de transigoes de fase, consideremos a transi¢ao liquido/gas em fluidos, cujo diagrama
de fases em funcao da pressao e da temperatura estd representado na Fig. 2.1.
Observamos que partindo da fase li-

P ponto quida e considerando um valor fixo para
, critico a pressao podemos representar o aumen-

LIQUIDO to de temperatura como um movimento

da esquerda para a direita comecando

GAS na fase liquida para temperaturas mais

baixas e passando para a fase gasosa ao
cruzar a linha de transico liquido/gés.
Ao longo da linha de transi¢ao ha dife-
renca entre as densidades da fase liquida
e gasosa, e a transicao é descontinua ou
Figura 2.1: Diagrama de fases para o sis- de primeira ordem, com coexisténcia de
tema liquido-gés. fases e calor latente. Esta diferenca de

densidades diminui até chegar a zero no
ponto critico, e é tomada como parametro de ordem para o sistema.

Este comportamento é andlogo ao observado na vizinhanga do ponto correspon-
dente para um material ferromagnético, cujos diagramas de fase estao representados
na Fig. 2.2. Neste caso o parametro de ordem, que no fluido é a diferenca de den-
sidade entre as fases, vai ser dado pela magnetizacao. As duas fases sao dadas por
magnetizacoes opostas, alinhadas ao campo magnético externo. Note que abaixo da
temperatura critica 7, ha magnetizacao mesmo quando o campo H tende a zero. Nos
dois casos o ponto que chamamos de critico possuira propriedades muito especiais, li-
gadas ao comportamento singular de varias grandezas fisicas. De fato, observa-se que
grandezas termodinamicas divergem no ponto critico como poténcias da temperatura

T

31



2.1 INTRODUCAO 32

Te

Figura 2.2: Diagrama de fases para o magneto.

reduzida ¢, que mede a distancia da temperatura 7" ao seu valor critico 7,
t=(T-T,)/T.. (2.1)

O ponto critico corresponde a t tendendo a zero, ¢ negativo corresponde a estar
abaixo e ¢ positivo a estar acima de 7,.. Vemos abaixo exemplos de expoentes criticos
no comportamento para t — 0:

Calor especifico  C ~ |t|™®
Parametro de ordem M ~ \t|’3
Suscetibilidade — x ~ [t|™”

Comprimento de correlagio En~ |t

Grandezas com expoentes negativos divergem, ao passo que o parametro de ordem
é zero para t positivo e vai a zero com expoente [ para t negativo. A suscetibilidade
estd associada a flutuacao do parametro de ordem, e diverge a medida que o compri-
mento de correlagao & diverge. Obs: este comportamento com poténcias de ¢ pode ser
1) observado experimentalmente 2) obtido da hipdtese de escala (que afirma que £ é
o comprimento de escala relevante e diverge a temperatura critica) usando-se anélise
dimensional; obtém-se assim também as relacoes de hiper-escala entre os expoentes
e 3) dado pelo do grupo de renormalizacdo. A propriedade de universalidade pode
ser vista na Fig. 2.3, dos anos 40, contendo oito sistemas de fluidos diversos. Os
valores de T, e n. sao muito diferentes, mas apds serem apropriadamente rescalados,
todos os pontos caem sobre a mesma curva. Podemos concluir que um programa
de estudo de transicoes de fase de segunda ordem consiste em construir um modelo
para a interacao envolvida, dado pela Hamiltoniana H, e obter expressoes para os
observéveis (e.g. M, x) a partir da funcdo de parti¢do Z e energia livre F' definidas
por H. Espera-se que um modelo simples, que incorpore as simetrias relevantes, seja
suficiente para a descricao do comportamento na regiao critica.

z = /e_’BH; F = —% log Z
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Figura 2.3: Dados experimentais para sistemas de fluidos.

2.2 Exemplos de fendmenos criticos

2.2.1 Modelos de spins

O modelo de ferromagnetismo mais simples é o famoso

S Sﬂ S 51 modelo de Ising, que introduzimos na Secao 1.5.2, de-
finido pela Hamiltoniana
H=-J)> S5 +H>S. (2.2)
<i,j> i

Ele incorpora o fato de spins vizinhos quererem alinhar-

-J +J se uns com os outros e com o campo, deixando aos spins
apenas a liberdade entre dois estados: apontando para cima (dire¢do do campo) ou
para baixo. Apesar de ser tao simples o modelo apresenta transicao de fase de se-
gunda ordem ja em dimensao d igual a 2, caso em que pode ser resolvido exatamente
(a campo nulo). Esta é a famosa solugdo de Onsager, dos anos 40, que contribuiu
muito para a mecanica estatistica: na época nao se acreditava que a descri¢do das
propriedades da transicao de fase, como por exemplo os expoentes criticos, estivesse
contida na Hamiltoniana ou na funcio de particdo do sistema. (Faziam-se tentati-
vas de adicionar termos auxiliares & Hamiltoniana que contivessem informacao so-
bre a transi¢do.) Em dimensdo 3, resultados para os expoentes obtidos por teoria
de perturbacao ou simulacées de Monte Carlo estdao de acordo com observagoes ex-
perimentais de diversos sistemas de fluidos. O modelo reproduz o comportamento
esperado para o parametro de ordem — a magnetizacao — a campo nulo: tendendo
a zero continuamente ao aproximar-se da temperatura critica por baixo, e zero acima
de T.. Note que a Hamiltoniana sem campo é simétrica por reflexao simultanea de
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todos os spins. Esta simetria é quebrada explicitamente pela introducao do campo
magnético, e ndo é respeitada pelo parametro de ordem a baixas temperaturas, mesmo
a campo nulo. Portanto, abaixo de T, tem-se uma quebra espontdnea de simetria,
tratando-se neste caso de uma simetria discreta.

Uma outra classe de modelos com simetria discreta sao os modelos de Potts,
que introduzimos na Secao 1.7.2, os quais representam uma generaliza¢do do modelo
de Ising para um nimero q de estados discretos. COMPLETAR....

Os modelos O(n), ou n-vetoriais correspondem a uma
S generalizagao do modelo de Ising para o caso da simetria
continua de rotacdo. As varidveis de spin sdo tomadas como
vetores numa esfera unitdaria em um espaco de n dimensées

(n > 2) e a Hamiltoniana

<4,J> i

é definida em termos do produto escalar de spins em sitios vizinhos. A principal
diferenca em relagdo ao modelo de Ising é que sao agora possiveis configuracoes em
que os spins se encontrem localmente aproximadamente alinhados mas para grandes
distancias o alinhamento é perdido, resultando em uma média nula para a magne-
tizagao. Tais configuracoes — chamadas ondas de spins — possuem energia arbitrari-
amente baixa, e tenderdo a destruir a ordem do sistema mesmo a baixas temperaturas
(veja a Fig. 2.4).

b/ ///\\\\

Figura 2.4: Onda de spins.

De fato, ao contrario do modelo de Ising, estes modelos nao apresentam transi¢ao
de fase com magnetizacao espontanea em duas dimensoes, como demonstrado pelo
teorema de Mermim-Wagner.! Em trés dimensdes h4 transicio de fase e h4 a pre-
senca de magnetizagao espontanea abaixo de uma temperatura critica. Neste caso
a quebra da simetria continua de rotacao a baixas temperaturas (dada pela mag-
netizagdo espontanea) estd associada a modos de Goldstone, as ondas de spin, que
causam divergéncia da suscetibilidade a campo zero nao s6 ao redor da temperatura
critica, mas também para toda a fase de baixas temperaturas.

Os modelos O(n) sdo de interesse geral para a mecanica estatistica: o caso n = 2,
ou modelo XY, descreve a transicao de fase para o hélio super-fluido € o caso n = 3
corresponde a versao classica do modelo de Heisenberg quantico para magnetos. Além

! Para o caso n = 2 h4 transicdo de tipo Kosterlitz-Thouless, sem magnetizacio esponténea.
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disso, acredita-se que o caso O(4) esteja diretamente relacionado & transi¢ao de fase
de desconfinamento de quarks na cromodinamica quantica, que discutiremos na Secao
2.2.3.

2.2.2 Percolacao

A teoria de percolagao permite um estudo das propriedades geométricas associadas a
fenomenos criticos em numerosas areas da fisica, como por exemplo o comportamento
de fluidos em passagem por meios porosos, a propagac¢ao de incéndios em florestas ou
as propriedades de condutividade elétrica de ligas metalico-isolantes. Modelos para
percolagdo sao definidos através de uma prescricao para a formagao de aglomerados.
Diz-se que ha “percolagao” quando um destes aglomerados extender-se de uma parte
a outra do sistema, considerado no limite de volume infinito. Por exemplo o mo-
delo de percolagao de sitios de uma rede é definido dando-se uma probabilidade p
de ocupagao para cada sitio, e consideram-se como aglomerados os grupos de pontos
contiguos ocupados. O modelo é entao estudado em fun¢do do parametro p, e sao
considerados os comportamentos de observaveis como por exemplo a probabilidade de
percolacao P(p) e o tamanho médio dos aglomerados nao-percolantes S(p). Apesar
de sua simplicidade, modelos de percolacao exibem transicoes de fase com comporta-
mento critico analogo ao de sistemas mais complicados, sendo por exemplo associados
expoentes criticos aos observaveis geométricos, como vemos a seguir. completar...
Consider

e p: density of occupied sites (or bonds)
e p.: lowest p such that origin belongs to the percolating cluster

then

P ~ (1=p/p)? p—pe,
S ~ (pe—p)" p—=0pe

simple site (or bond) percolation fails to reproduce Ising-model exponents
geom. cluster >
Solution: site percolation + T-dependent bond probability

Py = 1 — e 2J/KT

then get agreement for exponents, and percolation point corresponds to 7.

2.2.3 Transicao de desconfinamento em QCD

Um tipo de transicao de fase bem diferente é o da transicao de fase de desconfina-
mento de quarks na Cromodinamica Quantica (QCD). A QCD ¢ a teoria que explica
a interacgao forte entre hadrons — por exemplo prétons e néutrons — através de um
modelo de particulas elementares chamadas quarks, dotadas de carga de cor (em trés
tipos: azul, vermelha e amarela, sendo que a combinagdo das trés cores é neutra)
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Figura 2.5: Transi¢ao de fase de um gis de hddrons para um plasma de quarks e
glions.

e interagindo por troca de campos de gauge, os chamados glions. Acredita-se que
devido a natureza da interacao forte quarks e glions estejam permanentemente con-
finados dentro de hdadrons. Esta é uma consequéncia de a interacao ser desprezivel
a pequenas distancias (a propriedade de liberdade assintdtica) e aumentar com a
distancia: como consequéncia a energia para separar dois quarks torna-se infinita,
gerando confinamento. Portanto os quarks sao particulas livres assintoticamente
(a grandes momentos ou pequenas distancias), mas que se encontram confinados em
objetos de cor neutra (os hddrons) pela interagio forte. A pergunta que se coloca na-
turalmente é se ocorre desconfinamento uma vez que a temperatura (ou a densidade)
seja suficientemente alta. Tal transicao teria ocorrido de forma inversa a partir do Big
Bang, quando um plasma de quarks e glions quente e denso teria dado origem aos
hadrons. Neste caso quer-se saber também qual seria a natureza desta transicao: qual
a ordem, etc. Estas perguntas envolvem uma grande dificuldade experimental, dada
a dificuldade de obtencao de energias suficientemente altas, mas podem ser estudadas
teoricamente. Em principio a teoria de QCD das interacoes fortes permite a descricao
das duas fases (hadrons e plasma de quarks e glions) e da transigdo entre elas. A
temperatura zero estudos de QCD usando teoria de perturbacdo fornecem resulta-
dos para situacoes de alta energia ou momento, mas os fenémenos de baixa energia
(incluindo o confinamento) devem ser estudados de maneira nao-perturbativa (a
expansao perturbativa, baseada em acoplamentos fracos, deixa de ser valida a baixas
energias). Este fato é ainda mais acentuado a altas temperaturas, pois a expansiao
perturbativa apresenta problemas infra-vermelhos mesmo para energias altas. Tanto
a zero como a altas temperaturas, o meio de estudo nao-perturbativo mais eficiente é a
formulagao de rede, onde o espago-tempo ¢é discretizado, e a teoria pode ser estudada
através de simulagoes numéricas de Monte Carlo.

Além da transicao discutida acima, o proprio limite do continuo de uma teoria de
gauge na rede é um fendmeno critico, como veremos no Cap. 777
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2.3 Comportamento de escala

2.3.1 Leis de escala

Fy(t,H) = b *F,(b""t,b"" H)
E(t, H) = be&(bvt, b/ H)

o Fy(t, H) = t4v®d(H /tv#/v) — a,B,y,v in terms of y,, yz (y;, = 1/v)

o F,(t,H) = HYvuw(t/Hv/v) get § (My—g ~ H'°) and universal scaling func-
tion

M/HY = f(t/H'*)
where A =80 =vyy

2.3.2 Escala de tamanho finito
F,(t,H,uj, L) = L7Q(L""t, L"/"H, L¥iu,)

Q is universal, u; are irrelevant fields: y; < 0

M = L Plvg(LMt, LA"H, L)

2.4 Calculo de grandezas criticas em simulagoes

2.4.1 O parametro de ordem

2.4.2 Localizacao do ponto critico
e Binder Cumulant: at H =0

10*F,
30H*

1<M*>
3 < M>?

UL = X72L7d = 1

has a constant (universal) value at 7, (neglecting )

: expand FSS form of x around ¢ =0

X = L’Y/V[C() -+ (Cl =+ CQLi )tLl/V + C3L7 ]
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2.4.3 Expoentes criticos

2.4.4 Exercicios
2.5 Extrapolacao a volume infinito

2.5.1 Exercicios

2.6 Projetos
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Algoritmos para identificacao de
aglomerados
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