FFI 202 — Fisica Computacional II
Segundo Projeto

Instrucoes

e Crie um diretério “PROJ2nome” em /home/public/FISCOMP2/PROJ2

(1)) (1P

e Proteja seu diretdério para nao ser lido por “g” e “o

e Deixe no diretério um arquivo de nome “rel proj2.pdf”, com um relatério (ela-
borado utilizando latex) sobre o projeto, incluindo texto, listagens dos cédigos,

graficos e tabelas.

Exercicios

1) Método de Monte Carlo: a area de um circulo de raio 1 pode ser estimada
através do lancamento de pontos aleatérios uniformemente no quadrado definido por
x € [-1,1], y € [-1,1] e contagem da fracao destes pontos que estiver contida no
circulo, como ilustrado na figura abaixo.

No limite de grande ntimero de pontos N,
obtém-se assim um valor cada vez mais proximo

1 da verdadeira area do circulo. Obtenha desta

forma uma estimativa numérica para 7. Qual a
precisao de seu resultado? como ela varia com
N? vocé consegue explicar esta dependéncia?

exprima seu resultado para m com o respectivo

erro estatistico (i.e. desvio padrao) para N =
100, 10000, 10°.

2) Generalizacao para dimensao d: Repita

o exercicio acima para o caso da hiper-esfera de
raio 1 em d dimensoes (por exemplo para d =
3,4,10), verificando que o comportamento do erro de Monte Carlo com o inverso
da raiz quadrada do niimero de amostras produzido é independente da dimensao do

espaco de integracdo. Note que o volume no caso geral é dado por 7%2/T'(d/2 + 1),



onde I' é a chamada funcdo gama. Calcule também o raio médio dos pontos gerados

dentro da hiper-esfera, verificando o resultado exato

1 1
<r>= / TddT// ritdr = d/(d+1),
0 0

que reflete o fato de a distribuicao uniforme concentrar-se na superficie a medida que

a dimensdo d aumenta (o raio médio tende a 1).

3) Aplicagao ao cédlculo de integrais: o método acima pode ser usado no célculo
de integrais definidas em geral. Para a integral de uma funcdo positiva f(z) no
intervalo [a,b] considera-se a razao entre a drea sob o gréfico da funcao e a drea do
retangulo definido por « € [a,b], y € [0, fimaz), onde fia: ¢ 0 valor maximo de f(x)

no intervalo [a,b]. Utilize o método para calcular a integral

/Olexdx. (1)

Seus resultados devem conter média e erro (i.e. raiz quadrada da variancia) para vérios
valores no numero N de amostras. Note que nosso método se torna claramente inefici-
ente se a area do retangulo onde sao gerados os pontos for grande demais comparada
a area que queremos estimar.

No caso acima, por exemplo, ao invés de ge-
rar pontos uniformemente no retangulo definido
por z € [0,1], y € [0,e], podem-se produzir
pontos no trapézio dado pela area sob a reta

g(x) = (e — 1)z + 1 no intervalo [0, 1], como

na figura ao lado. Esta regiao também engloba
a area desejada e possui uma area menor. Faga

o célculo da integral (1) gerando pontos unifor-

memente nesta figura. Verifique que o erro na

estimativa da area é menor por um fator aproximadamente 3 quando comparado
ao caso anterior, ou seja a convergencia neste caso ¢ quase 10 vezes mais rapida.
[Sugestao: as coordenadas (x,y) podem ser geradas a partir de pares de nimeros
aleatérios (r1,72) uniformemente distribuidos em [0, 1]. Suponhamos que = = z(r).
Uma vez gerado z, a distribuicdo para y serd uniforme entre 0 e g(x), ou seja
y(ri,re) = rog(x(ry)). Para garantir que x,y sejam gerados uniformemente no
trapézio devemos construir z(ry) de forma que o Jacobiano d(ry,rs)/0(x,y) seja uma
constante.|

Extra: Verifique graficamente as distribui¢oes uniformes dos pontos nas areas das
figuras consideradas nos Exercicios 1, 2 e 3 acima. Faca gréficos de (x,y) respecti-

vamente para o quadrado, o retangulo e o trapézio, usando todos os pontos gerados.



Considere agora somente os pontos dentro da area desejada, gerando gréaficos para o

circulo e para a regiao sob a exponencial.

4) Amostragem simples: Seguindo a idéia do método de Monte Carlo introduzida
acima — baseada em estimar-se uma integral (deterministica) a partir de uma média

de variaveis aleatorias — podemos calcular de maneira geral a integral

b f(z)
- [0, 2
a b—a ( )
simplesmente gerando pontos z; uniformemente no intervalo [a, b] e tomando a média
dos valores f(z;). Este procedimento corresponde a interpretar a integral I como a

média estatistica da varidvel f(z) na distribuigdo uniforme

dx
w(z)de = o (3)

normalizada de maneira que [° u(z)dr = 1. Escrevemos portanto a estimativa para

a

o valor de [
— 1 N

a qual convergira, no limite de N tendendo a infinito, para a integral desejada. O erro
estatistico associado & estimativa f, dado pela raiz quadrada de sua variancia, terd
o comportamento familiar dos métodos de Monte Carlo, 1/ V/N. Este procedimento,
chamado de amostragem simples, é claramente mais geral do que o método geométrico
discutido no exercicio anterior, ja que nem sempre sera possivel encontrar uma figura
apropriada onde saibamos lancar pontos uniformemente.

Repita a integral da fungao exponencial usando o método de amostragem simples

e compare a eficiéncia a do método geométrico do exercicio anterior.

5) Amostragem por importancia: O método de amostragem simples (discutido
acima) gera pontos uniformemente no espaco de integragao. Claramente, se a fungao
f(z) for fortemente concentrada em alguma regiao deste espaco o algoritmo perdera
grande parte do tempo adicionando termos f(x;) a& média para valores x; “pouco
importantes”, ou seja para pontos em que a funcao f possui valor desprezivel. Em
casos como este, gostariamos de considerar médias em que os valores de z; gerados
possuissem contribuicao significativa para a soma. Isso é possivel se redefinirmos a
fungao a ser integrada, como descrito a seguir. Escrevamos a integral (2) da forma

fo [ 1) e, ®

w(z) b—a

onde w(z) é uma fungdo positiva em [a, b] satisfazendo

/abw(x)d:c:b—a. (6)
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Neste caso estamos calculando a média da funcao f(x)/w(z) em [a,b] com z dis-
tribuido neste intervalo segundo a medida normalizada w(z)/(b — a). Note que esta-
mos integrando uma funcao diferente, e a varidavel x nao é mais distribuida uniforme-

mente no intervalo [a,b]. Consideremos agora a mudanga de varidveis
y@) = a+ [ w)d, (7)

a qual satisfaz as condigoes y(b) = b e y(a) = a. Se a relagdo y = y(z) puder
ser invertida — ou seja se pudermos determinar a fungdo r = z(y) — e ja que

dy/dz = w(x), podemos finalmente escrever a integral I como

o fle)] dy
I~ ) Goa ®)

Esta é a média de f[x(y)]/w[x(y)] em [a,b] com y distribuido uniformemente neste

intervalo. Claramente, se a fungao w(x) for convenientemente escolhida, o calculo da
média acima serd uma maneira mais eficiente de se determinar a integral I. De fato,
se w(z)~ f(z) no intervalo [a,b] entdo a razao f(z)/w(x) — que é a nova funcao
a ser integrada — é quase constante e as flutuagoes de f(z;) em torno do valor médio
I serao reduzidas. Esta reducao na largura dos valores que podem ser assumidos pela
funcao de integracao é exatamente o que buscavamos, ou seja, os termos somados
para o calculo da média serao de importancia equivalente, ja que para a nova fungao
as abscissas x (geradas a partir da distribui¢ao uniforme para y) serdo pontos onde a
funcao assume valores significativos.

Considerando mais uma vez a integral da func¢éo exponencial em [0, 1], efetue uma

mudanca de variaveis
w(x) = 2[(e—=1Dz + 1]/(e+1). (9)

Verifique que a convergéncia do método é cerca de 60 vezes mais rapida do que no caso
de amostragem simples do exercicio anterior. Faca um grafico da funcao dada pela
razao f(z)/w(x), verificando que ela é suave no intervalo [0, 1], e portanto apropriada

para a amostragem por importancia da variavel x.

Note: As varias versoes de métodos de Monte Carlo discutidas acima constituem
exemplos de métodos de Monte Carlo estatico, por serem baseadas na geracao
dos N pontos aleatérios de maneira independente. Em outras palavras, nao ha a

nocao de tempo associada aos dados produzidos.



