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Resumo

Neste artigo apresentamos um ensaio sobre a vida e a obra de um dos fisicos mais surpreendentes do nosso tempo.
Yuval Ne’eman, além de ter sido um dos precursores da teoria dos quarks, foi também politico e militar, inspirando
0 personagem que leva o seu nome no romance de espionagem “O dossié Odessa”, de Frederick Forsyth. O esquema
descoberto por ele para classificagdo dos hadrons, que completou 60 anos em 2021, revelou a importancia da teoria
de grupos para a fisica de particulas elementares e foi essencial para a elaboragdo do modelo de quarks. Nosso texto
pretende ilustrar a fascinante histéria da fisica de particulas —e sua relagdo com os grupos de simetrias— a partir
da segunda metade do século XX, além de fornecer subsidios para estudantes que queiram iniciar ou aprofundar seus
conhecimentos no assunto.
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In this article we present an essay about the life and work of one of the most surprising physicists of our time.
Yuval Ne’eman, beside being one of the precursors of the theory of quarks, was also a statesman and a soldier,
inspiring the character named after him in the espionage novel “The Odessa File”, by Frederick Forsyth. The scheme
discovered by him for the classification of hadrons, which celebrated 60 years in 2021, unveiled the importance of
group theory for elementary particle physics and was crucial for the formulation of the quark model. Our text
intends to illustrate the fascinating history of particle physics —and its relation with symmetry groups— from the
second half of the XXth century onwards, while also providing tools for students who wish to gain initial or further
knowledge of the subject.
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1 Introdugfio 0s néutrons e os pions— a representagoes do grupo de
simetria SU(3). Esse esquema de classificagdo, extre-
mamente inovador para a época, abriu caminho para o
entendimento atual dos hadrons, ou seja, que os mesmos
nao sao particulas elementares, mas sim estados ligados
de quarks, por acao da forca forte. E essencial notar,
porém, que a organizacao dos hadrons de acordo com a
simetria SU(3) foi um grande avango por si s6, rapida-
mente aceito pela comunidade de fisica de particulas, in-
dependentemente da (posterior) introdugao do conceito
de quarks. De fato, a classificagdo SU(3) possibilitou

Yuval Ne’eman (ver Fig. , fisico internacionalmente
conhecido por suas contribuicoes a teoria das interacoes
fundamentais entre particulas elementares, nasceu em
Tel Aviv, Israel, em 14 de maio de 1925, e morreu na
mesma cidade em 26 de abril de 2006, em decorréncia
de um derrame cerebral. Entre 1960 e 1961, ele desen-
volveu (independentemente de Murray Gell-Mann, dos
EUA) as bases para o modelo de quarks, ao associar os
hddrons —particulas entre as quais figuram os prétons,



Figura 1: Yuval Ne’eman (1925-2006). Foto por cortesia
da revista eletronica israelense “PhysicaPlus”.

explicar, a partir de um esquema simples, o grande nu-
mero de particulas observadas em aceleradores na época,
inclusive prevendo novos hadrons a serem descobertos.
Ao mesmo tempo, ficou clara a importancia da teoria de
grupos para o estudo teérico da fisica de particulas.

E quanto ao modelo de quarks? Ele foi proposto em
1964 a partir do esquema de classificagao SU(3), mas s6
foi confirmado e estabelecido bem mais tarde. Em par-
ticular, o grupo SU(3) foi associado & simetria dos ha-
drons em relagao aos trés tipos (ou “sabores”) de quarks
de menor massa: up, down e estranho. O modelo ex-
plicava as combinagoes identificadas pela classificagao
SU(3), mas introduzia varias (aparentes) contradigoes
tedricas, que persistiram mesmo a medida em que eram
obtidas as primeiras evidéncias experimentais de sua va-
lidade, no final dos anos 60. Mais tarde, os quarks,
inicialmente vistos como um artificio matematico, fo-
ram incorporados como os campos de matéria na teoria
qudntica de campos que descreve as interagoes (nuclea-
res) fortes: a cromodindmica qudntica ou QCD. Hoje em
dia nao h& mais divida sobre a existéncia dos quarks,
porém alguns aspectos de seu comportamento ainda per-
manecem como um mistério, a ser desvendado pelo es-
tudo da QCD. Uma excelente introdugao didatica a fi-
sica de particulas elementares —incluindo o modelo de
quarks e também topicos modernos em teorias quanticas
de campos— pode ser encontrada no livro “The Particle
Hunters”, de Yuval Ne’eman ¢ Yoram Kirsh [I].

Em relacao ao fato de o esquema SU(3) ter atraido, a
época, mais atencao do que o modelo de quarks, que

de fato explicava a estrutura dos hadrons, é interes-
sante o ponto de vista do proprio Ne’eman. Segundo
ele [1L 2], sob uma perspectiva historica, é natural ver a
classificagao dos hadrons como um primeiro passo para a
compreensao de sua estrutura interna, da mesma forma
que a classificagdo dos elementos na Tabela Periddica
de Mendeleev antecedeu a compreensao da estrutura do
atomo, permitindo elucida-la. O caminho para descri¢ao
de uma nova interagao seria assim iniciado pela busca
de padroes, seguida pelo reconhecimento da estrutura
subjacente, e s6 entao pode ser identificada a dindmica.
Note porém, como evidenciado na Ref. [3], que enquanto
a classificagao de Mendeleev se baseava em proprieda-
des que podemos perceber com nossos sentidos (como
a massa e efeitos quimicos da distribuicao da carga elé-
trica), a resolugao do “quebra-cabeca” da descrigdo dos
héadrons exigiu a observacao de padroes mais sutis, i.e.
simetrias matematicas.

Além de fisico, Ne’eman foi também militar e politico,
tendo se tornado um personagem de importancia central
na historia de seu pais [4, [5]. De fato, a lista de suas
participagoes na ciéncia e na politica israelense é noté-
vel. Em 1965 ele fundou o Departamento de Fisica e As-
tronomia da Universidade de Tel-Aviv, sendo mais tarde
presidente da Universidade (de 1971 a 1975) e diretor de
seu Instituto de Estudos Avangados (de 1979 a 1997).
Em 1983 fundou a Ageéncia Espacial de Israel, a qual
presidiu quase até sua morte. Serviu na Comissao de
Energia Atomica de Israel (de 1965 a 1984) e presidiu-a
de 1982 a 1984. Foi Diretor Cientifico do Centro de Pes-
quisas Nucleares Nahal Soreq e envolveu-se fortemente
no desenvolvimento de armas nucleares para Israel. Foio
primeiro Ministro de Ciéncia e Desenvolvimento do pais
(de 1982 a 1984) e novamente em 1990-92, quando foi
também Ministro da Energia. Em particular, esteve a
frente do projeto “Med-Dead”, que propunha a constru-
¢ao de um canal ligando o Mar Morto ao Mediterraneo
para suprimento de dgua e energia para o Oriente Mé-
dio. (Este projeto nao foi realizado devido a seu alto
custo [6], mas é discutido ainda hoje.) Foi Cientista-
Chefe do Ministério da Defesa de Israel (1974-76) e fun-
dador do partido politico Tehiya (um desdobramento
de direita do partido Likud) no final dos anos setenta.
Atuou no Knesset (o parlamento Israelense) até 1990.
Ne’eman dizia-se ateu, mas identificava-se muito forte-
mente com o povo judeu e com seu pais [7]. (Relatos
interessantes a esse respeito encontram-se também no
obitudrio escrito por seu filho, Teddy Ne’eman [§].) Ele
definia sua viséo politic&ﬂ como “pro-Israel”, e nao anti-
arabe. Porém, algumas de suas opinioes sobre o Estado

INaturalmente, ndo é objetivo deste texto a discussio da atu-
agao politica de Ne’eman, ou de seu posicionamento acerca do
Estado de Israel.



de Israel —incluindo seus planos para a expansao do
territorio nacional e sua oposicao a tratados de paz—
claramente criaram tensao, tendo inclusive ocasionado
atentados contra sua vida.

1.1 Plano do Artigo

O presente artigo contém uma breve biografia cientifica
de Yuval Ne’eman, e uma discussao detalhada da con-
tribuicao dada por ele & classificagao dos hadrons. Para
tanto, sera util seguir a evolugao historica da fisica de
particulas, observando como o conceito de grupos de si-
metrias se tornou central para a descri¢gao dos hadrons.
Como complemento, faremos uma introducao didatica
aos grupos de simetria, realgando suas propriedades ma-
temaéticas e sua importancia para a fisica quantica. Dis-
cutiremos também os principais aspectos do modelo de
quarks e das interagoes fortes, incluindo alguns dos atu-
ais temas de estudo na area.

Na Secao [2| descrevemos a trajetoria percorrida por
Ne’eman até se interessar pela classificagao dos hadrons.
Como veremos, apos uma sugestao de Abdus Salam, seu
orientador de doutorado, ele entendeu que um passo fun-
damental para alcangar seu objetivo era se aprofundar
no estudo da teoria de grupos, ainda pouco utilizada em
fisica de particulas na época. Assim, sua abordagem
partiu do estudo dos grupos de simetrias e suas proprie-
dades, para entao escolher o esquema que melhor se ade-
quasse & descricao dos hadrons. Isso foi, de certa forma,
o inverso do que fez Murray Gell-Mann, que investi-
gava as propriedades dos hadrons h& mais tempo do que
Ne’eman e buscava uma compreensao mais global deles,
sem contudo associé-los diretamente a representagoes de
um grupo de simetria. Os dois pesquisadores chegaram
—independentemente, mas quase simultaneamente— &
mesma classificagao para os hadrons, que foi chamada
por Gell-Mann de “eightfold way” (caminho 6ctuplo).

Na Segao [3] apresentamos as principais ideias associ-
adas aos grupos de simetrias, discutindo sua relevéncia
para a fisica quéntica e seu papel crucial para a descrigao
dos hadrons, sem ainda detalhar conceitos mais especi-
ficos da fisica de particulas. Nossa intencao é fornecer
uma introdugao geral a teoria de grupos, mencionando
alguns exemplos em mecanica quantica, sem contudo
pressupor um conhecimento prévio do material apresen-
tado. Assim, a classificagdo SU(3) sera descrita nessa
secao apenas do ponto de vista matematico, sem maior
atencao a seu significado fisico, ou a suas implicagoes
para o modelo de quarks. Mais especificamente, o ini-
cio da secao apresenta o tema dos grupos de simetrias,
com énfase na descrigao matematica. Em seguida, nas
Subsegoes a [3.3] sao discutidas —em seu contexto
histoérico— as primeiras tentativas de aplicagao da teo-
ria & classificagdo dos hadrons, detalhando a contribui-

¢ao dada por Ne’eman e seu impacto para a comunidade
de fisica de particulas na época. Como incentivo para
estudantes que queiram se aprofundar no assunto, sao
feitas ao longo dessa secao diversas referéncias aos apén-
dices, que cobrem alguns aspectos mais técnicos do tema
e incluem aplicagoes praticas.

Nas Segoes [ e [5] descrevemos os aspectos principais
do modelo de quarks, desde a introdugao do conceito
de forca forte até o estabelecimento da teoria da cro-
modinamica quantica (QCD). Em particular, a descri-
¢ao detalhada da classificagdo SU(3) para os hadrons
encontra-se na Subsecao [£.2 A leitura dessas segoes
pode ser feita sem conhecimento de mecénica quéantica,
ja que os conceitos utilizados sao explicados & medida
em que sao introduzidos, enfatizando sua associagao as
simetrias relevantes em fisica de particulas. (Para maio-
res detalhes podem ser consultados os apéndices.) Dessa
forma, nessas duas sec¢oes, complementamos a discussao
feita na Segao [3] detalhando as propriedades fisicas dos
hadrons e descrevendo suas interagoes.

Finalmente, encerramos o texto principal do artigo
com nossas conclusoes, na Segao [6]

Os trés apéndices foram elaborados como um reforgo
para o material da Segdo [3] tendo em mente estudantes
de fisica, independentemente de j& terem cursado mecé-
nica quantica. De fato, a énfase em simetrias é comple-
mentar & abordagem usual adotada em livros-textos de
fisica quéntica, que geralmente tratam o material sem
referéncia direta & teoria de grupos. Dessa forma, reuni-
mos no Apéndice [A] os principais conceitos de mecanica
quantica utilizados em nossas aplicacoes dos grupos de
simetria para o entendimento das interagbes fundamen-
tais entre particulas elementares. A seguir, no Apéndice
B] discutimos em maior detalhe os grupos de Lie, es-
senciais para a compreensao das simetrias na mecénica
quéntica e na fisica de particulas. Finalmente, o Apén-
dice [C] oferece uma visao geral da teoria de representa-
¢oes, que possibilita a utilizagao pratica de grupos de
simetrias para a descricao de fendémenos fisicos, ressal-
tando a importancia de sua aplicagao a fisica quéantica.
Sao incluidos nos apéndices tanto defini¢oes e aspectos
tedricos gerais quanto alguns exemplos praticos. Menci-
onamos que a complexidade matemética dos apéndices
nao é elevada, sendo suposta apenas a familiaridade com
matrizes e nameros complexos. Além disso, note que a
leitura dos apéndices pode ser feita de forma indepen-
dente, ou em paralelo com o material apresentado na

Segao

Ao longo do texto, sao fornecidas referéncias em varios
niveis de complexidade. Em particular, as notas de ro-
dapé contém algumas referéncias mais especificas sobre
aspectos técnicos ou histéricos. Adicionalmente, algu-



mas sugestoes de textos didaticos, possivelmente uteis
como complementacao do material que apresentamos,
estao reunidas a seguir. Todas as referéncias sao lista-
das ao final do artigo.

1.2 Bibliografia Complementar

Como dito acima, um 6timo livro didatico sobre o as-
sunto, em nivel bastante introdutoério e voltado ao pu-
blico em geral, é a Referéncia [I], de Ne’eman e Kirsh.
Duas boas referéncias em nivel mais avancado, de gra-
duagao, sao [9] e [I0]. Um excelente texto de divulgagao
cientifica, com discussao cuidadosa das principais pro-
priedades das interagoes fundamentais, pode ser encon-
trado em [IT].

Aspectos histéricos envolvendo a introducao e desco-
berta dos quarks séo descritos em detalhe em [12], [13]
e em [I4], que discute também alguns aspectos sociolo-
gicos. Mencionamos, adicionalmente, as seguintes refe-
réncias originalmente em portugués: o livro [15] sobre a
historia da fisica de particulas, e os artigos [16] e [17],
respectivamente apresentando uma introdugao didatica
a estrutura matemaética dos estados ligados de quarks e
uma discussao de questoes epistemoldgicas relacionadas
a proposta dos quarks como particulas elementares.

Uma referéncia introdutoéria (em nivel de graduagao)
bastante detalhada e tutil sobre simetrias em mecéanica
quéntica e sobre grupos de Lie ¢ o livro [I8]. Um exem-
plo de livro-texto de fisica quantica contendo topicos de
teoria de grupos é a Referéncia [19]. Vale ressaltar que a
énfase em teoria de grupos é muito importante para uma
formacao mais solida em mecénica quantica, e discipli-
nas especificas de teoria de grupos atraem um crescente
interesse de estudantes de fisica.

2 Um Coronel na Fisica

Ne’eman iniciou sua carreira como militarEI ingressando
na Hagana (exército de resisténcia israelense, precursor
das Forgas Armadas de Israel) com apenas 15 anos. Du-
rante 0 ano que teve que esperar para iniciar o curso
de engenharia —pois a idade minima era de 16 anos—
e também durante a faculdade, continuou a se dedi-
car intensamente ao trabalho no exército, tornando-se
oficial aos vinte anos de idade, em 1945. Ao mesmo
tempo, seu grande interesse pela ciéncia e pela mate-
matica voltou-se para a fisica, principalmente apés cur-
sar uma matéria de fisica quantica (na qual foi o tnico
aluno) oferecida por um professor de eletrotécnica de sua
faculdade. Apoés completar seus estudos de engenharia

2Ha4 diversos relatos, pelo proprio Ne’eman, de sua carreira e
das etapas de seus estudos. Talvez o mais completo seja a Refe-
réncia [2].

em 1945, apesar do interesse pela fisica moderna, se-
guiu seu plano inicial de trabalhar na fabrica dirigida
por seus familiares, projetando bombas hidraulicas para
irrigacao. Entretanto, ja na metade de 1946 ele se en-
contrava inteiramente engajado em atividades militares,
incluindo a instalagao de judeus refugiados na Palestina,
a protecao e construgao de novos assentamentos, e es-
forgos para impedir agoes de organizagoes clandestinas
que pudessem ferir civis. A partir do inicio da guerra
de independéncia de Israel, em novembro de 1947, ele
combateu no campo como oficial, chegando a comandar
a prestigiosa Brigada Givati, um destacamento de elite
das Forgas Armadas Israelenses existente ainda hoje.

Enquanto militar, Ne’eman destacou-se como estra-
tegista, tendo um papel importante tanto na guerra de
independéncia quanto na crise do canal de Suez em 1956
e, mais tarde, na Guerra dos Seis Dias (em 1967). Sua
atuagao nesta ultima motivou a conexao de seu nome
a personagens de livros de espionagem [20] 21], como o
cientista israelense “Youvel Neeman” do best-seller “O
Dossié Odessa”, de Frederick Forsyth. De fato, ha di-
versos relatos (ver, por exemplo, [22]) sobre sua parti-
cipagao crucial como vice-chefe da Aman, a Inteligéncia
Militar Israelense, para a vitoéria de Israel na Guerra dos
Seis Dias. Em particular, ele teria criado uma base de
dados com informagoes errdneas (para que fossem in-
terceptadas pelos inimigos) sobre a situacao das forgas
israelenses, ajudando assim a destruir a forga aérea egip-
cia ainda em terra. Ne’eman, porém, agia como se tais
aspectos tivessem sido exagerados. Como ele préprio
escreveu [23]:

Ganhei reputacao como planejador, especial-
mente apds julho de 1948, quando arquitetes
uma manobra bastante original sobre nosso
flanco leste, e depois em outubro pelo desen-
volvimento de uma nova técnica operacional,
adaptada a nossas condigoes especiais. FEsses
planos foram postos em prdtica em outubro—
novembro de 1948, resultando no sucesso da
campanha no Sul. Apdés a Guerra de 1947-
49, fui nomeado Chefe da Secao Operacional e
Vice-Chefe do Departamento de Operagoes do
Quartel-General das For¢as Armadas (General
[Yitzhak] Rabin, o futuro Primeiro Ministro,
era o Chefe). Em 1951-52 frequentei a “Ecole
d’Etat Major” [em Paris| e fui entdo nomeado
Diretor de Planejamento, uma tarefa que in-
clutu vdrios aspectos civis [...] e a elaboragao
da estratégia bdsica que sequimos até a “Guerra
dos Seis Dias” em 1967. Nesse meio tempo,
em 1955, fui transferido para servir como Vice-
Chefe da Inteligéncia Militar, apds o colapso de
uma rede no Egito e as subsequentes mudangas
no comando. Nessa posi¢cdo desenvolvi algu-



mas ideias novas. O principal impulso, porém,
foi o estreitamento de relagdes com a Franga,
de acordo com os interesses da Franca e de Is-
rael. Isso incluiu elementos que de algum modo
“vazaram” e passaram por amplifica¢oes ima-
ginosas, resultando na criagdo de alguns per-
sonagens (com meu nome completo!) em ro-
mances sobre o Oriente Médio ou livros sobre
o Servigo Secreto.

(A tradugdo é nossa.)

Durante todos esses anos de atividades militares,
Ne’eman manteve a esperanga de ainda seguir a carreira
académica. Ele fez planos para seu retorno a ciéncia em
1948, mas esqueceu-se deles em meio as batalhas. Em
1950 ele aprendeu relatividade geral sozinho e em 1951—
52 tentou conseguir uma licenga para estudar fisica na
Franca, sob orientagao de Louis de Broglie. Em vez
disso, acabou indo aprimorar seus conhecimentos mili-
tares na Ecole d’Etat Major (parte da renomada Ecole
Superieure de Guerre), em Paris. Em 1957, ja com 32
anos e com a patente de Coronel, conseguiu finalmente
dedicar-se (parcialmente) aos estudos de fisica, iniciando
seu doutoramento. Mais precisamente, Ne’eman rece-
beu a proposta de conciliar seus estudos com servigos
militares na embaixada de Israel em Londres. De 1958
a 1960, ele foi ao mesmo tempo representante das For-
cas Armadas de Israel nas Embaixadas Israelenses do
Reino Unido e dos Paises Escandinavos e estudante de
pos-graduagao do Imperial College, da Universidade de
Londres, no grupo de pesquisa de Abdus Salam [7]. Esta
situagao deu origem a alguns episddios curiosos. Como
narrado por seu colega de doutoramento, Raymond F.
Streater [24]

Ne’eman juntou-se a nds no final do primeiro
semestre do ano escolar de 1957-1958, e ti-
nha perdido o inicio de todos os cursos. Ele
pediu para copiar minhas notas de aula. Eu fi-
quet um pouco preocupado, com medo de nao
vé-las nunca mais, mas ele as devolveu no dia
sequinte. Eu mao conseguia acreditar que ele
as tivesse copiado tao depressa, precisaria ter
passado a noite inteira escrevendo. Entdo ele
me contou seu segredo: ele tinha usado uma
“fotocopiadora”, um luxo de que eu nunca ti-
nha ouvido falar.

...Algumas wvezes, Yuval tinha que sair mais
cedo de nossos semindrios; isso era para parti-
cipar de recepgoes diplomdticas, o que era parte
de suas tarefas [na embaizadal.

...[Abdus] Salam sugeriu que nds o usdssemos
[o dinheiro que tinha sobrado da coleta anual
para os “chds” do grupo de pesquisa, no valor

de 30 xelins| para uma festa de Natal. Devido
ao alto imposto sobre bebidas alcodlicas, deci-
dimos pedir mais 2 zelins a cada membro do
grupo que fosse participar da festa. Yuval en-
tao ofereceu-se para comprar as bebidas, pois
tinha contatos ma embaixada israelense. No
dia da festa, uma limusine preta estacionou na
entrada do velho Departamento de Matemdtica
do Imperial College. Ne’eman pulou de dentro,
e abriu o porta-malas. Retiramos dali caizas e
mais caixas de bebidas alcodlicas, todas para a
festa. Quando ele estava indo embora, disse:
por sinal, eu nao usei todo o dinheiro, aqui es-
tao 35 xelins de troco.

(A tradugao é nossa.)

A partir de Julho de 1958, ap6s uma rebelido no Ira-
que, as responsabilidades de Ne’eman aumentaram, di-
ficultando sua dedicacao aos estudos de fisica. Ele teve,
por exemplo, que negociar a compra de 50 tanques de
guerra e dos dois primeiros submarinos de Israel. Desta
forma, em 1960, ele renunciou as atividades militares.
(Porém, seria chamado novamente a servir em 1967,
tornando-se conselheiro do Ministro da Defesa em 1970,
1973-74 e 1975.) Seu ultimo compromisso como militar
em 1960 foi um discurso sobre as estratégias militares
de Israel, apresentado na Noruega. Como descrito por
Ne’eman [23]:

Finalmente “libertei-me” e tornei-me um es-
tudante em tempo integral em 1 de maio de
1960 — embora ainda tivesse que viajar mais
uma vez & Noruega em outubro para apresentar
uma palestra que tinha prometido sobre estra-
tégias militares israelenses, no Circulo Militar
de Oslo, com a presenca e ativa participacao
de Sua Majestade o Rei Olaf V. A essa altura,
eu jd tinha conseguido me aprofundar no pro-
blema de fisica que tinha escolhido, portanto o
texto desta palestra foi publicado mais ou me-
nos na mesma época que meu artigo sobre [a
simetria] SU(3).

(A tradugdo é nossa.)

2.1 Learn it in Depth!

Em Londres, a principio, Ne’eman pretendia estudar te-
oria da gravitagao no King’s College, com o astrofisico
Hermann Bondi. Entretanto, devido & longa distancia
entre a embaixada israelense e a universidade, ele aca-
bou se instalando no Imperial College, que ficava a cinco
minutos de caminhada da embaixada.

No Imperial College, juntou-se ao grupo de Abdus
Salam no Departamento de Matemaética, que estudava



teoria quantica de campos. Salam inicialmente estra-
nhou o interesse do coronel pela fisica, relutando em
aceita-lo como estudante. (Ne’eman apresentou-se far-
dado com o uniforme das forcas armadas israelenses.)
Acabou aceitando-o por um periodo de experiéncia, mais
por seu diploma universitario do conceituado Instituto
Tecnologico de Israel, o Technion, do que por sua carta
de recomendagao, escrita pelo General Moshe Dayan.
Durante o periodo de experiéncia no curso de Salam,
Ne’eman entrou pela primeira vez em contato com a
teoria de grupos, ficando fascinado pelo tema. A apli-
cagao de teoria de grupos & classificacao das particulas
elementares e representagao de suas simetrias era um
verdadeiro desafio na época e ele se decidiu por esse t6-
pico de pesquisa para o doutoramento. A medida que
Ne’eman apresentava suas ideias a Salam [T} 23], este
contava-lhe que outro fisico ja havia tentado desenvol-
ver aquela mesma ideia alguns anos antes, sem sucesso.
Ne’eman entao apresentava outras propostas, que Sa-
lam dizia terem sido testadas h& menos tempo. Isso
fez com que Ne’eman ganhasse confianga e buscasse no-
vas solugoes, pois sentia que estava “se aproximando do
presente”. Além disso, sentiu-se motivado por chegar
as mesmas propostas que os importantes fisicos citados
por Salam, entre os quais estava o brasileiro Jayme Ti-
omno [7]. Salam, porém, mostrou-se impaciente e disse-
lhe que queria transferi-lo a um problema mais simples,
para que o trabalho de doutorado fosse terminado den-
tro do prazof)| Devido a insisténcia de Ne’eman, Salam
finalmente concordou com seu projeto de estudo [7) 27],
mas aconselhou [23]:

Vocé estd embarcando em uma pesquisa alta-
mente especulativa; entretanto, se vocé insiste,
vd em frente com ela, mas fag¢a-o seriamente.
Nao se satisfaca com o pouco de teoria de gru-
pos que lhe ensinei, que é o que eu conheco.
Aprenda o assunto com profundidade! (Learn
it in depth!)

(A tradugdo é nossa.)

Ne’eman entao estudou arduamente teoria de grupos e
sua utilizagao para classificar as particulas elementares.
Na época, os experimentos em aceleradores de particu-
las tinham permitido a descoberta de um grande ntimero
de hadrons, i.e. particulas que interagem pela chamada

3Curiosamente, o problema, teérico “mais simples” sugerido por
Salam [7] s6 foi resolvido —por Peter Higgs— em 1964, resul-
tando na proposta do béson de Higgs. A busca por esta particula
tornou-se um dos maiores desafios experimentais da fisica de altas
energias e foi a principal motivagao para a construgao do acelera-
dor de particulas LHC, no CERN [25], completado em 2008. As
primeiras evidénciais da existéncia do béson de Higgs foram anun-
ciadas em 2012, quase 50 anos apés sua proposta tedrica. Peter
Higgs recebeu o prémio Nobel de fisica de 2013 [26], juntamente
com Francois Englert.

for¢a forte (como os protons e os néutrons). Claramente,
cogitava-se que essas particulas nao poderiam ser todas
elementares e que portanto deviam estar relacionadas
umas as outras. Tentava-se entao encontrar um esquema
simples para classificagdo dos diversos hadrons, de forma
que fossem evidenciadas as propriedades comuns a cada
classe de particulas. No ano de 1961, Ne’eman propos
a organizacao dos hadrons de acordo com o grupo de
simetria SU(3) [28],[29]. A proposta —feita independen-
temente também por Gell—Manrﬁ [29 B0]— permitiu a
classificagao dos hadrons conhecidos na época e a previ-
sao de novas particulas e suas propriedades. O esquema
de classificagao baseado na simetria SU(3) motivou a
elaboracao do modelo de quarks, proposto em 1964 mas
aceito somente bem mais tarde. Mais abaixo, nas Se-
¢oes [ e[fl discutimos o modelo de quarks, os principais
aspectos da forga forte e algumas propriedades dos hé-
drons. Antes disso vejamos, a seguir, um pouco sobre
a teoria de grupos, a fim de entender como as contri-
buicoes de Yuval Ne’eman e de seus contemporaneos
fizeram com que esse topico deixasse de ser um ramo da
matematica quase desconhecido pelos fisicos e passasse
a ocupar uma posicao central na fisica de particulas ele-
mentares.

3 Simetrias e Grupos na Fisica

A busca por simetrias é de suma importancia na fisica.
De fato, pode-se explorar a simetria de um problema
para conseguir simplicagoes consideraveis no seu estudo,
ou uma compreensao mais profunda do mesmo. A teo-
ria de grupos permite o estudo matematico de simetrias,
que estao geralmente associadas a alguma propriedade
invariante de um sistema fisico. Mais precisamente, po-
demos definir simetria [31 B2] como a qualidade de um
objeto ou sistema que faz com que o mesmo nao se al-
tere, de maneira perceptivel, quando uma determinanda
transformacao é aplicada a ele. Por exemplo, a simetria
entre lado esquerdo e direito do corpo humano equivale
& invaridncia sob reflexdo em relagao ao plano vertical
que separa os dois lados do corpo. A transformacao
nesse caso corresponde a inverter as coordenadas espa-
ciais dos pontos do sistema em relagao ao plano de si-
metria. Esta definicao geral em termos de transforma-
¢oes estende a nogao usual que temos de simetria de um
objeto —associada a regularidade, harmonia, beleza—
podendo ser aplicada também as equacdes que definem
o comportamento de um sistema. Em particular, para
descrigao de um sistema composto, sao importantes as

40 fisico Murray Gell-Mann sera uma importante referéncia ao
longo deste texto, e sera citado muitas vezes. Em particular, ver
[3] para sua biografia e uma interessante descrigao introdutoéria de
suas contribuigées cientificas.



simetrias respeitadas pelas interagoes entre as particulas
que 0 compoem.

O conjunto de transformagdes que preserva uma dada
propriedade de um sistema (ou de uma interagao) cons-
titui o chamado grupo de simetria associado a essa pro-
priedade. No caso da simetria por reflexao em relagao
a um plano, a transformagao é tunica. Note também
que ap6s duas aplicagoes sucessivas dessa transforma-
¢ao recupera-se a situagao inicial, para qualquer sistema.
Por outro lado, se considerarmos a simetria por rotacao
ao redor de um eixo, o numero de transformagoes pos-
siveis é infinito, pois podemos realizar rotagoes por &n-
gulos arbitrarios em um continuo de valores. Nos dois
casos, o conjunto de transformagoes associado & propri-
edade de invariancia (ou simetria) constitui um grupo.

A nogao de grupo originou-se nos estudos de equagoes
polinomiais pelo matematico francés Evariste Galois —
que morreu tragicamente (aos vinte anos de idade) em
consequéncia de um duelo [33], em 1832— e foi conso-
lidada por volta de 1870, apds o trabalho de Camille
Jordan [34]. Em linhas gerais [35, [36], um grupo é uma
colegao de operagoes ou transformagoes satisfazendo a
seguinte condigao:

A operagao obtida pela combinagao (i.e. a apli-
cagao sucessiva, ou produto) de duas operagoes
pertencentes ao grupo também deve pertencer
a ele.

O grupo deve ainda exibir a propriedade associativa para
o produto, deve incluir um elemento neutro ou operac¢ao
identidade, e deve conter para cada elemento o seu ele-
mento inverso, de forma que o produto dos dois seja a
identidade. Note que a identidade corresponde a uma
“transformacao” que nao altera o estado do sistema, ou
seja, que corresponde a nao fazer nadal

As condigbes acima s@o claramente satisfeitas pelas
rotagdes, que podem ser representadas por matrizes or-
togonais, i.e. matrizes cuja inversa coincide com a sua
matriz transpostaﬂ De fato, a multiplicacao de uma ma-
triz por um vetor gera outro vetor. Se tal matriz for
ortogonal, o médulo do vetor sera mantido apos a trans-
formacao de multiplicacado pela matriz, sendo alterada
apenas a sua diregdo. Ou seja, a matriz ortogonal roda
o vetor! Note porém que, em trés dimensoes, a rota-
¢ao resultante do produto de duas rotagoes ao redor de
um ponto, diferentemente da rotacao ao redor de um
eixo fixo, pode depender da ordem em que as rotagoes
sdo aplicadas. Ou seja, nesse caso, o produto de duas
transformagées do grupo néo é comutativo. Tal grupo
é dito nao-abeliano. No caso das reflexdes em relacao a

5A matriz transposta é obtida trocando-se linhas por colunas
na matriz original. Mais precisamente, o elemento Mg; da trans-
posta de uma dada matriz M ¢é igual a Mj; .

um plano, o grupo é abeliano e contém apenas dois ele-
mentos, que podem ser representados pelos nimeros —1
(correspondendo & inversdo das coordenadas) e 1 (cor-
respondendo & operagao identidade) [36]. A associacdo
de nimeros (como —1 e 1 para as reflexdes) ou matrizes
ortogonais (como no caso das rotagdes) a transformagoes
de simetria ilustra o uso de representagoes para elemen-
tos de um grupo. O Apéndice [C] descreve em algum
detalhe a chamada teoria de representagoes para grupos
de simetria.

Para a descricao de simetrias na fisica, sdo especial-
mente importantes os chamados grupos de Lie [18] (ver
Apéndice , associados as transformagoes continuas,
i.e. aquelas que podem ser aplicadas de forma suave,
gradual. Sdo exemplos: 1) as rotagoes, 2) as transfor-
magoes de Galileu ou de Lorentz, que relacionam as co-
ordenadas de espago e tempo entre dois referenciais iner-
ciais em movimento relativo uniforme e 3) as transfor-
magoes associadas as simetrias de gauge, presentes nas
teorias que constituem o Modelo Padrao das interagoes
fundamentais. A cromodindmica quéantica ou QCD, que
descreve a interagao forte entre quarks, é uma dessas te-
orias. (A QCD ser4 discutida na Se¢ao[5.4]) Associada
a um grupo de Lie ha sempre a correspondente dlgebra
de Lie, dada pelo espago das transformacées infinite-
simais do grupo. FKEssas sdo transformagdes pequenas,
préximas da operagao identidade, por exemplo uma ro-
tagdo por um angulo infinitesimal. O fato de que os
grupos de Lie sdo (quase completamente) especificados
por sua algebra, que por sua vez depende somente das
caracteristicas locais do grupo (i.e. relativas as trans-
formagoes infinitesimais) ¢ uma grande vantagem. Em
particular, a algebra constitui um espago linear —i.e.
um espago usual, que contém as somas de seus elemen-
tos e a multiplicagao deles por constantes— com uma
operacao (binéria) interna dada pelos comutadores dos
chamados geradores do grupo. Assim, a anélise mate-
matica da algebra é bem mais simples do que a de seu
respectivo grupo, o que envolveria (em geral) operagoes
nao-lineares. No Apéndice [B] descrevemos propriedades
dos grupos e das algebras de Lie, e no Apéndice [C] sao
discutidos alguns exemplos praticos.

Uma vez identificado o grupo de simetria de um pro-
blema, podem ser utilizados resultados de teoria de
grupos para previsao e classificagao dos possiveis esta-
dos fisicos do sistema considerado. Em particular, de
acordo com o teorema de Noether [18] —enunciado em
1918 pela brilhante matematica alema Emmy Noether—
pode-se associar a invaridncia (sob uma certa transfor-
magao sofrida por um sistema) a uma grandeza conser-
vada, simplificando-se a descrigao desse sistema.

Por exemplo, a invaridncia por translacao das equa-



¢oes de movimento de uma particula livre implica a con-
servagao de sua quantidade de movimento (ou momento
linear), que é a lei da inércia. A invariincia por rota-
¢Oes, por sua vez, leva a conservagao do momento an-
gular L, um conceito de grande importancia em me-
canica classica (que explica, por exemplo, a rotagio e
as oOrbitas dos planetas). A extensdo quantica do mo-
mento angular é igualmente importante, pois determina
a quantizacao das érbitas atdmicas e esta relacionada ao
spin, ou momento angular intrinseco, das particulasﬁ E
claro, entao, que a percepgao de simetrias como inva-
ridncias por transformagoes introduz naturalmente na
fisica a linguagem de teoria de grupos. Além disso, o
interesse na descri¢ao por meio de teoria de grupos deve
ser maior na fisica quantica do que na fisica classica, ja
que no mundo microscépico os “objetos” de mesmo tipo
considerados (e.g. elétrons, 4tomos, moléculas) sdo re-
almente idénticos entre si e portanto indistinguiveis, o
que aumenta a simetria nos problemas estudados.

Consequentemente, na fisica de particulas, além das
grandezas conservadas classicamente (energia, momento
linear, momento angular e carga elétrica), observagoes
experimentais permitiram a definicao de outros nume-
ros qudnticos conservados, como os numeros leptonico,
barionico, estranheza e isospin (que serao vistos na Se-
cao . Essas leis de conservacao tém um papel funda-
mental nas interagoes entre as particulas elementares,
permitindo discriminar entre processos elementares que
podem acontecer e aqueles que sao proibidos. De fato,
para a fisica de particulas, saber o que ndo pode acon-
tecer torna-se muito importante. Nesse sentido, vale a
afirmagao: “tudo o que nao é proibido sera obrigatorio”,
algumas vezes chamada de principio totalitario da fisica
quantica [3]. Assim, no limite em que a fisica é gover-
nada pela leis probabilisticas da mecanica quéntica, sao
os numeros (quinticos) conservados que estabelecem a
identidade das particulas subatomicas e, de certa forma,
assumem o papel da cinematica classica, “determinando”
a evolugao do sistema [I]. Em particular, nesse limite,
uma particula nao serd mais descrita por sua posicao
no espago, mas por uma funcao de estado —a chamada
funcao de onda— com determinadas propriedades de si-
metria E a essas propriedades, e nao as coordenadas
espaciais e temporais, que podemos atribuir significado,
e sao0 as leis de conservagdo (decorrentes das simetrias)
que conferem realidade e objetividade ao mundo micros-
copico. Nesse contexto, onde? e quando? sao perguntas
quase irrelevantes [12].

Apesar da grande importancia que atribuimos hoje
aos grupos de simetria das interagoes fundamentais, a

60 momento angular quantico e o spin sdo analisados em de-

talhe no Apéndice [C] respectivamente nas Subsecoes @ e @
"Ver Apéndice

aceitacao das ideias de teoria de grupos na fisica quén-
tica nao foi algo suave, como discutido em detalhe na
Referéncia [37] e descrito brevemente a seguir.

No inicio do século XX —quando foi formulada a base
matematica da mecanica quantica (incluindo por exem-
plo o célculo matricial, que nao era usado pelos fisicos
na época)— a descricdo em termos de teoria de grupos
e suas representagoes foi introduzida na fisica quéntica
por Hermann Weyl, no contexto da chamada simetria
de gauge, inspirada no eletromagnetismo. Essas ideias
foram adotadas por Eugene Wigner, entre outros, e apli-
cadas com sucesso ao estudo de espectros de energia
atdmicos, tendo como base as representagoes do grupo
de rotagoes em trés dimensdes [38]. Mais precisamente,
os valores para a energia (i.e. o espectro) de atomos e
moléculas dependem dos estados fisicos possiveis para o
sistema; esses estados sao descritos por fungoes com si-
metria bem definida, o que permite a sua classificacao e
a determinagao de propriedades fisicas (como regras de
selegdo para transi¢oes entre estados) a partir do grupo
de simetria envolvidoFl

O formalismo de teoria de grupos, porém, foi conside-
rado obscuro e desnecessariamente complexo por varios
fisicos, tendo sido ironizado e chamado de “a peste dos
grupos” (do alemao Gruppenpest) por Paul Ehrenfest
em 1928, em uma carta enviada pelo mesmo a Wolf-
gang Pauli. Essa expressao tornou-se popular entre os
fisicos da época, e muitos ficaram aliviados quando, em
1929, John Slater demonstrou que a descrigao dos espec-
tros de energia atomicos podia também ser obtida sem o
emprego de teoria de grupos. Dizia-se entao que Slater
tinha “exterminado a peste dos grupos’”. Nas décadas
seguintes o emprego de teoria de grupos praticamente
desapareceu da fisica e foi somente em 1949, com o tra-
balho de Giulio (Yoel) Racah, que a teoria de grupos
se tornou parte aceita da descricao da espectroscopia
atomica. Mesmo assim, essa ferramenta tebrica nao era
ainda utilizada de maneira sistematica no estudo da fi-
sica de particulas, como ilustrado a seguir.

3.1 Tentativas na Fisica de Particulas

Nesta subsec¢ao apresentamos as primeiras ideias propos-
tas para usar teoria de grupos na fisica de particulas.
Para isso, vamos ocasionalmente fazer referéncia a al-
guns aspectos matemaéticos sem necessariamente defini-
los, lembrando que maiores detalhes sobre a teoria dos
grupos de Lie podem ser encontrados no Apéndice [B] e
que a teoria de representagoes é discutida no Apéndice
[C] juntamente a algumas aplicagoes. Da mesma forma,
nao vamos aqui nos preocupar em detalhar as proprie-
dades fisicas dos hadrons, o que sera feito mais abaixo,

8Ver, por exemplo, a discussdo sobre os autoestados de energia
do atomo de hidrogénio no Apéndice |g, Subsegao .



nas Segoes [4 e [f} Em particular, na Subsegao sao
explicados os conceitos de spin, isospin, hipercarga e es-
tranheza, utilizados para identificacao e classificacao dos
hadrons. Por enquanto, vamos apenas mencionar que os
hadrons constituem um conjunto muito grande de par-
ticulas, divididas em bdrions e mésons, que interagem
pela forca nuclear forte. Os barions mais “famosos” sao
o préton e o néutron, enquanto o méson mais conhecido
é o pion. Na verdade, ha trés tipos de pions: positivos,
negativos e neutros. O grande ntimero de hadrons torna
imperativo algum tipo de classificagao, para pelo menos
comecar a entender suas propriedades e o que causa a
grande variedade de particulas desse conjunto.

As primeiras tentativas para classificar e explicar as
dezenas de hadrons —inicialmente tomados como par-
ticulas elementares— descobertos a partir da década de
50 do século XX eram baseadas na chamada simetria de
isospin ou spin isotdpico e suas possiveis generalizagoes
[13]. Essa simetria permite agrupar hadrons de massas
aproximadamente iguais (mas com cargas elétricas di-
ferentes) em multipletos, como o dubleto formado pelos
nicleons, i.e. prétons p e néutrons n, ou o tripleto dos
pions: wT, m0, 7. As particulas de cada multipleto sdo
caracterizadas pelo mesmo valor I do isospin e diferen-
tes valores para I3, definido como a proje¢ao do isospin
na “direcao 3”. Em outras palavras, de forma simplifi-
cada, vamos associar o isospin (assim como ¢é feito com
o spin) a um vetor, I, sendo I3 a sua componente em
uma dada dire¢do. A escolha da dire¢ao 3 (ou “eixo 2",
a diregao vertical) é arbitraria. Dessa forma, a simetria
de isospin estara relacionada a simetria por “rotagao” no
espago (interno) de um certo tipo de hadron. Vejamos:
se aplicarmos uma rotagao ao vetor de isospin I, pode-
mos mudar o valor de sua projecao I3, mas nao o valor
de I, associado ao modulo do vetor. Assim, podemos
—de forma natural— agrupar hadrons de massas seme-
lhantes em multipletos, atribuindo um tinico valor para
o moédulo I e valores diferentes da projecao I3 para cada
membro de um dado multipleto.

Isso parece fazer sentido, mas como pode nos levar ao
dubleto de niicleons ou ao tripleto de pions? Acontece
que, na mecénica quantica, rotagoes estao associadas ao
operador momento angular (quantico), que é o analogo
do momento angular classico L descrito acima. De fato
(veja o Apéndice7 grandezas fisicas quanticas sao da-
das por operadores, geralmente representados por ma-
trizes, que agem sobre os estados do sistema. Os valores
possiveis de uma grandeza observavel restringem-se aos
autovalores do operador associado a ela. No caso do
momento angular, que é uma grandeza vetorial, temos
um operador com trés componentes (i.e. trés matrizes),
correpondendo as trés diregoes do espaco. As compo-
nentes desse operador vetorial e, por analogia, também
as do spin e do isospin, possuem autovalores quantiza-

dos, i.e., s@o permitidos apenas valores quantizados para
as projecoes desses vetores. Em particular, para isospin
I =1/2 ha dois valores possiveis para I3: +1/2 e —1/2.
Para I = 1 temos trés valores: +1, 0, —1. Fica bastante
motivada, assim, a utilizacdo do isospin para agrupar
os hadrons em multipletos, e.g. temos I = 1/2 para os
dois nuacleons e I = 1 para os trés pions. Dentro de um
multipleto, diferentes hadrons sao caracterizados pelos
diferentes valores de I3, i.e. diferentes autovalores do
operador associado & projegao do isospin na “direcao 3”.
A denominagao e os valores permitidos para I e I3 se-
guem da analogia com o spin e com o momento angular
quéntico, como descrito na Subsegao Para maiores
detalhes sobre as simetrias relacionadas aos operadores
momento angular e spin, veja respectivamente as Sub-
segoes e do Apéndice [C]

A simetria de isospin das interacoes fortesﬂ implica
que particulas que pertencem ao mesmo multipleto se-
jam indistinguiveis pela interagao nuclear forte ou, de
forma mais pictorica: se fosse possivel “desligar” a in-
teracao eletromagnética, os componentes de um multi-
pleto, como proétons e néutrons, seriam a mesma par-
ticula. Com a grande proliferagao de novas particulas
—incluindo as chamadas particulas estranhas, também
agrupadas em multipletos especificos— era natural pro-
curar por uma simetria mais “alta”, que englobasse va-
rios multipletos. De fato, como relatado em [3], Murray
Gell-Mann resumiu a questao em 1957 afirmando que
seria interessante se todas as particulas sujeitas a forga
forte pudessem ser agrupadas em padroes que permi-
tissem descrever, por exemplo, oito barions como esta-
dos de uma tnica particula. Uma nova taxonomia, que
unisse dubletos e tripletos em um “supermultipleto”. Se
pensarmos no nicleon como uma moeda (i.e. um objeto
com dois lados, correspondendo ao préton e ao néutron)
e no pion como um tridngulo, esse supermultipleto se-
ria como um octaedro: ao ser girado, em algum espago
abstrato, ele se torna oito barions diferentes!

Alguns dos estudos realizados nesse periodo utiliza-
vam teoria de grupos, buscando descrever os estados
observados de hédrons como representagoes de algum
grupo. Porém, como descrito a seguir, procurava-se
principalmente identificar o grupo de simetria dos hé-
drons em manifestacoes da sua representacao fundamen-
tal. Para os grupos de simetria SU(N) isso significa uma

9Vale ressaltar que essas rotagdes de isospin eram tomadas
como rotagoes globais, i.e. a mesma rotagdo sendo realizada em
todos os pontos do espago-tempo, até 1954. Naquele ano, o tra-
balho de Chen-Ning Yang e Robert L. Mills [39] abriu o caminho
para a formulagdo das teorias de gauge ndo-abelianas (ou teorias
de Yang-Mills), sugerindo que a invariancia por rotagdes de isos-
pin deveria ser local, i.e. diferente em cada ponto do espago-tempo.
Como explicado na Segao[5.4] as atuais teorias das interagdes for-
tes, i.e. a QCD, e das interagdes fracas [I| sdo baseadas na teoria
desenvolvida por Yang e Mills.



representacao de grau N, que age sobre um espago veto-
rial de dimensdo N. Assim, deveriam existir N objetos
elementares, a partir dos quais os hadrons seriam forma-
dos. Em particular, receberam bastante atencao nessa
época as ideias baseadas no modelo proposto em 1956
por Shoichi Sakata [40], segundo o qual todos os ha-
drons eram considerados como combinagao de proétons,
néutrons e da particula A°. Usando uma sugestdao de
Hideki Yukawa [7], as trés particulas fundamentais do
modelo de Sakata foram associadas a uma representacao
tridimensional do grupo SU(3) por Mineo Ikeda, Shuzo
Ogawa e Yoshio Ohnuki [41]. Dessa forma, considerando
autoestados simultaneos de carga elétrica, isospin na di-
regao “vertical” I3, estranheza e nimero barz’ém’com eles
tentaram classificar em multipletos os hadrons conheci-
dos até entao.

Um pouco mais tarde, Ralph E. Behrends e Alberto
Sirlin [42] consideraram o grupo G(2), em uma repre-
sentacao de grau 7, e sugeriram a associagao de um de
seus subgrupos aos multipletos de isospin, dados pelos
conjuntos de particulas N = (p,n), = = (E°,2Z7) e
Y = (B+,%%,%7). As “rotagdes” nesse espago de di-
mensao 7 permitiam “misturar” essas sete particulas.
[Nesse esquema a particula A ndo era modificada pe-
las transformacgoes do grupo G(2).] Ao mesmo tempo,
o outro subgrupo seria identificado com “rotagdes” no
espaco da hipercarga. Tentava-se, desta forma, adivi-
nhar quais dos hadrons eram verdadeiramente elemen-
tares, supondo-se que todos os outros seriam formados
a partir deles. Note que todas as particulas enumeradas
acima, exceto os pions, sao barions, ou seja, hadrons se-
melhantes aos nucleons. Na notacao aqui utilizada, os
indices superiores correspondem & carga elétrica das va-
rias particulas. As antiparticulas, que possuem mesma
massa e numeros quanticos opostos aos das particulas,
sao denotadas com uma barra, e.g. p para o antipréton.

A ideia de que todos os hadrons sejam formados a
partir de um pequeno ntimero deles mesmos pode pare-
cer absurda hoje em dia, mas teve grande aceitacao na
época. Em particular, uma versao anterior dessa ideia
tinha sido sugerida em 1949 por Enrico Fermi e Chen-
Ning Yang [43], para descri¢io dos mésons m como es-
tados compostos de nicleons e antintcleons. De acordo
com este esquema, particulas de carga negativa podem
ser formadas por um néutron e um antipréton, que pos-
sui carga inversa a do proton, e assim por diante. Mais
detalhadamente, essa teoria pode ser formulada em ter-
mos de representagoes do grupo SU(2) para a sime-
tria de isospinE a partir da representacao fundamental

0Ver a Subsecio para mais detalhes sobre essas grandezas
fisicas.

1 Como ja dito acima, a construgio de representagdes do grupo
SU(2) esta exemplificada no Apéndice Subsegéo utilizando
as regras para adigao de momentos angulares quanticos; os resul-
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(p, n) e da representagao correspondente para os antinu-
cleons (p, 7). Como explicado em [44], a ideia de Fermi e
Yang tinha a vantagem de “economizar” particulas. Nas
palavras de Fermi [13] (em um simposio organizado em
1951 pelo American Institute of Physics):

Quando a teoria de Yukawﬁ fot proposta, ha-
via uma esperanca genuina de que as particu-
las envolvidas, prétons, néutrons e mésons m,
pudessem ser legitimamente consideradas como
particulas elementares. FEssa esperanca perde
cada vez mais o seu fundamento & medida que
novas particulas elementares sao rapidamente
descobertas.

(A tradugdo é nossa.)

Porém, como dito explicitamente no trabalho de
Fermi e Yang, a nova teoria era somente um exemplo
de uma possivel abordagem para a descricao da fisica
de particulas e os proprios autores nao tinham a espe-
ranga de que a proposta apresentada pudesse ‘realmente
corresponder & realidade”. Eles também tinham a cons-
ciéncia de que o entendimento da fisica dos hadrons era
um grande desafio. Ainda nas palavras de Fermi, em
1951 [13]:

Claramente, pode ser que alguém apareca logo
com uma solugao para o problema do méson,
e que os resultados experimentais confirmem
tantas caracteristicas detalhadas da teoria que
ficard claro para todos que essa € a teoria cor-
reta. Tais coisas jd aconteceram no passado. E
podem acontecer novamente. No entanto, nao
acredito que possamos contar com isso, e acre-
dito que devemos estar preparados para uma
empreitada longa e dificil.

(A traducdo é nossa.)

Na generalizagao introduzida por Sakata, a inclusao
da particula A® na representacio fundamental tornou-se
necesséria devido a propriedade de estranheza verificada
para alguns hadrons. Nao havia, porém, uma explica-
cdo para o fato de a particula AY, um barion estranho,
ocupar uma posicao privilegiada no modelo em relagao
aos outros barions estranhos. Os esquemas de classifica-
¢ao baseados no modelo de Sakata foram posteriormente
descartados com base experimental, & medida que foram
descobertos novos hadrons, mas sua influéncia no inicio
dos anos 60 era ainda muito forte (ver e.g. [45]). De fato,
até que fosse confirmada a classificagao introduzida por
Ne’eman e Gell-Mann, esse era o principal modelo para
descrigao dos hadrons.

tados obtidos podem ser aplicados diretamente ao caso do isospin
considerado aqui.
12Ver a Segao



E curioso notar que, nesse periodo, havia também di-
vidas crescentes em relagao ao préprio conceito de parti-
culas quando aplicado aos hddrons. Em particular, nao
se acreditava que o tratamento de teorias quanticas de
campos, que fora tdo bem sucedido na eletrodindmica
qudntica (ou QED, a teoria que descreve as interagoes
eletromagnéticas), pudesse ser aplicado a interagao forte
e aos hadrons [46]. O impasse levou a propostas bastante
criativas, como o chamado modelo bootstrap, em que to-
das as particulas eram consideradas fundamentais e for-
madas a partir delas mesmas, em um tratamento que
deixava de lado a explicagao da origem das simetrias
observadas [I2]. A principal énfase desse modelo era
a busca de regras para descrigao da matriz de espalha-
mento (ou matriz S), ligando estados iniciais e finais de
reagoes envolvendo as particulas, nao importando quais
fossem fundamentais. O método, introduzido por Geof-
frey Chew, era motivado pelo cenario batizado por ele
de “democracia nuclear”, descrito mais abaixo.

Ao mesmo tempo, as tentativas de classificar os ha-
drons usando grupos de simetria eram substituidas pela
possibilidade de organizar as particulas hadrénicas nas
chamadas trajetdrias de Regge, descobertas pelo itali-
ano Tullio Regge no final dos anos 50. Essencialmente,
representando em um grafico as massas quadradas dos
meésons e dos barions em funcao de seu momento angu-
lar total, Regge observou que as particulas conhecidas se
alinhavam em retas especificas: as trajetorias de Regge.
Nesse esquema, para cada trajetoria, os pontos corres-
pondentes as particulas reais (os polos de Regge) repre-
sentam diferentes “estados ligados” da mesma particula
[47]. Note que, inicialmente, o proprio Gell-Mann pare-
cia mais entusiasmado com as ideias de Chew e Regge do
que com a classifica¢do pelo grupo SU(3), como descrito
em sua biografia [3].

E interessante também constatar como as diferentes
abordagens para descrigao dos hadrons tomaram contor-
nos filosoficos, e até politicos! Por exemplo, Sakata, as-
sim como varios de seus colegas na Universidade de Na-
goya, inspirava-se na doutrina marxista e nos trabalhos
de Friedrich Engels sobre o materialismo dialético [3] 48].
Em particular, ele acreditava [49] que a descoberta na
fisica de diferentes camadas —nebulosas, sistema so-
lar, moléculas, dtomos, ntcleos atéomicos e particulas
elementares, cada uma governada por suas proprias
leis fisicas— fosse uma verificagdo da visao dialético-
filosofica da natureza. Além disso, a descoberta de no-
vas camadas deveria basear-se principalmente nos fatos
experimentais, e por isso o grupo de Sakata se opos & in-
troducao da ideia de quarks, devido a falta inicial de evi-
déncias experimentais [3]. Ao mesmo tempo, a proposta
[50] “revolucionaria” da “democracia nuclear” de Chew,
em contraposicao a “conservadora” teoria de campos, foi
provavelmente inspirada (em parte) pelo ativismo po-
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litico do proprio Chew, que —ja nos anos cinquenta—
participou da “Federation of American Scientists”, uma
associacao que coletava informagoes sobre violagoes da
liberdade dos cientistas cometidas nos EUA na época
do macarthismo. De qualquer modo, a teoria elabo-
rada por ele para a interpretacao e explicagao da fisica
de particulas herdou [51I] termos e conceitos do libera-
lismo americanoH Ademais, Chew acreditava [50] que
a abordagem baseada na matriz S garantia uma maior
“democracia” no estudo das particulas elementares, per-
mitindo também que fisicos que nao aprenderam teoria
de campos e “até os experimentais”’ contribuissem com
novas ideias.

Acima de tudo, porém, como observado em [3], a ideia
de um universo formado a partir dos tripletos de SU(3)
de Sakata agradava tanto aos que queriam particulas re-
dutiveis a pequenas componentes solidas (como suposta
consequéncia do materialismo dialético) quanto a quem
adotasse a concepcao platdnica de uma realidade imi-
tando formas matematicas. De fato, como mencionado
acima, a principal referéncia para classificagao dos hé-
drons era o modelo de Sakata, que teve também certa
influéncia sobre Gell-Mann. Vemos portanto como era
confusa a situagao da classificagao dos hadrons no final
dos anos 50 e inicio dos anos 60 do século XX, com ideias
de teoria de grupos sendo usadas de maneira ainda er-
ratica, buscando-se associar familias de multipletos a
chamada representagao fundamental de algum grupo.
Voltemos agora ao caminho seguido por Ne’eman para
tratar do problema.

3.2 A Contribuicao de Ne’eman

Nesta subsecao discutimos a participagao de Ne’eman
na identificacao do grupo de simetria por tras do modelo
de quarks. De fato, como dito anteriormente, Ne’eman
foi aconselhado por Salam a aprofundar seus conheci-
mentos de teoria de grupos. Dessa forma, ele procurou
[1 23, 27] aprender a classificaciao das algebras de Lie
em trabalhos do matemaético russo Eugene B. Dynkin,
traduzidos pela American Mathematical Society e su-
geridos por Salam. Na época, a teoria relacionada aos
grupos de Lie —desenvolvida quase 100 anos antes pelo
matematico noruegués Sophus Lie— nao era bem conhe-
cida pelos fisicos, e tinha sido aplicada somente a pro-
blemas envolvendo simetrias de cristais. Na Referéncia
[27], Ne’eman conta como foi dificil chegar aos traba-
lhos de Dynkin, e como ficou surpreso em saber que um
dos maiores especialistas em teoria de grupos de Lie da

13Relembramos que na Universidade de Berkley, onde Chew tra-
balhava, aconteceu em meados dos anos sessenta o protesto estu-
dantil “Free Speech Movement” [50], que teve um papel importante
para o movimento pelas liberdades civis nos EUA na década de
1960.



época era Giulio Racah, israelense como ele. Hoje em
dia a teoria de grupos de Lie é comumente vista em cur-
sos de graduagao e pos-graduagao em fisica e é coberta
em diversos livros-texto sobre o assunto, incluindo apli-
cagoes na fisica (ver por exemplo [18| 52, 53, 54, [B5]). A
Referéncia [50], em portugués, trata em detalhe o pro-
blema da classificagao dos hadrons.

Cabe destacar que a aplicagao de teoria de grupos, por
exemplo aos casos das rotagoes e do spin, representa uma
complementacao do estudo usual desses topicos, que é
normalmente feito sem referéncia explicita as proprieda-
des de simetria. Porém, a anélise sob o ponto de vista
das simetrias é mais clara e concisa, permitindo maior
generalidade. (Por exemplo, como ja mencionado acima,
pode ser vista a discussao para o caso do atomo de hi-
drogénio no Apéndice Subsecao ) Além disso,
para problemas cuja solugao nao é ainda entendida, ten-
tar associar estados fisicos observados a representacoes
pode ajudar muito na identificagao do grupo de simetria
envolvido, levando & classificacao sistemaética de tais es-
tados e, potencialmente, & identificagdo da teoria por
tras das interagoes que dao origem aos estados estuda-
dos. Mais especificamente, como explicado no Apéndice
[C] a observagao de estados multipletos pode estar relaci-
onada a degenerescéncias dentro de uma representacao
irredutivel, e portanto podem-se identificar padroes ob-
tidos no experimento e tentar associé-los aos multipletos
de uma dada representacao de um grupo. A tarefa im-
portante nesse caso € investigar quais grupos tém a es-
trutura observada, com esses padroes bem definidos [57].
Foi esse o caso do modelo de quarks. Era necessario ir
além da descrigao da propriedade de isospin mencionada
acima, baseada na simetria SU(2), e considerar uma es-
truturagao dos hédrons de acordo com uma simetria de
ordem mais alta, que nao estivesse atrelada a especifica-
¢ao de um conjunto de hadrons mais fundamentais. A
obtencao dessa descri¢ao foi a contribuicdo de Ne’eman
para classificagdo dos hadrons.

Para entender a abordagem usada por Ne’eman é ne-
cessario definir o posto de um grupo de LieE que esta
relacionado a quantidade de grandezas conservadas (i.e.
de niimeros quénticos conservados) para o sistema fi-
sico estudado. Note que, no casos do momento angular
e do spin (discutidos no Apéndice [C] Subsecoes e
IC.2) —respectivamente associados aos grupos de sime-
tria SO(3) e SU(2)— temos grupos de dimensao 3 e
posto 1. De fato, no caso do grupo das rotagoes SO(3),
i.e. quando o sistema possui simetria rotacional, a gran-
deza conservada é o momento angular L do sistema, as-
sociado ao nimero quantico conservado [. Mais especi-
ficamente, o modulo do vetor momento angular é forne-
cido pelo operador L?, cujos autovalores sao h2l(l + 1),

14Ver Apéndice [B| para mais detalhes.
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onde h é a constante de Planck racionalizada. O ntimero
quéntico [ representa o valor méximo para medidas das
componentes do momento angular (por exemplo a com-
ponente L., ao longo do eixo z) e pode assumir apenas
valores inteiros. Ao mesmo tempo, a degenerescéncia
dos multipletos com um dado [ é 2[ + 1, correspondendo
ao niamero de autovalores diferentes do operador L, (ver
Apéndice Subsegéo. O fato de o grupo das rota-
¢oes ter posto 1 determina que os estados fisicos sejam
organizados em multipletos com apenas uma grandeza
invariante, o nimero quéntico . O mesmo ocorre para
o grupo SU(2), associado ao spin, e também ao isospin.
Um passo muito importante dado por Ne’eman foi in-
tuir a necessidade de considerar grupos de Lie de posto
2, devido a conservacao da hipercarga Y e da compo-
nente vertical do isospirﬂ I3. Ao mesmo tempo, ele
nao se limitou a representacao fundamental do grupo,
0 que seria mais tarde uma indicagao da presenca de
uma subestrutura para os hadrons, que sao formados
por quarks. De fato, como explicado na subse¢ao ante-
rior, a utilizagdo do grupo de simetria SU(3) ja tinha
sido proposta anteriormente no modelo de Sakata, po-
rém apenas como uma extensao do uso da representacao
fundamental do grupo SU(2) de isospin, adicionando-se
ao proton e ao néutron a particula A°. (Exemplos da
formacao de particulas segundo esse modelo sdo dados
na Referéncia [56].) Assim, apesar de representar um
exemplo de aplicagao da teoria de grupos & descrigao
dos hadrons e uma referéncia para seus aspectos téc-
nicos [58], podemos dizer que a énfase do modelo de
Sakata nao era nas possiveis representagoes do grupo
SU(3), mas nos trés objetos que definiam a representa-
¢do fundamental. Tais objetos, as particulas (p,n,A%)
e suas antiparticulas, eram os constituintes de todos os
héadrons, ou seja o modelo satisfazia a ideia —ou dogma,
como dito mais tarde por Ne’eman [7]— de “pequenos
tijolos s6lidos e bésicos” no coragao da matéria. Por
outro lado, a classificagdo de Ne’eman parecia ignorar
a questao dos constituintes da matéria, ja que os mul-
tipletos refletiam as representagoes de ordem mais alta
do grupo (em particular as representagoes com oito com-
ponentes), sem incluir a representacéo fundamental com
trés objetos. Como enfatizado em [I3]: “a natureza pa-
rece preferir a simplicidade, mas tinha ignorado o trés
fundamental em favor do oito, ou serd que nao?”

Na Referéncia [23] Ne’eman relata os estagios finais
de seu estudo e a coincidéncia de ter chegado & descri-
cao correta praticamente ao mesmo tempo que o fisico
americano Murray Gell-Mann [I]:

...EBu percebi que apenas quatro grupos eram

15Notemos, porém, que equivalentemente podem-se considerar
[ver a Eq. na Segéo a conservagao das grandezas estranheza
S, mencionada acima, e da carga elétrica Q.



possiveis, e comecei a examinar cada um de-
les separadamente. Recordo-me que um desses
grupos [chamado G(2)] levava a diagramas com
a forma da estrela de Davi,e torci para que esse
fosse o grupo correto, mas ndo era. Por ou-
tro lado, SU(3) ajustou-se perfeitamente! FEu
terminei meu trabalho em dezembro de 1960,
e discuti sobre ele com Salam. FEntao eu en-
viei um artigo para publicagdo mo inicio de
Fevereiro de 1961, que foi publicado logo de-
pois. Murray Gell-Mann do Caltech estava tra-
balhando no mesmo problema ao mesmo tempo
e tinha chegado & mesma conclusdo.

(A tradugdo é nossa.)

Assim, enquanto Ne’eman concluia seu trabalho, Mur-
ray Gell-Mann, nos Estados Unidos, também “encaixava
pedagos do quebra-cabega” para descricao dos estados
hadronicos. Gell-Mann, que foi responsavel por diver-
Sos avancgos teodricos para a fisica de particulas e era ja
um dos pesquisadores mais importantes na area, identi-
ficou (independentemente de Ne’eman) o grupo SU(3)
para classificagao dos hadrons. O esquema foi chamado
por ele de caminho dctuplo (eightfold way, em inglés)E
devido a presenca de multipletos com oito objetos. E
curioso notar quao pouca familiaridade ele possuia com
teoria de grupos [3}, B7]:

Murray Gell-Mann teve que ser informado por
um matemdtico [Richard Block] no outono de
1960 de que os objetos “bonitinhos” com que ele
estava brincando no desenvolvimento inicial da
dlgebra de correntes eram bem conhecidos pelos
matemdticos como grupos de Lie e possuiam
uma elaborada teoria.

(A tradugéo é nossa.)

De fato, enquanto estava visitando o Collége de
France (Paris) em 1959-1960, Gell-Mann gastou bas-
tante tempo [3] trabalhando com algebras baseadas em
quatro, cinco, seis, e até sete, operadores/correntes, sem
obter nenhum resultado. Foi somente apos a revela-
c¢ao de Richard Block que ele entendeu que, em todas
as suas tentativas com as &algebras de correntes, ele ti-
nha simplesmente combinado de varias formas os grupos
U(1) e SU(2). Ambos sdo grupos de Lie (ver Apéndice
, sendo o primeiro um grupo abeliano e o segundo
—jé usado na descricao do isospin— um grupo nao-
abeliano com trés geradores, correspondentes a trés ope-
radores/correntes usados na abordagem de Gell-Mann.
Entao ficou claro para ele que, para a classificagao dos
hédrons, deveriam ser considerados grupos de Lie mais

160 nome escolhido por Gell-Mann é uma referéncia ao nobre
caminho dctuplo nos ensinamentos de Buda.
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complicados. Logo, a escolha recaiu, de forma natural,
sobre o grupo SU(3), caracterizado por oito geradores.

3.3 Impactos da Descoberta

Como descrito abaixo na Subsegao a proposta da
classificagao de hadrons em multipletos —segundo re-
presentagoes do grupo de simetria SU(3)— recebeu
atencao praticamente imediata, ao ser aplicada aos da-
dos experimentais de aceleradores de particulas dispo-
niveis na época. De fato, em poucos meses, o esquema
foi amplamente divulgado, aceito e estabelecido, resol-
vendo a confusa situagao descrita na Subsegao e pro-
duzindo previsoes de novas particulas, que logo foram
descobertas, como descrito abaixo, na Secao [£.2] Em
resumo, a classificagdo proposta representou, a época,
uma verdadeira mudanca de paradigma para compreen-
sao dos hadrons, que depois levaria a um entendimento
mais profundo das interacoes fortes. Maiores detalhes
sobre os aspectos fisicos da classificacao, como a especifi-
cacao das particulas previstas e observadas, serao vistos
(na Segao apo6s a discussao dos niimeros quénticos
envolvidos, os quais fornecem também a base para o
modelo de quarks. Aqui vamos nos concentrar nos as-
pectos matematicos, relacionados a utilizacao de teoria
de grupos para classificacdo dos hadrons. Em particu-
lar, é interessante notar que o proéprio modelo de quarks,
introduzido pouco apods o esquema de classificacao pela
simetria SU(3), ndo recebeu na época tanta atengao, le-
vando cerca de dez anos para ser confirmado e aceito.
Ou seja, ironicamente, foi muito melhor recebida a clas-
sifica¢ao dos hadrons do que a razdo fundamental por
tras dela, i.e. a existéncia dos quarks. Podemos dizer,
portanto, que inicialmente o aspecto mais notével do
esquema proposto foi a utilizagao de uma “nova” fer-
ramenta matematica para descricao de particulas ele-
mentares: a classificacdo em termos de representacoes
nao-triviais do grupo SU(3). Vejamos, entdo, a seguir,
o impacto dessa aplicagao mais sofisticada da teoria de
grupos ao estudo da fisica de particulas, no inicio dos
anos 1960.

Como dito anteriormente, até o final dos anos cin-
quenta do século XX a teoria de grupos nao era utilizada
de maneira sistemética na fisica de particulas. Como
exemplo, vale relembrar um curso de teoria de grupos
ministrado por Giulio Racah no Instituto de Estudos
Avangados em Princeton em 1951, frequentado por Gell-
Mann e Salam, entre outros. No curso foram aborda-
das as representagoes do grupo SU(3) como rotages em
um espago tridimensional complexo, além das rotagoes
usuais, mas isso nao foi lembrado por eles mais tarde,
quando apenas descrigoes baseadas nas rotacoes usuais
foram tentadas para a descri¢do inicial dos hadrons [I].



Como escreveu Abraham Pais [I3]:

Desde o inicio ficou evidente que aqui nds, fisi-
cos, estdvamos aprendendo a verdadeira arte.

...Porém na época eu, assim como 0s outros,
nao fui capaz de destilar as partes essenciais
dessas aulas que, mais tarde, seriam tuteis na
fisica de particulas.

(A tradugdo ¢ nossa.)

Na metade dos anos sessenta essa situagao ja tinha
mudado, tendo surgido artigos de revisao com ferramen-
tas de teoria de grupos em fisica de particulas para ex-
perimentais e ndo-especialistas, como a Referéncia [57].
Podemos avaliar o impacto da descoberta de Ne’eman a
partir do seguinte trecho, assinado por “amigos de Yu-
val”, publicado no CERN Courier [59]:

De acordo com os multipletos SU(3) de Gell-
Mann e Ne’eman, os nicleons eram membros
de uma representacao octeto, em vez de per-
tencerem ao tripleto fundamental. Além do oc-
teto, multipletos de massas mais altas também
continham vdrios estados ainda nao descober-
tos, incluindo a ilustre particula Q= no decu-
pletom Sua descoberta em 1964 com as pro-
priedades previstas forneceu wma corroborac¢ao
triunfal do esquema de classificagao SU(3) e
fisicos de particulas correram entao a estudar
teoria de grupos.

(A tradugdo é nossa.)

Portanto, o trabalho de Ne’eman (e de Gell-Mann)
para a compreensao dos estados hadronicos, baseado na
utilizacao de teoria de grupos de maneira nao trivial —
indo além da ideia de alguns barions “privilegiados” na
representacao fundamental de um grupo— teve como
consequéncia a valorizagao do proprio estudo de teoria
de grupos.

Pouco tempo depois da proposta de Ne’eman e Gell-
Mann, a classificagdo SU(3) foi obtida também por Da-
vid R. Speiser e Jan Tarski [60] como parte de um es-
tudo detalhado em que foram analisados, de forma sis-
temaética, todos os grupos possiveis para a classificagao
das particulas elementares. Observamos que esses dois
pesquisadores, do Instituto de Estudos Avancados em
Princeton, iniciaram seu estudo em 1961, independente-
mente de Ne’eman e Gell-Mann. E interessante também
notar que, contrariamente a seus contemporaneos, Spei-
ser possuia bastante familiaridade com teoria de gru-
posE pois era sobrinho de um importante matemaético

17Ver final da Secdo

18Como descrito em [61], Speiser conhecia bem o assunto por
ter “caido dentro [do caldeirdo| quando pequeno, como o mitico
gaulés Obelix”.
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suico, Andreas Speiser, autor de um um famoso livro
sobre teoria de grupos [62].

Em concluséo, a classificagao SU(3) dos hadrons mu-
dou profundamente a maneira como era vista a teoria de
grupos na época. E muito interessante, nesse sentido, o
relato do fisico e matemético Freeman Dyson, reprodu-
zido na Referéncia [63], sobre o papel desempenhado
pela Universidade de Princeton na difusao da teoria de
grupos em fisica:

No inicio do século passado [o século XX] o
matemdtico Oswald Veblen e o fisico James Je-
ans estavam discutindo a reforma do curriculo
matemdtico da Universidade de Princeton. Je-
ans argumentou que a teoria de grupos deveria
ser omitida, alegando que teoria de grupos era
um assunto que jamais seria util na fisica. Ve-
blen deve ter vencido a discussao pois a teoria
de grupos continuou a ser lecionada. E de fato
ironico que a teoria de grupos nao so se tornou
um dos temas centrais da fisica, mas grande
parte da pesquisa inovadora [na drea] foi de-
senvolvida justamente em Princeton!

(A tradugdo é nossa.)

Como veremos na Secao [£.2] o esquema baseado no
grupo SU(3) para classificagdo dos hadrons foi o pri-
meiro passo para identificagao dos quarks como subes-
trutura por tras dos hadrons. O modelo de quarks (ver
Secao , introduzido por Gell-Mann e Zweig em 1964,
incorpora o esquema SU(3) e explica as representagoes
observadas a partir do produto diretﬂ das represen-
tagoes fundamentais, i.e. das representagbes padrao e
dual, correspondentes a trés tipos de quarks e anti-
quarks. Como dissemos acima, é curioso que o esquema
SU(3) tenha tido confirmagao e aceitagao relativamente
rapidas (como descrito no final da Se¢ao , enquanto
que o modelo de quarks permaneceu um topico contro-
verso por muitos anos, sendo finalmente aceito apenas
em 1974. De fato, embora hoje possa parecer mais im-
portante a identificacdo dos quarks como subestrutura
dos hadrons do que sua classificagao resultante segundo
o grupo SU(3), essa tltima era certamente melhor esta-
belecida na época, e foi a principal razao para a atribui-
¢ao do prémio Nobel de 1969 a Gell-Mann [64] (ver e.g.
[65]).

4 Interacao Forte e Simetria

Quando estudantes se deparam pela primeira vez com o
modelo atémico de Rutherford-Bohr, uma questao na-

19Veja exemplos de produto direto de representacdes no Apén-
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tural é&: Como podem os protons permanecer ligados no
niicleo atomico, sendo que eles possuem cargas elétricas
de mesmo sinal e portanto deveriam se repelir? Essa
questao é resolvida postulando-se uma nova forca, a cha-
mada forga forte. Tal interacao deve agir também sobre
os néutrons, que fazem parte do nicleo atémico e que
nao possuem carga elétrica. Como o proprio nome diz,
essa interagao é de tal modo intensa que consegue man-
ter ligadas as particulas no ntcleo atémico, apesar da
repulsao coulombiana entre os prétons. Por outro lado,
a nova forca deve possuir curto alcance, restringindo-se
ao tamanho do nucleo, pois do contrario sua agao seria
percebida em escalas maiores.

Em 1935, o fisico japonés Hideki Yukawa propos uma
teoria [66] em que a forga nuclear forte seria intermedi-
ada por certas particulas massivas, mais tarde chamadas
mésons 7, ou pions. Segundo essa teoria, quando ocorre
interagao pela forga forte, os niicleons trocam pions en-
tre si, sendo o alcance da forga determinado pela massa
dos pions. A associagdo de uma interacao com a troca
de particulas (chamadas mediadoras) é natural na vi-
sao quantizada de campo: dizemos, por exemplo, que
a interagao eletromagnética é intermediada por fdtons.
O alcance da interagdo esta inversamente relacionado
& massa da particula mediadora: no caso dos fotons a
massa € zero e o alcance é infinito. Para a forga forte,
sabendo que o alcance rg é da ordem do tamanho do
nicleo, i.e. 1071% m, é possivel estimar a massa m, pre-
vista para os pions. De fato, é relativamente simples
obter [I] a relagdo m, = he/2rg ~ 100 MeV, onde ¢ é a
velocidade da luz no vacuo. O termo “méson” deve-se ao
fato de que essa massa esté entre as massas altas dos nu-
cleons (classificados como bérions) e a massa baixa dos
elétrons (classificados como léptons). Os pions s6 foram
descobertos em 1947 [67], com a contribui¢do do brasi-
leiro César Lattes, em colaboragao com Hugh Muirhead,
Giuseppe Occhialini e Cecil F. Powell@

A explicacao da interagao forte como troca de pions
fornece uma teoria efetiva, que descreve bastante bem al-
guns aspectos gerais da forga nuclear forte. Entretanto,
como entendido posteriormente, a verdadeira interagao
forte ocorre em um nivel mais fundamental, entre os
quarks, que compoem os hadrons, através da troca de
glions (anédlogos aos fotons no eletromagnetismo) [I].
Dessa forma, a forca que mantém protons e néutrons
ligados no ntcleo atémico é dada por “resquicios” da in-
teragao entre os quarks, de maneira analoga as forgas
de Van der Waals entre moléculas, que sao resquicios
da forca elétrica entre protons e elétrons no interior dos
atomos.

Note que nem todas as particulas interagem pela forga
forte. O elétron e os neutrinos, por exemplo, nao “sen-

20Porém, somente Powell recebeu (em 1950) o prémio Nobel
pela descoberta [68].
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tem” essa interagao. Assim, podemos dividir as parti-
culas elementares (sem considerar as particulas media-
doras das interagoes) entre as que interagem pela forga
forte, chamadas de hadrons, e as que nao interagem,
os léptons. A proposta do modelo dos quarks engloba
unicamente os hadrons, que por sua vez sao divididos
(como explicado acima) em: barions —e.g. protons e
néutrons— e mésons, como os pions. Aos barions pode
ser associado o chamado ntimero bariénico, que é con-
servado nos processos envolvendo a forga forte. Ja o na-
mero de mésons nao é necessariamente conservado em
tais processos. Por exemplo, um préton pode absorver
energia e dar origem a um pion e um néutronE Nesse
caso é conservado o nimero barionico (igual a 1 para o
proton e para o néutron) e é criado um méson, ou seja
o nimero de mésons aumentou de 0 para 1 no processo.
Esse comportamento distinto de béarions e mésons esta
indiretamente relacionado ao spin dessas particulas [I].
Ja que o spin, assim como suas generalizagoes, constitui
um nimero quantico muito importante na classificacao
das particulas elementares, descrevemos brevemente al-
gumas de suas propriedades a seguir. (Maiores detalhes
sobre o spin e sobre o momento angular em geral podem
ser encontrados no Apéndice [C] especialmente nas Sub-
se(;()ese) Da mesma forma, descreveremos mais
abaixo as grandezas hipercarga, estranheza e isospin, e
apresentaremos detalhes do esquema para classificacao
dos hadrons introduzido por Ne’eman e Gell-Mann, o
“eigthfold way”.

4.1 Hipercarga, Estranheza e Isospin

Em mecéanica cléssica, o momento angular é uma impor-
tante grandeza conservada (quando nao h4 aplicagdo de
torques externos) e esta associado a rotac¢ao do corpo ao
redor de um certo eixo. O spin, ou momento angular
intrinseco de uma particula, nao possui uma explicagao
classica desse tipo, embora seja frequentemente apresen-
tado como um analogo quéantico de rotagao da particula
ao redor de seu eixo interno@ De fato, particulas com
spin podem apresentar um momento de dipolo magné-
tico u (proporcional ao valor s do spin), como seria espe-
rado na fisica classica para uma carga em movimento de
rotagao ao redor de um eixo. No caso de um momento
magnético nao nulo, o spin tende a se alinhar com um
campo magnético externo, o que pode ser observado ex-

21 Essa reacdo esté ilustrada mais abaixo na Segéo Fig. |5} em
que sao detalhados também os contetidos de quarks dos hadrons
envolvidos.

22F preciso enfatizar que esta é apenas uma analogia ja que,
como discutido na Subsecdo [C.2] do Apéndice [C} o momento an-
gular de spin ndo corresponde a uma rotagao fisica. Sua existéncia
foi descoberta experimentalmente e pode ser prevista teoricamente
na mecanica quantica relativistica, a partir da equacao de Dirac

.



perimentalmente. Note que esse é um efeito natural no
caso de particulas que possuem carga elétrica, como o
elétron, mas foi observado também para o néutron. Essa
foi uma das primeiras indicagoes de que o néutron pode-
ria ndo ser uma particula realmente elementar [69] [70],
apresentando uma estrutura interna

De forma mais quantitativa [9], o spin pode ser pen-
sado como um vetor S de modulo fi/s(s+ 1), sendo
h (como acima) a constante de Planck racionalizada,
i.e. dividida por 2w. O valor de s é quantizado@ po-
dendo ser apenas um ndmero inteiro ou semi-inteiro.
Da mesma forma, as projegoes do spin (por exemplo
na dire¢do do campo magnético) podem assumir ape-
nas certos valores. Mais precisamente, no caso de um
spin s temos 2s + 1 possiveis projegoes, dadas por
—hs, h(-s+1), ..., k(s —1), hs. Ou seja, as pro-
jegoOes também sao quantizadas. Assim, na auséncia de
campo magnético, uma particula de spin s (e momento
magnético intrinseco p) possui 2s + 1 estados degene-
rados, i.e. associados & mesma energia. Para particulas
carregadas, essa degenerescéncia é quebrada pelo campo
magnético, sendo que a energia de interagao da particula
com o campo é proporcional a projecao do spin na dire-
¢ao do campo.

No caso de spin inteiro a particula é chamada de bd-
son e no caso semi-inteiro de férmion. Os elétrons, por
exemplo, sdo férmions e tém spin igual a 1/2, podendo
portanto apresentar 2 x 1/2 +1 = 2 valores para as
componentes ou projegoes: spin apontando para cima
ou para baixo. Quanto aos hidrons, vemos que os béa-
rions apresentam spin semi-inteiro, isto é, sdo férmions,
enquanto que os mésons sao bosons. A diferenca crucial
de comportamento entre férmions e boésons esta asso-
ciada ao Principio de FExclusdo de Pauli, discutido na

Segao 5.4 e no Apéndice [C] Subsegao [C-2}

Outra grandeza importante para a classificagao dos
hadrons é a hipercarga Y, dada por [I, 50]
Y =B+S, (1)

onde B é o nimero baridnico descrito acima (i.e. 1 para

23Por outro lado, o neutrino, que é uma particula elementar (i.e.
sem estrutura interna), de spin 1/2 e carga nula, também pode
ter um momento magnético ndo nulo, no caso de possuir massa
nao nula. Nesse caso, porém, o momento magnético é devido a
corregoes radiativas do Modelo Padrao, i.e. efeitos perturbativos
de ordem mais altas [71]. Por essa razao, o resultado previsto é que
esse momento magnético seja proporcional & massa do neutrino e
tao pequeno que nao poderia ser detetado experimentalmente hoje
em dia.

24 A quantizagio do moédulo e das componentes do spin é uma
consequéncia das relagoes de comutagdo que definem a algebra
do momento angular quantico, como detalhado no Apéndice [C}
Subsegao (Ver também a Subsegdo ) Claramente, essas
regras de quantizagao sdo analogas as ja citadas para o isospin e
o momento angular orbital, respectivamente nas Subsec¢oes @ e

@ acima.
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barions, 0 para mésons e —1 para antibarions) e S é a
estranheza, que também é conservada em processos en-
volvendo a forga forte. A estranheza —associada a um
namero quantico S— foi introduzida [I] em 1953 por
Murray Gell—Manr@ para explicar o curioso fato de que,
nas reagoes observadas em aceleradores, alguns hadrons,
que eram produzidos apenas em pares, apresentavam
tempo de decaimento muito maior do que o esperado.
Dizia-se entao que as particulas com essa propriedade
possufam ‘“estranheza”. Note que a conservacao da es-
tranheza explica que particulas estranhas sejam criadas
aos pares, por exemplo uma particula com S = 1 e outra
com S = —1, de forma que a estranheza total resultante
seja 0, como na situagao inicial. Fica também claro por
que o decaimento dessas particulas é lento, considerando
que a estranheza ndo é conservada no decaimento de
uma particula estranha em uma nao-estranha. De fato,
a interacao forte (assim como a interagao eletromagné-
tica) conserva a estranheza e portanto tal decaimento
deve ocorrer por acao da forca fraca, o que determina o
tempo de vida mais longo para tais particulas.

Como ja mencionado na Secao [3.1] o isospin é uma
grandeza central na classificagdo dos hadrons. Ela foi
introduzida por Werner Heisenberg em 1932 para repre-
sentar proton e néutron —que possuem praticamente a
mesma massa— como dois estados diferentes de uma
Gnica particula, o nicleon. Por analogia com o spin, o
isospin I do nucleon foi tomado igual a 1/2, de forma
que os “estados” proton e néutron podem ser associados
aos dois valores permitidoﬂ para a projecao do isospin
na direcao “vertical”’, indicada com I3. Temos assim os
valores I3 = 1/2 (correspondendo ao préton) e —1/2
(correspondendo ao néutron)m Assim, o isospin é uma
generalizagao do spin para o espaco abstrato definido
pelos diferentes tipos de hadrons.

O isospin é conservado nas interagoes fortes, o que
pode ser associado a uma invaridncia por “rotagoes” no
espaco de isospin. Isto implica que a interacao forte nao
distingue entre protons e néutrons e, consequentemente,
nao esta relacionada a carga elétrica. Note que a si-
metria associada ao isospin nao é perfeita na natureza,

25E, independentemente, por Tadao Nakano e Kazuhikoa Nishi-
jima [72].

26Como no caso do spin s, descrito acima, em que ha 2s + 1
projecOes possiveis, teremos 21 + 1 valores para as projecoes do
isospin 1.

27Vale ressaltar que a escolha do eixo vertical para diferenciar
estados de proton e néutron é claramente uma convengao. Porém,
uma vez escolhida uma “dire¢do”, nao podemos mais mudar a de-
finigdo de proton e néutron, i.e. um isospin paralelo ao plano ho-
rizontal sempre representara uma combinac¢ao linear dessas duas
particulas. Pelo contrario, no caso do spin usual (na auséncia de
campo magnético), as trés direcoes espaciais sdo totalmente equi-
valentes: precisamos escolher uma delas para definir a base no
espaco de spins mas, se necessario, podemos mudar essa escolha
quando desejarmos.



ja que é respeitada pela forca forte mas quebrada pela
forga elétrica. (Este é porém um efeito pequeno, ja que
a intensidade da forca elétrica é pequena comparada a
da forga forte.)

O conceito de isospin pode ser generalizado para gru-
pos de particulas com massas aproximadamente iguais,
que também podem ser pensadas como “versoes” dife-
rentes da mesma particula. Dentro de um multipleto
de particulas a carga elétrica varia de uma para outra
por uma unidade, o que pode ser associado & projecao
I3 do isospin, exatamente como explicado acima para
as projegoes quantizadas do spin s. De fato, a carga
elétrica ) das particulas é dada pela formula de Gell-
Mann-Nishijima [I]

B+ S
2 )

QZL}‘F%YIL}#‘ (2)
que implica Y = 2(Q —I3) para a hipercarga. Ao mesmo
tempo, as 21 +1 projegoes para a componente I3 do isos-
pin (com “mo6dulo” do isospin dado por I) correspondem
as particulas do multipleto, que possuem mesmo niimero
barionico e spin. Temos assim, por exemplo, os seguin-

tes multipletos de isospin

e Pions (ver Secdo acima): (7, 7% 77), com
I =1 (ie. 2I + 1 = 3 particulas), s =0, B = 0;

e Particulas A: (ATT, AT, A% A7), com I = 3/2
(i.e. 2I + 1 =4 particulas), s = 3/2, B = 1.

(Note que nos dois casos considerados acima, a estra-
nheza S é nula.)

Vejamos agora a organizacao dos hadrons de acordo
com as grandezas Y e I3. Repare que, considerando a
Eq. acima, essa classificacdo pode ser feita de ma-
neira equivalente em termos da estranheza S e da carga
elétrica () (mantendo fixo o nimero baridnico B).

4.2 Classificacao dos Hadrons: O Eight-
fold Way

Se inicialmente dividirmos os hadrons em quatro grupos,
de spin 0, 1/2, 1 e 3/2, e posteriormente os distribuirmos
num diagrama de hipercarga Y versus I3, obteremos os
quatro diagramas das Figs. [2 e [B] Como dito acima,
particulas com mesma hipercarga Y e isospin I formam
multipletos (um para cada linha nas figuras), cujos ele-
mentos possuem aproximadamente a mesma massa e sao
indexados por seus valores de I3 (correspondendo a dife-
rentes valores para a carga elétrica). De fato, a relacao
pode facilmente ser verificada nas Figs. [2| e [3| e foi
de grande importancia na organizagao das particulas co-
nhecidas inicialmente e na previsao de novas particulas
hadronicas. Lembremos que, como dito acima, o ntimero
de elementos de cada multipleto é igual a 27 + 1, sendo
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Figura 2: Diagramas (hex4gonos) representando mésons
no plano I3—Y. Cada octeto é formado por particulas
de mesmo spin (respectivamente 0 e 1). Nos dois casos
temos o nimero barionico B = 0.
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Figura 3: Diagramas representando barions no plano
I;-Y. No octeto as particulas possuem spin 1/2 e no
decupleto as particulas possuem spin 3/2. Nos dois casos
temos o niamero bariénico B = 1.

I3=—I,—I+1,...,1—1,1. Assim, as particulas de um
dado multipleto possuem carga elétrica média Q dada
por @ = Y/2. (Observe que, para estados de um dado
isospin I, o valor médio de I3 é sempre zero.)

Claramente, a organizagao dos multipletos de isospin
da forma mostrada nas Figs. 2] e [3] sugere uma forte si-
metria e a possibilidade de empregar teoria de grupos no
estudo das propriedades das particulas. Porém é impor-
tante lembrar que, na época dos trabalhos de Ne’eman e
Gell-Mann (i.e. 1960-61) ainda nao se haviam observado
todas as particulas presentes nesses quatro diagramas.
Portanto, estava muito menos clara a maneira apropri-
ada de agrupar os varios hadrons, além de nao se sa-
ber qual era o grupo de simetria correto a se aplicar.
Como mencionado na Secao [3.2] acima, os trabalhos de
Ne’eman [28] e de Gell-Mann [30] permitiram identificar
o grupo de simetria SU(3), que de fato admite represen-



tagoes na forma de octeto e decupleto.

O primeiro grande sucesso [I] do modelo de Ne’eman
e de Gell-Mann foi a previsdo de spin 1/2 para as parti-
culas ZY e 2~ (ver o octeto na Fig. , em vez do valor
3/2 previsto pelo modelo de Sakata. Essa previsao foi
confirmada em 1963. O outro teste fundamental para
a consagracgao do eightfold way foi a correta descrigao
dos barions de spin 3/2 (ver o decupleto na Fig. |3).
De fato, no inicio de 1962, somente sete desses barions
eram conhecidos: as quatro particulas A de hipercarga
1, descobertas por Fermi em 1952, e as trés particulas Y
(hoje chamadas de X), de hipercarga nula, descobertas
em 1961. Em abril de 1962, Sheldon Lee Glashow e Jun
John Sakurai apresentaram [73] uma possivel classifica-
¢ao baseada nessas sete particulas, usando o modelo de
Ne’eman e Gell-Mann. A escolha desses autores foi usar
uma representagao de dimensdo 27 do grupo SU(3), e
nao o decupleto. (A esse respeito veja, na proxima secao,
a descrigao de como era a situagao dos dados experimen-
tais na época.) Porém, no apéndice de seu artigo, eles
discutiram também a possibilidade de usar uma repre-
sentacao de dimensao 10. Nesse segundo caso, o modelo
permitiu prever particulas de hipercarga —1 (com massa
1520 MeV) e de hipercarga —2 (com massa 1640 MeV).
O trabalho, porém, s6 seria publicado (pela revista Nu-
ovo Cimento) no dia 16 de julho de 1962.

Em junho de 1962, Ne’eman e Gell-Mann participa-
ralﬂ da Conferéncia “Rochester”@ no CERN em Ge-
nebra (na Suica), onde foi anunciada a descoberta de
duas novas particulas de spin 3/2: as particulas Z*~ e
=*0 de hipercarga —1 e massa aproximadamente 1530
MeV (em acordo com a previsao de Glashow e Saku-
rai mencionada acima, que ndo fora ainda publicada).
Elas se encaixavam perfeitamente no esquema do decu-
pleto mostrado na Fig. [3] que prevé uma diferenca de
cerca de 150 MeV entre cada multipleto de hipercarga
[56], i.e. entre as linhas horizontais do diagrama do de-
cupleto. Esse resultado deixou claro para Ne’eman e
Gell-Mann que todas essas particulas de spin 3/2 fa-
ziam parte de uma representacao de decupleto do grupo
SU(3), faltando somente descobrir a ultima particula,
de hipercarga —2 (ou, equivalentemente, de estranheza
—3) e projecao de isospin I3 nula, i.e. de carga eletrica
—1 [ver Eq. (2)], com uma massa de cerca de 1680 MeV.
Os dois pediram a palavra ao mesmo tempo [} [74] para
anunciar essa nova previsao, mas Gell-Mann estava sen-
tado mais a frente no auditorio (e era mais conhecido)
e foi chamado a falar primeiro. Assim, ele formulou e

280s dois cientistas encontraram-se pela primeira vez nessa con-
feréncia, tornando-se bons amigos [].

29 A Conferéncia Rochester comecou em 1950, com frequéncia
bienal. Essa série de conferéncias existe ainda hoje, com o nome
de International Conference on High Energy Physics (ICHEP),
sendo um dos mais importantes eventos em fisica de particulas.
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apresentou publicamente a previsao da nova partl’culam
chamando-a de Q~. Apoés a exposigao feita por Gell-
Mann, um fisico do Brookhaven National Laboratory
(BNL), Nicholas P. Samios, perguntou a ele qual deve-
ria ser o decaimento esperado para essa nova particula.
Gell-Mann entao esbogou as possibilidades em um guar-
danapo de papel, que Samios pegou e levou consigo. Em
fevereiro de 1964 a descoberta da nova particula foi es-
tabelecida por um grupo de 33 fisicos do Laboratorio
BNL, nos EUA [76]; entre eles estava Nicholas Samios.

5 Os Quarks: de um Trocadilho a
Campos Quanticos de Matéria

Nesta secao discutimos como foi conciliada a identifica-
¢ao do grupo de simetria das interacoes fortes com a
(dificil) constatagdo de que os hadrons fossem compos-
tos de particulas mais elementares, os quarks. De fato,
apesar do 6timo acordo dos diagramas das Figs. 2] e [3]
com a proposta de classificagao pela simetria SU(3), res-
tava entender por que a simetria se manifestava na forma
de octetos ou decupleto —que pertencem a chamada re-
presentagao adjunta (ver Apéndice do grupo— e nao
pela representacao fundamental, que corresponderia a
trés objetos. Como veremos, essa foi apenas uma das
razoes que levantaram davidas em relagao ao modelo de
quarks. De fato, houve pouca aceitacao do modelo por
um longo tempo ap6s sua introdugao, e podemos argu-
mentar que o proprio nome “quarks” sugerido para as
novas particulas, propostas como constituintes da maté-
ria hadronica, ja indicasse que se tratava de algo pouco
verossimil. Vamos também descrever como o modelo
de quarks evoluiu para uma teoria quantica de campos,
a QCD, baseada na invaridncia de gauge local (nao-
abeliana) associada as chamadas cargas de cor. Note
que essa simetria também ¢ dada pelo grupo SU(3) mas,
como ficara claro, ela nao esta diretamente relacionada
ao esquema de classificagao introduzido por Ne’eman e
Gell-Mann. Acompanhe atentamente os passos da des-
cricao ao longo dessa secao, para entender a fundo a
diferenca entre cores e sabores dos quarks!

5.1 Modelo de Quarks: Historia

Em 1962, trabalhando juntamente com Haim Goldberg
(que tinha sido estudante de Giulio Racah em Jeru-
salém), Ne’eman buscou compreender a origem da si-
metria SU(3), descrita nas se¢oes anteriores, que expli-
cava a classificagao dos hadrons. Como parte desse es-

30 Apos o antincio da descoberta das particulas Z* em Genebra,

Glashow e Sakurai enviaram & revista um novo artigo [75], em
agosto de 1962, discutindo mais alguns detalhes do decupleto de
spin 3/2 e da nova particula prevista, que eles chamaram de Z~.



tudo, os pesquisadores propuseram [77] um modelo em
que os hadrons nao seriam mais vistos como verdadei-
ras particulas elementares, mas sim como estados liga-
dos de constituintes fundamentais com niimero bariénico
1/3. Note que essa escolha mantém valida a “contabi-
lidade” dos estados de mésons, com nimero bariénico
B=1/3-1/3=0, e de barions, com B=1/3 x3=1.

Apesar de seu pioneirismo, como argumentado por
Harry J. Lipkin [78], Goldberg e Ne’eman nao discu-
tiam a possivel existéncia dos novos constituintes fun-
damentais propostos, ou sua natureza, o que diminuiu
a relevancia do trabalho@ Por exemplo, eles sugeri-
ram que mésons poderiam ser estados ligados “barion e
antibarion” mas, de fato, sem discutir as propriedades
desses constituintes elementares. Parece razoavel supor
que, por essa razao, o artigo de Goldberg e Ne’eman
nao tenha sido incluido no livro sobre o eightfold way
editado em 1964 por Gell-Mann e Ne’eman [29]. En-
tretanto, note que tampouco o artigo de Gell-Mann so-
bre a proposta dos quarks [79] fez parte desse livro. E
preciso lembrar aqui que, de qualquer forma, postular
particulas de ntumero baridnico 1/3 implica em objetos
de carga elétrica fracionaria, pois a carga +1 do proton,
e.g., devera ser repartida entre as trés particulas que o
constituem. (Isso pode ser alcangado, no caso de es-
tranheza zero, pela combinacao de duas particulas com
cargas @@ = 2/3 e —1/3 [veja a Eq. para S =0 e
Is = £1/2]. Tal escolha corresponde aos quarks up e
down descritos mais abaixo. Por outro lado, ainda nas
palavras de Lipkin [78], deve-se considerar que qualquer
sugestao de uma simetria baseada em cargas fracioné-
rias “nao teria sido considerada seriamente” na época.
Portanto, nao é surpreendente que o novo modelo te-
nha sido apresentado apenas como um modo matemé-
tico mais consistente de explicar todas as particulas ha-
drénicas com base na simetria SU(3). Para isso, foi
proposta uma simetria baseada no grupo de Lie U(3),
que pode ser escrito como o produto diretofﬂ do grupo
SU(3) com o grupo U(1). A componente U(1) estaria
relacionada ao nimero barioénico através de um operador
B representado por uma matriz 3 x 3, diagonal e com os
elementos nao-nulos iguais a 1/3. (Tal operador possui
trivialmente trés auto-estados independentes com auto-
valor B = 1/3, que podem ser identificados com trés
novas particulas.) Essa nova simetria permitia acomo-
dar, na mesma representacao de octeto do grupo SU(3),
conjuntos de particulas com ntimero bariénico diferente,

31Todavia, em um seminario em maio de 1962 no Instituto Weiz-
mann, em Israel, Ne’eman explicou [2] que era “como se” os barions
fossem formados por trés constituintes elementares.

32Mais precisamente, o grupo U(3) pode ser decomposto como
U(1) x SU(3)/Zs. Aqui indicamos com Z3 o grupo das rotagoes
de 120 graus, que pode ser representado pelos niimeros complexos
z = 1,e2™/3 ¢4mi/3 o5 quais satisfazem a propriedade z3 = 1
[80].
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i.e. os mésons (ver Fig. [2) com B = 0, os barions (ver
Fig.|3) com B = 1 e os correspondentes antibarions com
B=-1.

Como observado por Lipkin [58], a nova teoria “estava
um pouco 4 frente do seu tempo” e “a situagao experi-
mental ndo estava pronta para sua aceitagdo”. Assim,
o trabalho de Goldberg e Ne’eman nao teve destaque
imediato. Em boa parte isso foi devido também a re-
sultados experimentais errados. De fato, vale notar a
interessante discussao de Lipkin, no artigo acima, so-
bre a importancia de uma correta interpretacao dos da-
dos experimentais para a comprovagao de uma teoria.
Tal interpretacao permitiu demonstrar, corretamente, o
desacordo entre as previsoes do modelo de Sakata e a
natureza. Por outro lado, como descrito por Lipkin, ex-
perimentos mal interpretados conduziram inicialmente
a incorreta conclusao de que as quatro particulas A e as
trés particulas Y (hoje chamadas de ¥) do decupleto de-
veriam ser descritas por uma representagao de dimensao
27 do grupo SU(3). Isso claramente retardou a correta
classificac@o e interpretacao das particulas hadronicas.

No ano de 1964, Murray Gell-Mann [79] e George
Zweig [81] apresentaram, independentemente, trabalhos
individuais propondo uma teoria semelhante, mas fa-
lando explicitamente de trés novas particulas elementa-
res, de nimero barionico 1/3. Gell-Mann usou o termo
quark para denominar as trés particulas. O nome foi to-
mado por ele da frase “Three quarks for Muster Mark!”
do livro Finnegan’s Wake, de James Joyce. Além disso,
Gell-Mann pode ter escolhido o nome por sua seme-
lhanga com a palavra “quirk” em inglés [3], que significa
“peculiaridade”. Ja Zweig usou o termo aces (ases) por
analogia com as outras quatro particulas elementares co-
nhecidas na época —os quatro léptons: elétron, muon
e os correspondentes neutrinos— e baseado na associ-
acao pictorica dos novos constituintes a figuras geomé-
tricas [82]. No final, permaneceu o nome escolhido por
Gell-Mann, provavelmente porque ele conseguiu que seu
trabalho fosse publicado, no periédico Physics Lettersﬁ
enquanto que o trabalho de Zweig foi divulgado apenas
como CERN report. De fato, na Referéncia [82] e na
entrevista documentada em [83], Zweig conta que desis-
tiu de publicar seu longo artigo apoés encontrar muita
resisténciaﬁ por alguma razao, o chefe da divisao teo-
rica do CERN, o belga Léon Van Hove, resolveu im-

33Gell-Mann contou a Zweig que teve receio de enviar seu tra-
balho & revista Physical Review Letters, que era mais renomada,
por achar que ela ndo o teria aceito para publicagao [82].

34Lembremos também que Zweig ndo conseguiu ser contratado
em uma importante universidade dos EUA (a UC Berkeley) por-
que, em uma reunidao do departamento, seu fisico tedérico mais
sénior descreveu o modelo dos ases como “trabalho de um char-
latao” [82]. Alguns anos depois, Zweig passou a trabalhar em
neurobiologia.



Tabela 1: Propriedades dos trés quarks mais leves. As
colunas representam a carga elétrica (Q, o nimero bari-
onico B, a componente I3 do isospin, a estranheza S e
a hipercarga Y. Os quarks possuem spin 1/2.

Quark (“sabor”) Q B I3 S Y
u 2/3 11/3] 172 | o | 1/3
d —1/3 | 1/3 ] -1/2] 0 | 1/3
s —1/311/3] o | -1]-2/3

pedir a publicagao do trabalho de Zweig, instruindo a
secretaria do grupo a nao digitar esse ou outros arti-
gos dele! Além disso, Van Hove cancelou um seminario
de Zweig no CERN, ja anunciado, sobre a teoria dos
ases. Vale ressaltar que o artigo de Gell-Mann [79] é
bem curto (apenas duas paginas), limitando-se a descre-
ver o modelo de quarks e mostrar como essa nova ideia
poderia ser usada para obter relacoes de dispersao, por
meio da chamada dlgebra de correntes [46]. Ao contra-
rio, o trabalho ndo publicado de Zweig [81] (de cerca
de 80 paginas) descreve em detalhe muitos aspectos da
fisica dos quarks e, em particular, contém um outro fa-
moso resultado tedrico, hoje conhecido como regra de
OZI, proposta independentemente também por Susumu
Okubo [84], em 1963, e por Jugoro lizuka [85], em 1966.
Essa regra permite explicar por que certos decaimen-
tos de particulas hadroénicas aparecem com frequéncia
menor do que o esperado. De fato, foi o problema de
explicar a supressao do decaimentﬂ ¢ — p+ 70, com
p — T +7, que levou Zweig a desenvolver seu modelo
de ases [83], 86].

5.2 Modelo de Quarks: Propriedades

No modelo de Gell-Mann e Zweig, a simetria SU(3) para
os hadrons corresponde aos trés tipos —ou “sabores”™—
de quarks de menor massa, chamados up (u), down (d) e
estranho (s), suficientes para explicar os hadrons conhe-
cidos na época. Propriedades desses quarks sao dadas
na Tabela [I| (ver também as previsdes para as massas
dos quarks na Tabela 1 da Referéncia [81]). Note que
para cada quark ha um antiquark, com ndameros quan-
ticos opostos. De acordo com o modelo dos quarks, os
meésons sao formados por um quark e um antiquark e os
barions por trés quarks. Prétons e néutrons, por exem-
plo, sdo formados apenas por quarks up e down@ da

35E interessante ver esse resultado de Zweig representado “de
forma pictérica” na Fig. 12 da Referéncia [81].

36Hoje em dia sabemos também que a pequena diferenca de
massa entre os quarks up e down [87] tem um papel muito impor-
tante na diferenga de massa entre prétons e néutrons.
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Figura 4: O decupleto da Fig. [3] acima, mas agora mos-
trando os contetidos de quarks para cada barion.

seguinte maneira

e Proton: dois quarks up e um quark down, resul-
tando em carga elétrica @ =2/3+2/3—-1/3=1;

e Néutron: dois quarks down e um quark up, resul-
tando em carga elétrica @@ = —1/3—-1/3+2/3 = 0.

No caso do decupleto de barions (ver Fig. , de acordo
com o modelo dos quarks, as particulas sdo constitui-
das pela combinagao dos quarks up, down e estranho,
como ilustrado na Fig. @] De fato, pode-se verificar
prontamente a equivaléncia da proposta de quarks com
a atribuicao dos ntimeros quanticos discutidos na segao
anterior. Por exemplo, como vemos na Fig. [4] a par-
ticula 2~ é constituida por trés quarks s. Sendo que
cada quark s possui carga —1/3, estranheza —1, e ni-
mero bariénico 1/3, a soma total de suas propriedades
(@ =—1,5 = =3 ¢ B = 1) confere exatamente com os
valores fornecidos pela Fig. |3t usando a Eq. temos a
hipercarga Y =3%1/3 —3x1 = —-2.

Do ponto de vista da teoria de grupos, os estados
ligados (hadrons) sdo formados a partir do chamado
produto direto de objetos nas representacgoes fundamen-
taism No caso dos barions, a composi¢ao de trés quarks
resulta, para os possiveis estados ligados, na divisao em
multipletos na forma de: um singleto, dois octetos e um
decupleto, o que é representado como [56]

33®3 = 168®8¢10. (3)
Da mesma forma, para os mésons, a combinacao de um
quark com um antiquark resulta em

33 =138, (4)
onde 3 & a representagao dual (ver Apéndice da re-
presentacao fundamental 3. Nos dois casos, vemos que
o ndimero total de possibilidades (obtido efetuando-se
as operagoes de produto e soma nas equagdes acima)
é 0 mesmo, tanto no produto de representagoes funda-
mentais/duais (lado esquerdo das equagbes) quanto na
classificagao em multipletos (lado direito): igual a 27 no
primeiro caso e 9 no segundo.

37Ver Apéndice[C] Subsegio




5.3 A Dificil Aceitacao dos Quarks

Apesar do sucesso do modelo em explicar as classes de
hadrons conhecidas, nao houve, por um bom tempo,
consenso a respeito da verdadeira existéncia dos quarks.
O proprio Gell-Mann escreveu em 1964 sobre a possi-
bilidade de essas entidades serem realmente particulas
fisicas [79):

E divertido especular sobre como os quarks se
comportariam se fossem particulas fisicas de
massa finita (em vez de entidades puramente
matemdticas como elas seriam mo limite de
massa infinita).

(A tradugdo é nossa.)

Alguns defendiam que essas entidades eram apenas fer-
ramentas matemaéticas, usando como argumento a au-
séncia de sua observagao direta. Tal observacao aparen-
temente seria simples, pois bastaria encontrar particulas
com carga elétrica fracionaria (ver Tabela . Citando
mais uma vez Gell-Mann [79]:

Uma busca por quarks estdveis de carga —1/3
ou +2/3 ... nos aceleradores de maior energia
ajudaria a nos assequrar da ndo existéncia de
quarks reais.

(A tradugdo é nossa.)

Podemos supor que Gell-Mann relutasse em defender
diretamente a existéncia dos quarks. De fato, ainda
em 1972, Gell-Mann preferia nao apresentar os quarks
como particulas necessariamente verdadeiras, tentando
até conciliar a hipotese dos quarks com o modelo boots-
trap (mencionado na Segao acima) [8§]:

entdao os quarks presumivelmente nao po-
dem ser particulas reais. Fu nao disse em lu-
gar algum até agora que os quarks devem ser
particulas reais. Pode haver quarks reais, ...

nao hd razao para uwma distin¢cdo entre o
modelo de quarks e o modelo bootstrap: eles
podem ser apenas duas descrigoes diferentes do
mesmo sistema, como a mecdnica ondulatoria
e a mecdnica matricial.

(A traducdo é nossa.)

A resisténcia em reconhecer os quarks como particulas
verdadeiras pode, talvez, ser comparada & que se obser-
vou quando foram propostos os atomos. Por exemplo,
ainda no inicio do seculo XX [89], quimicos como Wi-
lhelm OstwaldP¥ e fisicos como Ernst Mach achavam des-
necessario usar o conceito de &tomos para a descrigao de

38Prémio Nobel de quimica em 1909 [90].
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processos quimicos, ou referiam-se a &tomos e moléculas
como uma hipotese artificial, util como modelo matemé-
tico para descrever certas experiéncias. Mach chegou a
comparar os atomos a simbolos algébricos. Claramente,
uma das principais objecoes a teoria atdémica era a im-
possibilidade de “ver” um atomo. Os resultados nega-
tivos dos experimentos para a procura de quarks livres
produziram pontos de vista parecidos. Assim, nos anos
sessenta e no comego dos anos setenta do século XX,
muitos fisicos importantes nao acreditavam no modelo
de quarks. Entre eles, Werner Heisenberd™| conside-
rava o problema da estrutura das particulas elementares
como um problema de filosofia e nao de fisica [IJ.

Com efeito, como evidenciado nas Referéncias [3] e
[86], a questdo da aceitagdo dos quarks ilustra muito
bem a discussao sobre o aspecto filosoéfico das ideias ci-
entificas: elas sao descobertas ou invengoes? Esse con-
flito pode ser visto, por exemplo, nos titulos de dois
importantes livros que tratam o assunto de forma his-
torica, “The Hunting of the Quark”, de Michael Rior-
dan [12] e “Constructing Quarks”, de Andrew Pickering
[14]. Gell-Mann recusava-se a debater o assunto, mas
a duavida sobre a realidade dos quarks —particulas que
em principio nao podiam ser observadas isoladamente—
agitava-se em sua mente, como podia ser notado por sua
dificuldade em escolher as palavras ao tratar do tema em
suas palestras e declaragoes. Apos certo tempo ele, e os
demais fisicos da época, pararam de se preocupar com
essa questao.

O proprio Richard Feynman@ orientador de dou-
torado de Zweig, nao gostou inicialmente da ideia de
quarks como constituintes fundamentais das particulas
hadronicas [86], achando que a supressao do decaimento
da particula ¢, explicada por Zweig, pudesse ser um
erro experimental. Segundo Zweig, na época, Feynman
preferia o modelo boostrap e acreditava que a teoria cor-
reta para as particulas hadroénicas nao permitiria resol-
ver o problema de quais particulas sao efetivamente ele-
mentares@ Porém, em maio de 1968, ap6s conversar
mais uma vez com Zweig sobre esse assunto, no refe-
torio do Instituto Caltech (nos EUA), Feynman decidiu
olhar com mais atengao para a questao e, de fato, no ano
seguinte ele apresentou o modelo de pdrtons, possiveis
constituintes puntiformes dos hadrons, hoje interpreta-
dos como quarks e glions. Esse modelo [93] [94], [95] per-
mitiu explicar os resultados do processo chamado de es-
palhamento ineldstico profundo, estudado no acelerador
linear de Stanford (SLAC), nos EUA, em 1968 e consi-

39Prémio Nobel de fisica em 1932 [91].

40Prémio Nobel de fisica em 1965 [92], juntamente com Sin-Itiro
Tomonaga e Julian Schwinger.

41 Apesar disso, Feynman néo rejeitava a ideia de quarks como
parte da algebra de correntes [86], introduzida por Gell-Mann. A
diferenga entre quarks constituintes (das particulas hadronicas) e
quarks de correntes é discutida em [88].



derado a primeira evidéncia experimental da existéncia
dos quarks@ Foi somente em 1971, quando Zweig ja fa-
zia pesquisa em neurobiologia, que Feynman reconheceu
o trabalho dele, declarando ao encontra-lo: “Parabéns,
Zweig! Vocé tinha razéo.’ﬁ

Hoje h& amplas evidéncias para a existéncia dos
quarks, apesar dos resultados negativos da busca por
quarks isolados, ou livres [97, [08]. Mas qual seria a
explicacao para a auséncia de observacao de um quark
livre? Ela vem do que chamamos de confinamento dos
quarks [I], uma condigéo “bizarra” que impede a exis-
téncia de estados de quarks isolados. A propriedade de
confinamento de quarks é geralmente relacionada a di-
ferenca de comportamento dessas particulas segundo a
distancia a que se encontram umas das outras. De fato,
0s experimentos mostram que a forga entre dois quarks
muito préximos é pequena, o que é chamado de liberdade
assintdtica, de forma que eles se comportam como par-
ticulas (quase) livres no limite de pequenas separagoes
espaciais. Porém, quando tentamos afastar dois quarks,
a forca entre eles aumenta de tal modo que é impossi-
vel separa-los, por mais que eles sejam “puxados” para
romper sua ligagao. Usando uma analogia com um sis-
tema familiar, é como se os quarks estivessem ligados
por uma mola, ou corda. Na verdade, a um certo ponto,
a “energia potencial” acumulada entre o par de quarks
sera grande o suficiente para a produgao de um novo
par quark-antiquark. Quando isso acontece, a ligacao
entre os quarks iniciais se rompe, e o hadron inicial da
lugar a dois novos hadrons, como ilustrado na Fig. [f]
para o estado ligado de trés quarks. Note que a ligacao
inicial foi quebrada, mas sem que qualquer dos quarks
tenha se tornado livre, ja que eles foram incorporados
aos novos hédrons formados. Consequentemente, nao é
possivel que um quark seja detetado sozinho, o que nos
leva & proposta do confinamento dos quarks: por alguma
razao, a forca que liga dois quarks torna-se arbitraria-
mente grande ao se tentar separé-los, e nao é possivel
isolé-los.

O entendimento dessa propriedade é um dos maio-
res desafios da fisica teérica de hadrons e, claramente,
requer a completa compreensao da forga entre eles, a
forga forte. Falaremos um pouco sobre esse assunto mais
abaixo, na Se¢ao [5.6] Na proxima subsecao discutimos
uma outra inconsisténcia do modelo inicial de quarks,
que levou & introdugao de um novo niimero quantico,
relacionado & interagao forte, e & formulagao da cromo-

42Em 1990 Jerome I. Friedman, Henry W. Kendall e Richard
E. Taylor receberam o prémio Nobel de fisica [96] pela realizacdo
desse experimento. Uma 6tima referéncia sobre a montagem e
conducao do experimento, incluindo aspectos histéricos da desco-
berta e da dificuldade de aceitagdo dos quarks, é o livro [12], do
fisico e historiador Michael Riordan.

43No original: “Congratulations Zweig! You got it right” [S6].
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Figura 5: Os trés quarks iniciais (uud) constituem um
proton. Em (a) tentamos separar um quark (up) dos
demais. Em (b) a ligagao parece se romper, porém ime-
diatamente em (c) forma-se um par de quarks down e
antidown com a energia vinda da ligacao, de modo que

acabamos observando um pion positivo e um néutron,
mas nao um quark livre. Figura adaptada de [1].

dindmica quéntica, ou QCD.

5.4 Quarks Sao Coloridos!

Mencionamos anteriormente que hé uma distingao cru-
cial entre férmions, que possuem spin semi-inteiro e obe-
decem ao Principio de Exclusao de Pauli, e bésons, que
possuem spin inteiro e nao obedecem a esse principio. O
principio de Pauli, de modo simplista, diz que férmions
iguais nao podem coexistir no mesmo estado quantico.
Podemos entender a importancia desse principio se no-
tarmos que é devido a ele que o elétron —que é um fér-
mion de spin 1/2— pode ocupar um estado de energia
que j& contenha um outro elétron somente se os dois ti-
verem projegoes opostas do spin. Dessa forma, os niveis
de energia de um atomo, chamados de orbitais e indi-
cados pelos ntimeros quanticos n,l e m (ver discussao
sobre o atomo de hidrogénio no Apéndice [C| Subsec¢ao
7 podem conter apenas dois elétrons, um com pro-
jegao de spin +1/2 e o outro com projegdo —1/2. Note
que os dois elétrons ocuparao, assim, o mesmo nivel de
energia, mas estarao em estados quanticos distintos, di-
ferindo pelo numero quantico associado & projecao do
spin@ Esse resultado, consequéncia direta do principio
de Pauli, da origem a elaborada estrutura de camadas
dos elétrons nos d4tomos que formam os diversos elemen-
tos, determinando suas propriedades quimicas.

Os quarks, assim como os elétrons, tém spin 1/2 (ver
a legenda da Tabela|l]), e portanto também devem sa-
tisfazer ao principio de Pauli. Logo apds a proposta
do modelo dos quarks, varios fisicos chamaram a aten-
¢ao para o fato de que, nesse modelo, dois ou trés quarks
em um hadron teriam que ocupar o mesmo estado quan-
tico. Em particular, tomava-se como exemplo a parti-
cula ATT que apresenta spin 3/2 e é formada por trés

44Como ja vimos, para um dado spin s ha 2s + 1 estados quan-
ticos possiveis, i.e. 2 X 1/2 + 1 = 2 estados para o elétron de spin
s =1/2, correspondendo as projegdes +1/2 no eixo z.



quarks up (ver Figs. [3|e . Isso s6 é possivel, no estado
de momento angular [ = 0 [, se os trés quarks (idénti-
cos) tiverem spins paralelosﬁ Isso violaria o principio
de Pauli, sendo os quarks férmions idénticos de spin 1/2.
De fato, o principio de Pauli ja nao permitiria que hou-
vesse dois férmions idénticos nessa situagao, mas, apa-
rentemente, no caso da particula AT+, temos trés!
Uma possivel solu¢ao para o problema foi apresentada
por Moo-Young Han e Yoichiro Nambu@ que propuse-
ram a existéncia de nove quarks [I00], ao invés de trés,
sendo trés quarks up, trés quarks down e trés quarks
estranhos. Assim, os trés quarks up da particula A*T+
seriam trés particulas diferentes e poderiam portanto
ocupar o mesmo estado quéntico. Neste modelo, cha-
mado pelos autores de “trés tripletos”, os quarks pos-
sufam carga elétrica () e hipercarga Y inteiras e nao
fracionarias, o que estaria em desacordo com a Tabela
[l Porém, em média, os trés quarks de cada tipo re-
produziam os valores das cargas elétricas e das hiper-
cargas fracionarias, necessarias para explicar as propri-
edades dos hadrons. Por exemplo [I01], dois quarks up
apresentavam carga elétrica +1 enquanto o terceiro era
neutro, fornecendo em média uma carga igual a 2/3.
Logo antes do trabalho de Han e Nambu, Oscar Wal-
lace Greenberg [102] também tentou explicar a aparente
violagao do principio de Pauli introduzindo a chamada
pam—estatz’sticaﬂ que permitia que un dado estado fi-
sico fosse ocupado por trés férmions idénticos. Na Refe-
réncia [104], foi demonstrada a equivaléncia parcial en-
tre a solugdo apresentada por Greenberg e o modelo de
Han e Nambu. De fato, todos os estados ligados obti-
dos usando para-quarks podem também ser construidos
considerando o modelo de trés tripletos (e vice-versa).
O modelo de trés tripletos de Han e Nambu introduziu
também uma outra ideia muito interessante [I3]: a pos-
sibilidade de uma simetria SU(3) entre quarks do mesmo
tipo pertencentes a tripletos diferentes [I00]. Essa si-
metria implicaria na existéncia de oito campos vetori-
ats (i.e. campos de spin igual a 1), que estariam rela-
cionados a uma nova interacao, chamada por eles de
superforte, que permitiria explicar a formagao de ha-
drons e suas massas. Porém, essas ideias de Han e
Nambu passaram quase completamente despercebidas
em 1965 [I3]. Somente em 1972, Gell-Mann e Harald
Fritzsch |88, [101] [I05] encontraram a solugdo definitiva
ao problema da aparente violagao do principio de Pauli

45 A mesma critica pode ser feita a outras particulas dos multi-
pletos descritos acima.

46Note que Nambu ganhou o prémio Nobel de fisica em 2008
[99], pela descoberta de um outro importante fendémeno na fi-
sica das particulas elementares: a quebra espontdnea de simetria.
O prémio foi compartilhado com Makoto Kobayashi e Toshihide
Maskawa.

47Ver a Segdo 0.3.13 do livro [103] para mais detalhes sobre
para-férmions.
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na fisica hadronica. Como Han e Nambu, eles consi-
deraram nove quarks, i.e. os trés quarks da Tabela
mas “equipados” com um novo ndmero quintico (con-
servado), que poderia apresentar trés diferentes valores
para cada quark. Assim, no caso do A1, os trés quarks
u poderiam ter ntimeros quénticos idénticos para o spin,
o numero baridnico, a estranheza e a carga elétrica, mas
diferentes para o novo namero quéntico, que foi cha-
mado de cor. (A particula Q~, formada por trés quarks
s, poderia ser explicada de forma analoga.) Nos pri-
meiros trabalhos, as cores consideradas por Gell-Mann
e Fritzsch eram vermelho, branco e azul [88, [105]. Em
seguida, em analogia com a teoria das cores de Newton,
foram postuladas combinagoes de trés quarks de cores
(primarias) diferentes (e.g. vermelho, verde e azul) [101],
para descrever os barions, assim como combinagoes de
um quark, com uma determinada cor, e de um anti-
quark, com sua correspondente anticor, para descrigao
de mésons. Note que, nos dois casos, a particula for-
mada pelos quarks seria “branca”, sem carga de cor, i.e.
um importante principio associado as cargas de cor é
que todos os mésons e barions sao “brancos”.

A hipotese do novo niimero quéntico de cor permi-
tiu explicar corretamente varios resultados experimen-
tais da época [88,[101]. Entre eles vale ressaltar o célculo
da razao
ole” + et — ¢ + ¢ — hadrons) 5

ole= +et = u= + uh) o 0G)
i.e. a comparagao da segcdo de choque o para o pro-
cesso (puramente leptonico) e~ + et — u= + pt —
aniquilacao de elétron e positron em miion e antimion—
com a secdao de choque para o processo e~ + et —
q + ¢ — hadrons —aniquilagao de elétron e poésitron
em quark e antiquark, com posterior formacao de parti-
culas hadroénicas. De fato, no segundo caso, o resultado,
além de depender da carga elétrica dos pares de quark
e antiquark produzidos, deve também ser proporcional
ao numero de pares qq diferentes que podem ser ge-
rados nas colisdes. Logo, se cada quark (up, down e
estranho) pode aparecer com trés diferentes cores (e os
correspondentes antiquarks com as trés correspondentes
anticores)@ fica claro que a razao R deve ser proporci-
onal ao nimero de cores [I01]. Efetivamente, esse fator
(igual a 3), juntamente com os valores fracionérios para
as cargas elétricas dos quarks, permite explicar comple-
tamente o valor experimental de R.

R =

5.5 Cromodinadmica Quéantica (QCD)

Além da proposta da carga de cor, Gell-Mann e Fritzsch
consideraram também na Reférencia [I05] a possibili-

483endo que no instante inicial do processo o par e~ et ndo
possui carga de cor, o par ¢ g também deve ter cor total nula, se
a carga de cor for de fato conservada na natureza.



dade de incluir na teoria (em analogia com o trabalho
de Han e Nambu) uma simetria SU(3) e oito campos ve-
torias, chamados de glions, que poderiam satisfazer as
chamadas equagoes de Yang-Mills (ver nota de rodapé
E[). Eles também discutiram a possibilidade de os gltons
possuirem ou nao carga de cor e evidenciaram que uma
teoria de quarks, antiquarks e glions poderia ser usada
para fundamentar a teoria dos partons de Feynman e
James Daniel Bjorken (ver Segéo acima). No ano se-
guinte, Gell-Mann, Fritzsch e Heinrich Leutwyler [106]
formalizaram a teoria que é hoje conhecida como cromo-
dindmica quantica (QCD). Trata-se de uma teoria quan-
tica de campos de tipo Yang-Mills [I07, [I0§], que des-
creve as particulas que interagem pela forca forte, todas
compostas por quarks, através da troca de glions. Em
particular, a lagrangiana da QCD é baseada na simetria
SU(3) de cor e inclui oito campos de gauge de spin 1 —os
glions— correspondentes aos oito geradoreﬂ do grupo
SU(3). E importante notar que a simetria SU(3) da
QCD se refere a rotagoes no espago do niimero quantico
cor, e é uma simetria ezata. Por outro lado, a simetria
SU(3) proposta por Ne’eman e Gell-Mann se refere a
rotagoes no espago dos sabores de quarks e era apenas
aproximada.

Além disso, uma diferenca crucial entre as duas sime-
trias é o fato de a simetria de cor ser uma simetria de
gauge local, ou seja, uma simetria (exata) valida para
cada ponto do espago-tempo separadamente. Note que o
fato de impor invaridncia por transformagoes dadas por
elementos distintos de um grupo de simetria em cada
ponto do espago-tempo faz com que que a simetria de
gauge local seja um dos casos mais “extremos” de sime-
trias. Vejamos o que isso significa, para um exemplo
simples de simetria de rotagao. Tomemos um conjunto
de relogios de ponteiro distribuidos em fila, represen-
tando a hora em varias cidades do mundo. Poderiamos
dizer que o fuso horario é uma grandeza que possui si-
metria de rotagao, pois se alterarmos todos os ponteiros
pelo mesmo angulo —isto é, se comparamos a leitura
das horas dos relogios entre si em diferentes momentos
do dia— a diferenca de horario entre eles permanecera
a mesma. O mesmo nao seria valido, é claro, se rodas-
semos cada ponteiro por um angulo arbitrario. De fato,
é dificil imaginar uma grandeza dependente dos dngulos
dos ponteiros que permanega invariante por rotagoes da
hora em cada relogio independentemente! Mas a sime-
tria de gauge é exatamente isso: podemos modificar os
campos da teoria em cada ponto do espago-tempo por
uma “rotagdo” dada por um elemento do grupo SU(3)
(no caso da simetria de cor da QCD) e os observaveis
fisicos nao se alteram. Uma simetria extremamente res-
tritiva, portanto. Tao restritiva, efetivamente, que o

49Em geral o grupo SU(N) possui N2 — 1 geradores (ver Apén-
dice , fornecendo portanto oito geradores para N = 3.
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simples fato de impormos que a lagrangiana possua si-
metria de gauge ji define a teoria. Assim sdo as teorias
de gauge.

Ressaltamos que a formulagdo em termos de teorias
de gauge é a base do atual entendimento da descrigao
de trés das quatro interagoes fundamentais da natureza.
Como descrito acima, a simetria de gauge local é alta-
mente restritiva, e de certa forma é notavel que ela ja es-
tivesse contida “automaticamente” no eletromagnetismo,
e explicitada na QED. Apés o trabalho de Yang-Mills ja
citado acima (ver nota de rodapé E[), foram demonstra-
das propriedades muito importantes para as teorias com
simetria de gauge local nao-abeliana, especialmente a re-
normalizabilidade da teoria eletrofraca [I09], que rendeu
o Prémio Nobel de 1999 aos fisicos holandeses Gerardus
't Hooft e Martinus J. G. Veltman [I10} [IT1] ???. Deve
porém ser mencionado aqui que o mesmo resultado foi
obtido independentemente também por Juan José Gi-
ambiagi e Carlos Guido Bollini, da Argentina [I12}, [113].
(A respeito disso, ver o interessante texto [114].)

O grande sucesso da QCD foi a demonstracao para
essa teoria da propriedade de liberdade assintotica, que
mencionamos acima na Segao [5] feita por David Gross,
Frank Wilczek e David Politzer em 1973 (os trés ga-
nharam o prémio Nobel de fisica em 2004 pela desco-
berta [115]). Vale lembrar que, na época, Wilczek era
estudante de doutorado de Gross na Universidade de
Princeton e o resultado obtido por eles, e independen-
temente por Politzer, considerava somente o célculo em
teoria de perturbagio até a primeira ordem. Como re-
latado no livro [I03], um outro estudante de doutorado
da Universidade de Princeton, William Edward Caswell,
completou no ano seguinte o mesmo calculo, mas in-
cluindo as corregoes de segunda ordem e verificando que
a propriedade de liberdade assintética nao era compro-
metida pelos novos termos calculados. O trabalho de
Caswell nao teve, infelizmente, o mesmo sucesso dos ar-
tigos de Gross, Wilczek e Politzer e, alguns anos depois,
ele abandonou o meio académico. A vida de Caswell
acabou tragicamente: ele era um dos passageiros do voo
American Airlines 77, sequestrado nos ataques de 11 de
setembro de 2001 e deliberadamente arremessado contra
o Pentagono.

Com a grande evolugao na deteccao de particulas nos
anos seguintes, evidenciaram-se varios novos hadrons
com diferentes propriedades, criando-se a necessidade de
acrescentar mais trés sabores de quarks a teoria: charm,
bottom e top. Em particular a descoberta do quark
charm despertou muita atengdo [I]. Em 1974 a particula
J/1, um méson constituido de um quark charm e um
antiquark charm, foi descoberta independentemente por
dois grupos de pesquisa, um no Stanford Linear Acce-
lerator Center, liderado por Burton Richter, e outro no



Brookhaven National Laboratory, liderado por Samuel
Chao Chung Ting. (Os dois ganharam o prémio Nobel
da fisica de 1976 [116].) O anuncio da descoberta foi
feito (independentemente) pelos dois grupos em 11 de
novembro do mesmo ano. O grupo de Richter chamou
a particula de v, enquanto o grupo de Ting escolheu J.
Para evitar ter que escolher um dos dois nomes, a comu-
nidade de fisica de particulas optou por junti-los. Essa
descoberta, conhecida como “Revolucao de novembro”,
deu um grande impulso aos estudos experimentais em
fisica de particulas [117].

Atualmente, no Modelo Padrao das particulas elemen-
tares [I], toda a matéria conhecida é explicada em ter-
mos dos seis sabores de quarks, dos seis léptons e de suas
respectivas antiparticulas. A simetria SU(3) de sabor
introduzida por Ne’eman e Gell-Mann permanece como
uma simetria aproximada da QCD para os hadrons leves
(compostos pelos trés quarks de menor massa). As tran-
sicOes entre esses sabores ocorrem pela interacao fraca:
em particular, os quarks d e s podem decair no quark
u, através de um mecanismo explicado em 1963 por Ni-
cola Cabibbo [118]. Em seguida, a teoria de Cabibbo
incluiu também o quark charm, levando & definicao da
chamada matriz (2 x 2) de Cabibbo. Enfim, essa matriz
foi generalizada para a matriz (3 x 3) CKM por Makoto
Kobayashi e Toshihide Maskawa [119], incluindo todos
os seis sabores de quarks e permitindo também a quebra
da chamada simetria CP no Modelo Padrao das intera-
coes fundamentais. Foi esse trabalho que, como ja dito
acima (ver nota de rodapé , lhes rendeu o prémio
Nobel de fisica de 2008 [99], juntamente com Yoichiro
Nambu.

A aceitagao da teoria da QCD como teoria das intera-
¢oes fortes também nao foi imediata. De fato, vejamos
a seguinte declaracao, publicada em 1990 [120]

Deve-se enfatizar que a crenga na teoria da
QCD se baseia amplamente em argumentos es-
téticos. E uma teoria elegante que parece con-
ter as caracteristicas gerais necessdrias para
explicar as propriedades observadas da matéria
hadrénica. No entanto, o cdlculo de suas im-
plicagoes € tao complicado que mesmo algumas
de suas caracteristicas qualitativas mais impor-
tantes, como o confinamento de quarks, ainda
nao foram estabelecidas matematicamente.

(A traducdo é nossa.)

5.6 QCD e Confinamento dos Quarks

A razao para o pessimisto expresso acima em relacao a
QCD é que, se por um lado era possivel descrever os
experimentos no limite de altas energias, gragas a pro-
priedade de liberdade assintotica, a teoria mostrava-se
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“hostil” aos célculos necesséarios para descricao do re-
gime de energias baixas. Era extremamente frustrante
possuir uma teoria quantica de campos com simetria lo-
cal de gauge (como a QED) e, pela primeira vez, nao ser
capaz de verificar suas previsoes, pela impossibilidade de
calcula-las a partir da teoria! Por décadas, parecia que
a QCD néao seria tutil para desvendar as propriedades
da matéria hadrénica, que se manifestam no regime de
baixas energias. De fato, o progresso na éarea foi sendo
obtido principalmente por modelos inspirados pela fisica
nuclear teorica, e aproximagoes da teoria, combinados
a alguns resultados experimentais, usados para melhor
ajuste dos modelos.

Apesar disso, uma abordagem inovadora para estudo
da QCD a energias mais baixas a partir de primeiros
principios (i.e. a partir da lagrangiana da QCD, sem
aproximagoes) tinha sido introduzida ja em 1974, por
Kenneth Geddes Wilson [12I]. A chamada formula-
cao de rede introduzida por ele permite, em principio,
que sejam tratadas todas as escalas de energia simul-
taneamente, ao contrario do tratamento perturbativo
usual em teorias quénticas de campos. A base dessa
abordagem é redefinir a teoria (i.e. a sua lagrangiana e
as grandezas fisicas de interesse) em um espago-tempo
discretizado —a rede— e, em seguida, buscando fazer
a conexao com o espago-tempo real, fisico, que clara-
mente é continuo, nao discretizado. O trabalho de Wil-
son explicava como “demonstrar” a propriedade de con-
finamento a partir da formulacao de rede, mas infeliz-
mente ficou claro que a chamada expansdo de acopla-
mento forte [122], necesséria para estender os resultados
ao limite fisico do espaco continuo, nao apresentava um
bom comportamento, inviabilizando calculos realisticos.
Por outro lado, a nova formulagao prestava-se ao estudo
por técnicas gerais da Mecéanica Estatistica, drea da fi-
sica que se ocupa em obter as propriedades dos sistemas
de muitos corpos interagentes, como os gases, a par-
tir de suas leis fisicas individuais. De fato, a mecanica
estatistica pode ser vista como a versao microscopica
da Termodindmica. Uma dessas técnicas é a simula-
¢ao computacional, em que sao implementadas as leis
microscopicas e é simulada uma evolugao temporal do
sistema, de acordo com as distribuicoes estatisticas exa-
tas da teoria, fornecendo resultados numeéricos para as
grandezas fisicas de interesse. O trabalho computacional
para consideracao da QCD é naturalmente muito maior
do que para os sistemas de mecénica estatistica usu-
ais, devido a maior complexidade da interacao. Mesmo
assim, a possibilidade de utilizacao das simulagoes com-
putacionais foi testada a partir do inicio dos anos 1980,
inicialmente por Michael Creutz [123], [124], pesquisador
do Laboratoério de Brookhaven, nos EUA.

Hoje em dia ha muitos resultados extremamente pre-
cisos de simulagoes de QCD na rede para propriedades



hadrénicas [87], em particular o espectro de massas dos
hédrons mais leves, incluindo até a diferenga de massa
entre o proton e o néutron. Pode-se afirmar que a obten-
¢ao desses resultados € uma prova indireta do confina-
mento, ja que a quase totalidade da massa dos nicleons
vem da QCD, ou seja da interagdo entre os quarks (e
gltions!) que constituem o proton e o néutron. Trata-
se de um avango notavel, obtido tanto gragas a rapida
evolugao do poder computacional nas décadas seguin-
tes quanto ao desenvolvimento de técnicas e ideias de
melhoria da formulagao, por parte da comunidade de
pesquisa dessa area. Resta ainda, porém, o desafio de
uma demonstragao matematica da propriedade de confi-
namento de quarks e glions, i.e. de objetos com carga de
cor. Embora as simulagoes de QCD na rede nao possam
ser usadas para produzir tal demonstragao diretamente,
espera-se que elas possam contribuir para um melhor
entendimento das propriedades dos campos de gauge da
QCD e de sua interagao, ajudando talvez a melhorar a
percepcao de quais aspectos da teoria sejam relevantes
para induzir o mecanismo do confinamento.

Em particular, o “Clay Mathematics Institute” defi-
niu, em 2000, sete problemas matematicos como “Pro-
blemas do Milénio”, oferecendo um milhao de dolares
para a solucao de cada um deles. Entre esses problemas
esta a existéncia de intervalo de massa (mass gap) para
as chamadas teorias de Yang-Mills [125], o que é equiva-
lente ao problema de confinamento da carga de cor na

QCD.

6 Conclusao

Como vimos acima, a histéria dos quarks envolveu pe-
riodos de grande incerteza, e as conquistas foram devi-
das a persisténcia de pesquisadores excepcionais como
Ne’eman. Pode-se dizer que a iniciativa de Ne’eman foi
surpreendente, considerando como se apresentava cao-
tica a situacao da fisica de particulas na época do seu
doutorado em Londres, e dado que ele estava apenas ini-
ciando seus estudos de fisica de particulas, como descrito
nas Secoes [2 e 2.I] acima.

Apesar de nao ter ganho o prémio Nobel, ele recebeu
diversas premiagoes nacionais e internacionais, como o
Prémio Israel (1969), a Medalha Einstein (1970), a Me-
dalha Wigner (1982) e o prémio EMET (2003). Vale
também relembrar que, além das contribuigoes descri-
tas na Introducao para o estabelecimento de institui-
¢Oes cientificas em Israel, Ne’eman fundou o “Center for
Particles and Fields” da Universidade do Texas (Austin)
em 1968. Ao mesmo tempo, Ne’eman teve um papel im-
portante na divulgagao da fisica, tendo deixado o 6timo
texto introdutoério sobre fisica de particulas, “The Par-
ticle Hunters”, de 1986, escrito em conjunto com Yoram
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Kirsh [I]. De fato, o livro foi considerado o melhor guia
de fisica de particulas da época pelo “Times Literary
Supplement” [22].

Na Referéncia [4], Shlomo Sternberg (matematico bri-
tanico) conta-nos que conheceu Ne’eman no ano de 1962,
atendendo ao pedido de que apresentasse algumas aulas
sobre Topologia dos Grupos de Lie para o grupo de pes-
quisa de Ne’eman. Inicialmente, Sternberg nao compre-
endeu qual o interesse do grupo de fisicos nessa area da
matematica, mas posteriormente conheceu a utilizagao
do grupo SU(3) para descrigdo dos hadrons. Essas pou-
cas aulas acabaram originando 43 anos de colaboracao.
O ultimo trabalho em conjunto foi publicado no Physics
Reports em 2005.

It is hard to explain how one person could suc-
cessfully perform so many tasks. Obviously he
had an enormous capacity for hard work and
was extremely well organized. Two other traits
that I could observe first hand were: He always
had his mind on the big picture: he did get in-
volved in the details but was always able to re-
late them to the overall goal. A second trait was
his personal charm combined with an ability to
delegate authority. Once he trusted someone’s
ability to do a job, he inspired that person to
charge ahead while keeping himself informed of
the progress. This is a rare trait of true lea-
dership.
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A Mecanica Quantica

Neste apéndice apresentaremos alguns conceitos tuteis
em mecanica quantica, fazendo referéncia a livros di-
daticos da area quando necessario. Para estudantes que
ainda nao tenham cursado disciplinas de fisica quantica,
indica-se a Referéncia [129] para um primeiro contato
com o tema, em nivel de graduacao.

Como ja mencionado na Secgao [3] na mecénica quén-
tica um sistema fisico é descrito por uma fungao de es-
tado, a fungao de onda V¥, solucao da Fquagao de Schro-
dinger para o sistema [129]. Ao contrario do que ocorre



na mecénica classica, mesmo tendo a expressao —i.e.
a fungao de onda W— para o estado fisico do sistema,
sera geralmente impossivel saber com certeza o valor de
uma grandeza fisica (e.g. a energia) antes de medi-la. De
fato, saberemos apenas qual a probabilidade de obter na
medida cada um dos valores possiveis para a grandeza
desejada. Além disso, as grandezas fisicas —também
chamadas de observdveis— sao representadas por ope-
radores (i.e. matrizes) Os valores possiveis, ou permi-
tidos, para um observavel quantico sao os autovalores
da matriz que o representa [129]. Em particular, tere-
mos certeza de obter um autovalor especifico somente se
o sistema estiver em um estado especial, o autoestado
relativo a esse autovalor, dado pelo correspondente au-
tovetor da matriz. E importante ressaltar que, na base
dada por seus autovetores, uma matriz toma a forma
diagonal, com elementos dados pelos autovalores. Neste
caso a matriz é dita diagonalizada.

Vejamos os conceitos acima de forma mais detalhada.
Para tanto, mencionamos que é muito conveniente a
chamada notacao de Dimﬂ para os estados quéanti-
cos [19], definida da seguinte forma. Associamos o es-
pago de fungoes de estado ¥(z) —onde x representa a
coordenada espacial, que tomamos unidimensional, por
simplicidade— a um espaco vetorial de “kets”. O ket |¥)
é o vetor cujas componentes (na chamada representacao
das coordenadas z) sdo ¥(z). Claramente, trata-se de
um vetor com infinitas coordenadas. Por analogia, defi-
nimos os “bras” no espago de funcionais agindo nos kets.
A ac@o do funcional definido pelo bra (®| sobre o ket |¥)
serd o produto escalar entre as fungoes @ (x) e ¥(x), dado
pela integral

(@) = /q)(aj)*\ll(x) de. (6)
Notemos agora que, da mesma forma que |¥) pode ser
visto como um vetor, temos que (P| corresponde em ge-
ral ao transposto conjugado do vetor definido pelo ket
®). Desta forma, as funcoes de onda tém uma inter-
pretagao geomeétrica natural, j4 que a expressao acima
corresponde ao produto escalar “usual” dos vetores (P
e |¥), definido como soma dos produtos de suas com-
ponentes, que se torna uma integral para componentes
dadas por z. E natural, agora, que um operador dado
pela matriz A aja sobre um vetor de estado ¥(z), o que
¢ denotado como A|T).

O conceito de diagonalizagao de operadores (matrizes)
em termos de seus autovetores é de suma importancia e
pode ser ilustrado de forma bastante simples. Essencial-
mente, enquanto a aplicacao de uma matriz a um vetor
genérico resulta em um vetor ao longo de uma nova di-

recao, a agao sobre seus autovetores é simplesmente a

50Tntroduzida em 1939 por P.A.M. Dirac [130].
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multiplicacao pelo autovalor correspondente, sem alte-
rar a direcao do vetor. Ou seja, autovetores sao vetores
especiais para os quais a agdo da matriz (que representa
o operador correpondente) é a multiplica¢do por um ni-
mero, o seu autovalor. Na notacao de Dirac, temos,
entdo para um autovetor de A com autovalor a,, que
indicamos como |u, ), simplesmente,

(7)

A probabilidade de uma medida do observavel associado
ao operador A fornecer o valor a, é dada pelo modulo
quadrado da projegao do estado ¥ sobre o autoestado
correspondente ao autovalor a,. Ademais, apds ser me-
dido um dado autovalor a,,, ocorre o colapso da fungao
de onda no sub-espago correspondente a esse autova-
lor. Isso significa que, se o operador A corresponder a
uma grandeza conservada pelo sistema, medidas poste-
riores de A dardo sempre o valor a,. Para saber se uma
grandeza é conservada, basta considerar o comutador,
definido para dois operadores A e B como

Aluy) = apluy) .

[A, B] = AB — BA, (8)
do operador a ela associado com o operador hamiltoni-
ano H, que define a evolugao temporal do sistema, de
acordo com a equagao de Schrodinger. Se o operador
A comutar (i.e. tiver comutador nulo) com H, a gran-
deza correspondente serd conservada, ou seja permane-
cera constante ap6s uma medida.

Além disso, claramente, para que o operador cor-
responda a uma grandeza fisica, devemos exigir que
seus autovalores sejam nimeros reais. Isso é garantido
quando os observaveis sao representadas por operadores
(i.e. matrizes) hermitianos. Relembramos que as matri-
zes hermitianas sao o equivalente de matrizes simétricas,
i.e. com linhas iguais as colunas, para o caso (mais ge-
ral) de elementos de matriz complexos. De fato, elas
satisfazem a relacdo M = M, onde a operacao T é ob-
tida tomando-se o complexo conjugado da transposta
da matriz. Entao, para uma matriz hermitiana temos
M;; = M3;, onde * indica o complexo conjugado. Assim,
quando uma matriz hermitiana toma a forma diagonal,
os seus elementos M;;—que correspondem aos seus au-
tovalores A\,— devem satisfazer a relacdo M;; = M.
Logo, seus autovalores sao reais!

Generalizando a condigao para conservagao de obser-
vaveis mencionada acima, podemos dizer que, na meca-
nica quéntica, do ponto de vista matematico, a invarian-
cia de um sistema fisico em relagao a uma certa simetria
exige [18] que a hamiltoniana H do sistema comute com
todos os elementos U do grupo correspondente a essa
simetria, isto é, devemos ter

HU = UH (9)



ou, equivalentemente, H = UHU !, onde U~! & o ele-
mento inverso de U. Efetivamente, se a fungao de onda
U é solugao da equagao de Schrodinger para a hamilto-
niana H, a relacdo acima implica que a funcao de onda
transformada U ¥ também sera solu¢ao da mesma equa-
¢ao de Schrodinger.

Por exemplo, na notagdo de Dirac, se |¥) é um au-
toestado de energia F, i.e. H |¥) = E|¥), podemos de-
monstrar que o estado quantico “rodado” R|¥) do sis-
tema, onde R esté associado as rotagoes espaciais, tera a
mesma energia que o estado original |¥). De fato, temos
que

H(R|V)) = RH|V) = RE|V) = E(R|T)), (10)
ou seja, (R|¥)) é também autovetor de H com autovalor
E. Como dito acima, note que os operadores conside-
rados, e.g. H, U, R, estao associados a matrizes agindo
no espago de fungoes (vetores) de onda | ).

B Grupos e Algebras de Lie

Neste apéndice apresentamos em maior detalhe algu-
mas das propriedades dos grupos de Lie e das algebras
de Lie, que foram introduzidos na Segéo [3] acima para
descrever as transformacoes de simetria continuas. Em
particular, ressaltamos que os elementos de um grupo
de Lie sao funcoes analiticas de g parametros 6y, como
os trés dngulos de Fuler no caso das rotagoes tridimen-
sionais. Assim, indicamos os elementos de um grupo de
Lie com U(#1,...,0,) e usualmente essa parametriza-
¢ao é escolhida de forma tal que U(0,...,0) = 1, onde
1 é a matriz identidade. Logo, no limite de pequenos
parametros 66 temod’]]

g
U(01,...,005) ~ L + iy 66T,
k=1

(11)

onde as g matrizes Ty, chamadas de geradores do grupo
de Lie, sao objetos linearmente independentes, ou seja,
nao podem ser escritos como combinagdes lineared’*|uns
dos outros. Por consequéncia, usando transformacoes
infinitesimais U(d61,...,06,) na Eq. @, devido & arbi-
trariedade dos paradmetros 66, obtemos que a a inva-
riancia de um sistema fisico em relagao a um grupo de
Lie requer que a hamiltoniana H comute com todos os
geradores T}, do grupo, i.e.

HT, = T, H . (12)

51 A fatorizacdo explicita da unidade imaginaria i ¢ uma escolha
conveniente, como serd mostrado mais abaixo.

52Isto &, somas que “misturam” objetos de um conjunto, por
exemplo com coeficientes reais e fracionérios, como exemplificado
logo a seguir.
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As matrizes

g
T = Z e T (13)
k=1

obtidas como combinagao linear dos geradores T}, de um
grupo de Lie G, constituem a élgebra de Lie associada
ao grupo G. A propriedade fundamental dessas algebras
é que elas sao fechadaﬂ sob a operacao de comutagao,
definida acima na Eq. . Em particular, os geradores
do grupo satisfazem as relagoes

g

[T, 1] = Ty — T; T =Y firTe,  (14)

k=1
onde 4,j = 1,...,g9. As constantes f;;; sdo chamadas
de constantes de estrutura do grupo de Lie. No caso

do grupo SO(3) das rotagdes tridimensionais, os trés
geradores Lj podem ser escolhidos como matrizes 3 X 3
(linearmente independentes) hermitianas que satisfazem
as regras de comutagao

3
[Li; Lj] = ih Z €ijk L - (15)
k=1

Aqui, /i é (de novo, ver Segao[3.2)) a constante de Planck
racionalizada e €;;; ¢ o simbolo de Levi-Civita, i.e.

® €103 =1;

e ¢;;; ¢ antissimétrico (tem seu sinal invertido) pela
troca de dois indices. Ou seja, €313 = —1, €931 = 1
e assim por diante.

Mais detalhes sobre os grupos de Lie, ilustrados pelo
exemplo das rotagoes em mecénica quantica [i.e. o grupo
SO(3)] e pelo caso de momento angular de spin [i.e. o
grupo SU(2)], serdo apresentados nas Subsegoes e
abaixo.

No caso do grupo SU(N) a &lgebra é dada, na repre-
sentacao fundamental, por matrizes hermitianas N x N
com trag¢o zero. Uma matriz hermitiana M pode sem-
pre ser escrita como M = A+ iB, onde A é uma ma-
triz real e simétrica e B é real e antissimétrica. Sendo
que A = AT, onde T indica a transposta da matriz, te-
mos que A possui N elementos nao nulos na diagonal e
N(N — 1)/2 elementos distintos fora da diagonal (por
exemplo, os elementos acima da diagonal). Ao mesmo
tempo, sendo que BT = —B, temos que os elementos na
diagonal de B sao nulos e portanto essa matriz possui
somente N(N — 1)/2 elementos distintos. No total isto
daria N2 elementos reais independentes para a matriz
M. Notemos, porém, que o traco de M deve ser zero,
o que implica a imposicao de uma condi¢ao adicional.

530u seja, o comutador de dois elementos da algebra é também
um elemento da algebra, e pode ser escrito na forma (|13]).



Assim, dos N elementos na diagonal, somente N — 1 sao
independentes. Logo, no total temos N2 — 1 elemen-
tos reais e independentes, e precisamos de g = N? — 1
geradores T} na equagao ‘

Vale ressaltar que, se T}, sdao os geradores de um grupo
de Lie, entdo T, = —T}f também sao geradores desse
grupo. De fato, é facil verificar que se os geradores T}
satisfazem as regras de comutagao com certas cons-
tantes de estrutura f;;, entao os geradores Tk também
satisfazem as mesmas regras

[7.7) = a1l - 17 1f = - )

g g
- Z fip T = Z fije T (16)
k=1 k=1

A representacao do grupo de Lie em termos dos gerado-
res T é chamada de representa¢ao dual da representagao
caracterizada pelos geradores T}, [56].

A relagao fundamental entre um grupo de Lie e a al-
gebra correspondente é o mapa exponencial, que permite
escrever um elemento do grupo U(6,...,6,) comﬂ

g
U(6y,...,00) = exp i Y 0uTx (17)
k=1

Logo, como a fungdo f(x) = e* pode ser razoavelmente
bem aproximada pela fun¢do 14z quando |z| < 1, tam-
bém a Eq. pode ser obtida através de uma aproxi-
magao linear do mapa exponencial, no limite de para-
metros 0 pequenos. Ao mesmo tempo, o mapa expo-
nencial implica que, se os pardmetros 0y forem niime-
ros reaig’’| e se as matrizes U(61,...,60,) forem unitd-
rias (i.e. se for satisfeita a condicad™| U~! = UT), en-
tdo, notando que U~! = exp(—i > 7_, 0xT)) e UT =
exp(—i Y 9_y O T,I)7 temos que os geradores T sao

hermitianos, i.e. Ty, = T,I.

Enfim, vamos rever em maior detalhe a definicao de
post(F_'?] r de um grupo de Lie, introduzida na Segao
Para isso vamos definir 7 como o nuamero de ge-
radores do grupo que comutam entre si, i.e. tais qu@
T;T; = T;T;. No caso de uma representacao ma-
tricial, isso implica que as matrizes correspondentes a

54 A exponencial de uma matriz M ¢é definida através da série
exp (M) = 32029 M™ /n! .

55Neste caso a algebra de Lie é dita real.

56Relembramos que a operagao T é obtida tomando-se o com-
plexo conjugado da transposta da matriz.

570u rank, em inglés.

58Note que esta propriedade ndo depende da representacdo con-
siderada. Também, como vimos acima, é claro que os geradores
Ty, nao comutam em geral entre si. De fato, para que os gera-
dores T; e T; comutem & necessario que as respectivas constantes
fije (k =1,...,9) sejam nulas [ver Eq. ] Quando todos os
geradores nao comutam entre si, o posto r € igual a 1.
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esses geradores podem ser diagonalizadas simultanea-
mente [I31]. Assim sendo, podemos tomar os vetores da
base do espago vetorial V', no qual as matrizes do grupo
agem, como autovetores para todos esses geradores es-
peciais. Para cada um dos geradores, tais autovetores
podem ser classificados por seus correspondentes auto-
valores. Além disso, pode-se demonstrar [18] que, para
um grupo de posto r, ha r operadores invariantes (ou
de Casimir) C;, i.e. r operadores linearmente indepen-
dentes que comutam com todos os geradores. (Como
exemplo de operador de Casimir, ver os operadores L? e
S? nas Subse(;éeseabaixo.) Consequentemente,
os operadores C; (que sao escritos a partir dos geradores
do grupo T}) também comutam entre si.

Assim sendo, se a hamiltoniana H do sistema é in-
variante sob as transformacgoes de um dado grupo (de
Lie) de simetria, i.e. se H comuta com os geradores T}
desse grupo [ver Eq. acimal, entdo H comuta tam-
bém com os operadores de Casimir C; do grupo. Ao
mesmo tempo, considerando uma representacao unité-
ria do grupo, é possivel [I8] construir os operadores (in-
variantes) de Casimir C; de forma que eles sejam her-
mitianos. (Ver acima, no Apéndice uma breve dis-
cussao sobre a importancia dos operadores hermitianos
em mecanica quantica, e abaixo, no final do Apéndice
[C] comentarios sobre as representagoes unitérias para os
grupos de Lie compactos.) Podemos entao diagonalizar
simultaneamente H e os operadores C; e, portanto, cada
estado do sistema fica caracterizado por seus autovalo-
res ¢; em relagdo aos operadores de Casimir do grupo.
Além disso, dado que os operadores de Casimir comu-
tam com todos os geradores, temos que os autovalores
{¢;} nao sao afetados pelas transformagoes de simetria
do sistema fisico, i.e. sao nimeros quanticos conserva-
dos. Fica entao evidente que o posto r do grupo de
simetria é igual ao niimero de grandezas conservadas —
i.e. de nimeros quanticos conservados— para o sistema
fisico, em relagao & transformagao associada ao grupo
de simetria.

C Teoria de Representacoes

Apresentamos a seguir uma breve introducao a teoria de
representagoes, que de certa forma faz a “ponte” entre
a teoria de grupos e a fisica, permitindo que as trans-
formacoes associadas a um grupo simetria sejam trata-
das de maneira concreta. Apo6s introduzir o conceito
de representacoes, faremos aplicagoes a casos fisicos de
interesse. Em particular, vamos considerar o exemplo
das rotagoes (tridimensionais) em mecanica quantica,
dadas como representagoes do grupo SO(3) associado
ao momento angular. A descrigdo do spin do elétron
em termos de representacoes do grupo SU(2) segue por



analogia. Utilizando as regras para adigao de momentos
angulares, vamos demonstrar a obtencao de representa-
¢oes (de singleto e tripleto, ver Subsecao para a
simetria SU(2) de isospin, como mencionado na Subse-
Gao Ao mesmo tempo, veremos como a analise de
teoria de grupos auxilia na compreensao de problemas
de mecénica quéntica, além de proporcionar uma meto-
dologia para obter as representagoes de um dado grupo
de simetria.

Chama-se de representa¢do a uma maneira concreta
de exprimir um grupoJ’”’| como a representagao em ter-
mos de matrizes ortogonais para o grupo das rotagoes
[132]. Assim, uma representacdo associa a cada ele-
mento do grupo um operador linear inversivel, que po-
demos imaginar como uma matriz quadrada N x N in-
versivel, i.e. uma matriz M para a qual existe a matriz
inversa M !, satisfazendo

MM =1, (18)

onde 1 é a matriz identidade. Essas matrizes agem em
um espago vetorial V', cuja dimensao N é chamada de
grau (ou dimensao) da representagao.

E importante nao confundir o grau de uma represen-
tacao com a dimensao do respectivo grupo. Ressaltamos
que todos os grupos considerados aqui sao de dimensao
finita. Em particular, no caso dos grupos de Lie, des-
critos acima na Segao [3] e detalhados no Apéndice
a dimensao do grupo coincide com o ntimero g de seus
geradores, i.e. o nimero de elementos da base da algebra
de Lie correspondente. Para o grupo SU(2), por exem-
plo, a dimensao do grupo é 3, embora seja geralmente
utilizada a representagao de grau 2 dada pelas matrizes
complexas 2 X 2, unitdrias e com determinante igual a
1. As matrizes unitarias sdo o equivalente das matrizes
ortogonais, descritas acima na Se¢ao[3] para o caso mais
geral em que os elementos de matriz podem ser ntimeros
complexos. (Ver mais detalhes no Apéndice [B]) Nesse
caso, podemos escolher como geradores as trés matrizes
de Pauli (ver Subsegao . Mais genericamente, para
grupos SU(N), a dimensdo do grupo é g = N2 — 1, e
a representacao habitual é dada por matrizes N x N,
a chamada representacao fundamentalm De grande re-
levancia na fisica é também a chamada representagao
adjunta do grupo SU(N), dada por matrizes g X g, i.e.
trata-se de uma representagao de grau igual a dimensao
do grupo.

Como explicado na Subsegéo um multipleto [I§]
representa um conjunto de estados degenerados em rela-

59Relembramos que a defini¢do de grupo foi dada na Segdo

60Notemos que a terminologia usada na fisica difere daquela
usada na matematica, para a qual essa representacdo é chamada
de definidora (defining) ou padrio (standard). De acordo com a
nomenclatura matematica, além da representagao definidora pode
haver outras representacdes (irredutiveis) definidas como funda-
mentais.
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¢ao a um certo grupo de simetria. Dito de outra forma,
o grupo de simetria transforma os estados do multipleto
entre si. Logo, na linguagem da mecénica quantica, um
multipleto é um subespago invariante do espago de Hil-
bert do sistema [I8] 52]. Usando a defini¢do de ope-
radores de Casimir C;, apresentada acima, fica também
evidente que cada multipleto de estados é caracterizado,
de forma univocaﬂ pelo conjunto de autovalores {¢;},
sendo o nimero de elementos do multipleto relacionado &
degenerescéncia desses autovalores. Note, porém, que o
termo multipleto é usado em geral somente para o caso
de um subespago invariante e irredutivel, i.e. que nao
possa também ser dividido em subespagos invariantes
em relagao ao mesmo grupo de simetria. Claramente,
se um multipleto é um subespago vetorial de dimensao
N, precisamos de uma representagao de grau N para ca-
racterizar a acao do grupo sobre ele. Além disso, sendo
que o multipleto é um subespaco irredutivel, temos que
a representacao do grupo de simetria também deve ser
irredutivel. Assim, a classificacdo das particulas em mul-
tipletos requer a consideragao de representacoes irredu-
tiveis do grupo de simetria que caracteriza a teoria.

Cabe destacar que a representacao fundamental (ou
representacao padrao), definida acima, é sempre irredu-
tivel. Para os grupos de Lie considerados nesse traba-
lho, i.e. SO(3), SU(N) e G(2), a representacao adjunta
também é irredutivel. Para esses grupos vale ainda um
outro resultado importante [I33]: todas as representa-
¢Oes irredutiveis (de grau finito) podem ser construidas
a partir de produtos tensoriais das representagoes fun-
damentais (ver nota de rodapé. Como exemplo, ilus-
tramos na Subsegao [C.4] a obtengao das representagoes
singleto e tripleto a partir do produto direto de copias
da representagdo definidora do grupo SU(2) [134], que
é a Unica representagao fundamental desse grupo. No
caso mais geral do grupo SU(N), ha N — 1 represen-
tagdes fundamentais distintas [80]. Em particular, para
o grupo SU(3) elas s@o a representacdo definidora e a
representacao dual (ver Subsegdo . Na Segao usa-
mos produtos dessas duas representacoes fundamentais
do grupo SU(3) para obter as possiveis representagoes
para mésons e barions.

Por fim, notemos que os grupos SO(3), SU(N) e G(2)
sao também grupos de Lie compactos, i.e. os parametros
0 que aparecem no mapa exponencm@ do grupo assu-
mem valores em espagos compactos{>>| Nesse caso, pode-
se demonstrar [133] que uma representagao de grau finito
é sempre equivalente a uma representacdo unitdria, ou

61Relembramos que os autovalores c; sdo invariantes sob trans-
formagoes do grupo de simetria.

62Ver Apéndice

63Vale ressaltar que G(2) é um subgrupo de SO(7), o grupo
das rotacdes no espago R7, que também é compacto. Um exemplo
importante de grupo ndo compacto em fisica é o grupo de Lorentz,
ligado as simetrias do espago-tempo na mecénica relativistica.



seja, para a qual os elementos do grupo sejam represen-
tados por operadores —ou matrizes— unitarias. (Esse
resultado vale também para os grupos finitos [52] [133],
i.e. grupos com um namero finito de elementos.) Em
particular, tal representacao unitaria pode sempre ser
obtida definindo-se o produto escalar —no espago veto-
rial V' associado a representagao considerada— através
de uma média sobre o grupo [133], [I35]. Vejamos, a se-
guir, a consequéncia fisica disso.

A consideragao de uma representagao unitéria para
um grupo de Lie implica que podemos escrever —usando
o mapa exponencial— os elementos U do grupo como

U = exp (iT), (19)
onde T' é uma matriz hermitiana (ver Apéndice. Note
que a matriz T pertence a algebra do grupo, e é escrita
como combinacao linear dos geradores T}, do grupo, em
termos dos parametros 0. Portanto, para os grupos
de Lie compactos, os geradores podem sempre ser esco-
lhidos (considerando-se uma representagao unitaria do
grupo) como hermitianos, uma grande vantagem para a
descrigao fisica das transformagoes de simetria conside-
radas.

C.1 Momento Angular

Um exemplo familiar de grupo de Lie em mecénica quén-
tica é o grupo SO(3), associado & simetria por rotagoes
em trés dimensoes [18], cujos geradores podem ser iden-
tificados com as componentes cartesianas Ly, Ly, L, do
vetor momento angular (orbital) L. Assim como ocorre
para a energia e para o momento linear, temos no caso
quéantico que L, Ly, L, sao operadores, atuando na fun-
¢ao que descreve o estado (quantico) do sistema, a fun-
¢ao de onda ¥. Vejamos primeiramente como estao re-
lacionadas entre si as componentes de L. Analogamente
A expressao classica, temos L = r X p, ou seja L é dado
pelo produto vetorial da posicao r pelo momento linear
p = mv. (Por exemplo, no caso classico de movimento
circular uniforme em uma 6rbita de raio r para um corpo
de massa m e velocidade v, 0 momento angular é um
vetor de moédulo mur e diregao perpendicular ao plano
que contém o circulo.) O produto vetorial “mistura” as
componentes z, y, z dos vetores envolvidos, sendo e.g.
a componente z de L dada em termos das componentes
x e y dos vetores r e p por L, = zp, — yp,. Por sua
vez, as componentes do operador momento linear sao
dadas, no caso quantico, por derivadas espaciais, e.g.
pr = —ihd/0x, sendo h a constante de Planck racionali-
zada e i a unidade imaginaria. No caso do operador L,
podemos aplicar a uma funcao de z, y e z as operagoes
definidas pela expressao de p, (e suas formas analogas
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para as coordenadas y e z) e obteﬂ
(20)

onde ¢ é o angulo de rotagao ao redor do eixo z. Isto
significa que uma rotacao por um angulo infinitesimal
d¢ estaré associada & operacao

9
96’

onde 1 representa a operagao identidade. Este resul-
tado é um caso particular da expressao , valida para
qualquer grupo de Lie Ao mesmo tempo, uma rota-
¢ao do sistema fisico, por um angulo finito ¢y ao redor
do eixo z, é produzida pelo operadorm exp (—igo L, /h).

Assim como na mecanica classica, também na me-
canica quantica o momento angular L é uma grandeza
conservada para sistemas isolados, em consequéncia da
invariancia por rotagdo. Em particular, isto vale para
cada componente de L. No estudo do caso quantico, po-
rém, devemos considerar as relagoes de comutagao entre
os operadores envolvidos, ou seja, o fato de que, para
dois operadores A e B gerais, o comutador [A, B], de-
finido na Eq. (§), ndo sera (em geral) nulo. No caso
dos operadores posicao e momento linear na direcao x,
sendo p, = —ihd/J,, temos

lL—%chzSLz =1 — 6¢ (21)

[z, pz] = TPy — Dpx = ik (22)
Tais relagoes sao consistentes com o principio da incer-
teza de Heisenberg, que limita o conhecimento simul-
taneo da posi¢do e do momento de uma particula [IJ.
Para as componentes de L, obtemos assim as relagoes
de comutacgao

Ly, Ly)=ihL,, [Ly,, L;|=1%hL,, [L,, Ly]|=1hL,,

(23)
de acordo com a Eq. . Como no caso do momento
linear e da posigao visto acima, o fato de duas compo-
nentes de L ndo comutarem (i.e. terem comutador nao-
nulo) implica que ha uma imprecisao, ou incerteza —da
ordem de A~— na medida simultanea dessas grandezas.
Ou seja, para um sistema quéntico, nao serd possivel
conhecer ao mesmo tempo mais do que uma das com-
ponentes do vetor L. Por outro lado, pode-se verificar
que o operador L? = L2 + Lf, + L? comuta com todas as
componentes de L, e portanto uma medida de L? ndo

64Note que, utilizando a regra da cadeia e as expressbes das
coordenadas = e y em termos de ¢, podemos escrever 9/0¢ =
x0/0y — yd/0x.

65Como explicado na Subsecdo [B] acima, a fatorizagio da uni-
dade imaginéaria ¢, no lado esquerdo da relagao , permite as-
sociar ao gerador L, um operador hermitiano.

66 Aqui estamos usando o mapa exponencial, também descrito
na Subsegao E



serd alterada por rotagoes ao redor de qualquer eixo. De
fato, o operador (escalar) L? esta associado ao modulo
do vetor L, que é invariante por rotacoes. Os estados do
sistema quéntico serdao especificados portanto pelo mo-
dulo do vetor momento angular e por apenas uma de
suas componentes, por exemplo L.

Além disso, as relagoes de comutacao acima determi-
nam a quantiza¢cdo do momento angular, ou seja o fato
de que apenas certos valores sejam permitidos para as
componentes e para o médulo de L. Mais precisamente,
pode-se escrever a fungao de onda ¥ do sistema em ter-
mos das autofuncdes, ou autoestados, dos operadores L?
e L, correspondentes aos autovetores das matrizes as-
sociadas aos operadores. Ou seja, trata-se de um con-
junto de fungées (em comum para os dois operadores)
que nao se alteram sob agao desses operadores, exceto
pela multiplicagao por um valor constante, ou autova-
lor. Os autovalores referentes a L? e L, sdo indexados
respectivamente pelas constantes [ e m. Em particular,
considerando a Eq. , é facil verificar que as autofun-
coes de L, sao dadas pela expressao

D,,(¢) = exp (ime) , (24)
que de fato satisfaz a relagao

Ao mesmo tempo, utilizando as relagoes de comutagao e
impondo que a fungao que descreve o estado do sistema
nao se altere por uma rotagao de 360°, verifica-se que [ e
m podem assumir apenas valores inteiros. De fato, pelo
exposto acima, uma rotacao de 360° ao redor do eixo z
é produzida pelo operador exp (—27iL./h). Ao mesmo
tempo, a aplicacao desse operador as autofungoes D, ()
é equivalente a substituir L, pelo fator mh [ver a Eq.
]7 e portanto equivale a multiplicar a autofungao por
uma fase (i.e. um namero complexo de mddulo igual a
1) dada por exp (—2mim). Assim, o estado do sistema
permaneceré inalterado apos uma rotacgao (trivial) de
360° se essa fase for igual a 1, i.e. para valores inteiros
de m. Além disso, para cada valor fixo de [, temos
20 + 1 valores possiveis para as projegoes m, dados por:
—l, =l +1, ..., 1 =1, 1. Consequentemente, | devera
ser inteiro, e pode ser tomado positivo. Mencionamos
que, na verdade, o autovalor associado & aplicacao do
operador L2 & h2[(I +1). Ou seja, o modulo do vetor L,
i.e. in/l(1 4+ 1), correpondera ao valor maximo Al de sua
projegdo L, (como seria esperado classicamente) apenas
no limite de grandes valores de [, para os quais [+ 1 = [.

Em resumo, o sistema serad descrito pelos ntmeros
quanticos [ e m, associados respectivamente ao modulo
do momento angular e & sua componente L., com valo-
resl=0,1,2,...em=-l,—-l+1,...,1—1,1. Para
cada valor de [ temos um multipleto dado por 21 + 1
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estados, com mesmo valor para o moédulo de L, indexa-
dos por seus diferentes valores para a componente L.
Note que o nimero de estados em um multipleto corres-
ponde a degenerescéncia do ntimero quéantico ! (que fixa
o autovalor do operador L?).

C.2 Momento Angular Intrinseco

As regras descritas acima para o caso do momento an-
gular podem ser aplicadas também ao momento angular
intrinseco das particulas elementaresmo spin S [I]. Em
particular, as componentes de S obedecem a relagoes
de comutagao analogas as do momento angular orbital
L vistas acima. Portanto, as propriedades resultantes
dessas relagoes, como a quantizagao dos autovalores dos
operadores S? e S, serdo as mesmas que para o opera-
dor L. Temos aqui também, portanto, estados dados por
multipletos em que o médulo do spin —i.e. i\/s(s+ 1),
sendo s o0 andlogo do nimero quéntico [ acima— é cons-
tante. O multipleto associado a um valor s possui 2s+1
estados, associados aos valores possiveis da projecao S,
para s fixo. O mesmo vale para a degenerescéncia nos
multipletos de isospin (ver Subsecao : para um valor
do modulo de isospin dado por I teremos 21 + 1 estados,
correspondendo as possiveis projecoes I3 do isospin.
Note porém que no caso do momento angular intrin-
seco (de spin ou isospin) ndo ha uma correspondéncia
cléssicaﬁ como havia para o vetor L acima (dado por
r X p). Em particular, o nimero quantico s associado
ao mo6dulo do spin S (assim como o isospin I) podera
assumir valores semi-inteiros aléem de inteiros/”] o que
determina algumas propriedades peculiares do spin. Por
exemplo, o estado de uma particula com niimero quan-
tico de spin s = 1/2, como o elétron, ndo permanece
inalterado apdés uma rotagao de 360° de suas coorde-
nadas, mas serd multiplicado por um fator global —1.
De fato, usando o resultado descrito na segao anterior
com valores semi-inteiros de m, fica imediato verificar
que uma rotagao de 360° produz uma fase igual a —1.
Tal fator nao pode ser detetado diretamente, mas traz

67Esses resultados se aplicam da mesma forma ao spin isoto-
pico, ou isospin. Como descrito na Segdo [3.1] o conceito de spin
como representagdo de SU(2) foi generalizado (para a descri¢do
inicial de hadrons) a chamada simetria de isospin. Tal descricao,
claramente incompleta, serviu de inspiracdo para o esquema de
classificacdo introduzido mais tarde por Ne’eman e Gell-Mann,
que era baseado nas representagdes do grupo SU(3), levando em
conta tanto a simetria de isospin quanto a de hipercarga.

68Para ressaltar a diferenca entre momento angular L e spin
S, mencionamos que o segundo é muitas vezes definido como um
grau de liberdade interno da particula. Correspondentemente,
as “rotagoes” do spin S acontecem nesse espago interno e nao no
espaco tridimensional usual.

690bserve que, ainda assim, 2s+ 1 serd sempre um inteiro, como
2] 4+ 1 no caso do momento angular [ visto anteriormente. Isto é
necessario, ja que esses valores representam o namero de projecoes
possiveis ao longo de uma dada diregao.



consequéncias dramaticas para a diferenca de compor-
tamento entre particulas com spin inteiro e semi-inteiro,
como discutido nas Subsegoes 1] e [5.4]

Para ilustrar essa diferencga, vamos considerar a des-
crigdo de duas particulas idénticas de spin s. Sendo as
particulas idénticas, elas sao de fato indistinguiveis a ni-
vel quantico e, contrariamente ao caso cléssico, nao po-
demos saber qual particula ocupa qual posi¢do. Assim,
nos calculos (quanticos) devemos incluir a possibilidade
de trocar a posigao das particulas idénticas sem que a
descrigao se altere. Escolhendo como origem das coor-
denadas cartesianas do sistema o ponto mediano entre
as duas particulas, vemos que a troca de uma particula
com a outra é equivalente a uma rotagao de 180° nas co-
ordenadas das particulas, por exemplo ao redor do eixo
z. Como explicado acima, tal rotacdo gera um fator
de fase exp (—mim) para cada particula ou, equivalen-
temente, uma fase total de exp (—2mim) para o sistema
de duas particulas. Assim, se m possui valores inteiros,
essa fase é igual a 1 e o sistema é simétrico pela troca
das duas particulas. Por outro lado, se m é semi-inteiro,
esta fase é igual a —1 e o sistema é dito antissimétrico
pela troca das duas particulas, j4 que sua autofungao
sofre inversdo de sinal sob a troca. A associacdo de
um estado antissimétrico ao sistema de duas (ou mais)
particulas idénticas de spin semi-inteiro determina que
tais particulas —chamadas de férmions— nao possam
ocupar estados individuais idénticos. Esse resultado é
a base do Principio da exclusido de Pauli (ver Subsegao
5.4). Uma ilustracdo dessa propriedade pode ser vista
mais abaixo, na Subse¢ao[C.4] para estados de duas par-
ticulas idénticas de spin 1/2, considerando-se a contri-
bui¢ao da parte de spin para a fungao de onda total. De
fato, temos (por construgao) que apenas no estado simé-
trico (estado tripleto) as duas particulas podem assumir
a mesma componente de spin. Pelo contrério, na combi-
nagao assimétrica (estado singleto) os dois spins devem
necessariamente apresentar componentes opostas.

C.3 Atomo de Hidrogénio

Claramente, na discussao acima, nao houve a necessi-
dade de invocar a teoria de grupos. Por outro lado,
vimos que as relagoes de comutagao associadas ao mo-
mento angular no caso quantico [ver a Equagao ]
sao eratamente as relacoes entre os geradores das ro-
tagOes infinitesimais, que determinam a algebra para a
representacao do grupo SO(3) por matrizes ortogonais
3x 3. Em particular, o gerador de rotagbes infinitesimais
ao redor do eixo z pode ser identificado com L,. As-
sim, apenas pela anélise de teoria de grupos poderiamos
saber de antemao, por exemplo, os nimeros quanticos
permitidos para o momento angular L de um sistema
com simetria rotacional, e poderiamos associar os es-
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tados fisicos desse sistema as representacoes do grupo
das rotagoes. De fato, a linguagem de transformagoes
de simetria é tao poderosa que a simples observacao de
que um problema com potencial central —i.e. no qual a
forca depende apenas da distancia r da particula até a
origem, e nao da posigao dela— possui simetria esférica
(i.e. simetria por rotagao) permite a determinagao da es-
trutura dos niveis quanticos de energia para o sistema.
Uma ilustragdo disso para o dtomo de hidrogénio é feita
a seguir [9] [19].

Para tanto, relembremos que as possiveis energias F
de um sistema fisico, descrito pela hamiltoniana H, sao
dadas pela aplicagao da hamiltoniana as autofungoes de
H, ie. fungoes ¥ para as quais vale H |¥) = E|¥) .
Portanto, a acao do operador H sobre o autoestado ¥
(representado na notacgdo usual de mecénica quintica
por |¥)) é multiplicar o estado por sua energia E. No
caso geral, o estado quéntico do sistema é dado como
combinagao linear de autofungoes de H e podemos cal-
cular a probabilidade de achar, em uma medida experi-
mental, um dos possiveis valores de energia E. Para o
atomo de hidrogénio, a hamiltoniana é dada pelo termo
cinético p? /2m,. (onde m, representa a massa do elé-
tron[| que ¢ essencialmente a massa reduzida do sis-
tema) e pelo termo potencial de intera¢do coulombiana
entre o préton e o elétron. Pode-se verificar que esta ha-
miltoniana comuta com os trés geradores das rotagoes
(Lz, Ly e L.). Logo, o operador R associado a qual-
quer rotagao —obtido pela exponencial de combinagoes
lineares dos geradores do grupo— também comuta com
a hamiltoniana, i.e. HR = RH. Dessa forma, o estado
quantico “rodado” R|¥) do sistema tera a mesma ener-
gia que o estado original |¥) [ver Eq. acimal. Isto
implica que os estados quénticos do sistema serao da-
dos por fungoes radiais (i.e. que dependem apenas de
r) multiplicadas por fungoes angulares, dadas por re-
presentagoes irredutiveis do grupo SO(3). Essas fun-
coes sao indexadas pelos numeros quanticos [ e m vistos
acima. As autofungoes do problema, obtidas pela multi-
plicagao das partes radial e angular, podem ser escritas
portanto como ¥, ; ,, onde n é o ntimero quantico as-
sociado & parte radial. Note que, em principio, apenas
estados com mesmo valor de [ sao degenerados, i.e. tém
a mesma energia. No entanto, no caso do atomo de
hidrogénio, estados de [ diferente podem ter a mesma
energia, se tiverem o mesmo valor de n. Essa degene-
rescéncia adicional esté relacionada ao operador excen-
tricidade |18, [136], que é o anilogo quantico do vetor de
Runge-Lenz. Em particular, pode-se demonstrar que a
conservagao desse operador no caso do atomo de hidro-

"0ONossa descricio da evolugdo do sistema é feita para o movi-
mento do elétron apenas, ja que o préton é muito mais massivo e
pode ser considerado em repouso.



géniﬂ amplia a simetria SO(3), devida ao momento
angular, para uma simetria SO(4). Esse grupo possui
dois operadores de Casimir. Logo, é de se esperar que
os estados do a4tomo de hidrogénio com a mesma ener-
gia (multipletos) possam ser classificados usando dois
ndameros quanticos (i.e. I e m).

Vale ressaltar que uma descricao mais completa dos
niveis de energia do a&tomo de hidrogénio deve incluir os
efeitos relativos ao spin do elétron. Tais efeitos surgem
levando-se em conta interagoes adicionais no sistema,
e.g. a interagao do spin do elétron com o campo mag-
nético produzido pela “rotagao” do préton vista no re-
ferencial do elétron, o chamado efeito spin-drbita. Este
efeito elimina a degenerescéncia no nimero quéntico [,
i.e. neste caso as energias do atomo de hidrogénio de-
pendem de n e de [ [19].

C.4 Representagoes para Spin 1/2

As propriedades associadas ao spin do elétron podem
ser obtidas, de forma analoga ao procedimento acima, a
partir das representagdes do grupo SU(2) [9]. Em par-
ticular, temos dois autoestados para a componente S,
(analogo a L. acima) do operador de spin 1/2, com auto-
valores +h/2 e —h/2. Tais estados correspondem a spin
“para cima” e “para baixo” em relagao ao eixo z e podem
ser escritos como vetores unitarios, respectivamente

0
(1)
Isso significa que o estado do sistema de spin 1/2 sera
uma “mistura” dos dois possiveis autoestados x4 e x_,
i.e. uma soma dos dois vetores, com coeficientes ¢4+ com-
plexos: ¢t x+ + c— x—. Uma medida experimental do
spin ao longo do eixo z darda +h/2 ou —#//2 com proba-
bilidade dada em termo@ dos coeficientes c4+. A ope-

ragao de simetria por rotagao dos spins é gerada pelas
chamadas matrizes de Pauli
(1 0
bl UZ_ 0 71 bl

n(§ 1) (0§
(27)

geradores do grupo SU(2) de matrizes 2 x 2 complexas
unitarias. As componentes do operador S podem ser
identificadas com as matrizes acima multiplicadas pelo
fator /2. Em particular, a componente S, associada

(26)

0 1
10

71 Ao contrario da conservagao do momento angular, que acon-
tege para todos os potenciais com simetria de rotagao, a conser-
vagao do operador excentricidade é uma propriedade exclusiva do
potencial coulombiano. Assim, ndo se aplica a &tomos com mais
de um eletrén, ou quando se consideram corregoes relativisticas
para o atomo do hidrogénio.

72Em geral considera-se uma combinacdo linear normalizada,
i.e. com |c4|%2+|c—|? = 1, de forma que as probabilidades de uma
medida dar +%/2 ou —/i/2 serdo respectivamente |c+|2 e |c—|?.
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a reflexao em relagao ao eixo z, é obtida de o,, cujos
autovalores sao 1 e —1, associados aos autoestados x.t
e x_ introduzidos acima. Da mesma forma, as relagoes
de comutacao entre as componentes de S seguem das
relagOes para as matrizes 0. Como esperado, essas rela-
¢Oes s30 as mesmas que para o momento angular L [ver
Eq. ], j& que a algebra do grupo SU(2) é a mesma
que a do grupo SO(3). Consequentemente, as represen-
tagoes de SU(2) sdo também representagoes de SO(3),
mas com valores duplos no caso de spin semi-inteiro. [A
cada elemento de SO(3) serdo associados dois objetos
da representacao de SU(2), com sinais opostos.] Pode-
se também verificar que o operador

h2

S2
4

(28)

S E R )
é proporcional a matriz identidade. Logo, esse operador
comuta com os geradores do grupo, i.e. as trés matri-
zes de Pauli, e é, de fato, o tnico operador de Casimir
do grupo SU(2). (Da mesma forma, o operador L? ¢é
o tunico operador de Casimir do grupo SO(3), estando
relacionado & conservacao do momento angular, como
visto acima.)

Vejamos agora como podem ser obtidas representa-
¢oes de ordens mais altas a partir de combinagoes de
objetos na representagdo fundamental [134], no caso do
spin 1/2. O resultado da adi¢ao de dois momentos angu-
lares de spin 1/2, por exemplo a combinagao dos spins de
dois elétrons, € um operador vetorial com as mesmas re-
lagGes de comutagao dos spins individuaism como pode
ser visto escrevendo as somas para as componentes z, y,
z. Os numeros quénticos associados ao novo operador
sao obtidos de maneira simples, a partir dos valores per-
mitidos para suas componentes. Por exemplo, a soma
das componentes S, para os dois spins pode assumir os
valores —1, 0, 1 (j4 que cada uma delas vale +1/2 ou
—1/2). Como tinhamos quatro combinagbes possiveis
dos autoestados x4 e x— de cada elétron, temos uma
representacao de dimensao 4, que serd agora indexada
pelos autovalores do spin total, cujo autovalor s pode
ser 0 ou 1, j4 que sao esses os valores do “modulo” do
spin que correspondem as projegoes possiveis. Em par-
ticular, o caso s = 0 corresponde a uma tnica projecao
possivel, m = 0, e o caso s = 1 a trés projegoes, —1, 0, 1.
Vemos portanto que os autoestados serao quatro, como
esperado. Em outras palavras, a partir da combinagao,
ou produto direto de duas representagoes de dimensao 2,
obtivemos uma representagao de dimensao 4, soma di-
reta de representagdes irredutiveis, de dimensoes 1 (no
caso s = 0) e 3 (caso s = 1). Isso é geralmente repre-

73Este resultado se aplica a qualquer soma de momentos angula-
res e de spin e, em particular, ao momento angular total J = L+S
de um sistema de particulas interagentes.



sentado simbolicamente como

292 =1@3. (29)

A representacao resultante é associada ao operador ob-
tido pela soma dos spins, e seus autoestados serao dados
por combinagoes dos autoestados individuais x4 e x—
para cada elétron. Por exemplo o estado com projecao
S, méaxima (presente no caso s = 1) corresponde a ter
os dois spins no autoestado x4, e pode ser representado
por x+(1) ® x4+(2). O caso de projegdo —1 é analogo,
e corresponde a x_(1) ® x—(2). Ja o caso de projegao
0, presente tanto para s = 1 quanto para s = 0, en-
volve combinagoes de x4+ (1) @ x—(2) e x— (1) ® x+(2), ja
que essas duas configuragoes possuem projecao S, igual
a zero. Mais precisamente, a combinacdo referente ao
caso s = 1 é dada por

[+ @x-2) + x-(Wex+2)]/vV2,  (30)
enquanto que o caso s = 0 corresponde a
[x+(ex-(2) = x-(ex+2)]/V2. (1)

Podemos notar que os trés autoestados relativos a s = 1
tém a propriedade de simetria por troca dos spins, i.e.
trocando-se o estado da particula “1” pelo da particula
“2” nas expressoes acima. O caso s = 0, por sua vez, é
antissimétrico em relagdo a essa operacao, ou seja fica
multiplicado por um fator —1. As trés combinagoes re-
ferentes a s = 1 formam o chamado tripleto e a referente
a s = 0 é chamada de singleto.

O procedimento demonstrado acima, para obtengao
das representagdes de singleto e tripleto do grupo SU(2)
através da soma de dois spin 1/2, pode ser estendido ao
caso de um namero arbitrario de objetos (utilizando-se
os chamados coeficientes de Clebsch—Gordan). Vale re-
lembrar (ver Apéndice que, para os grupos SU(N),
todas as representagoes irredutiveis (de grau finito) po-
dem ser construidas a partir de produtos tensoriais das
representagoes fundamentais. No caso SU(2) aqui consi-
derado, ha uma tnica representagao fundamental, dada
pelas matrizes 2 x 2 unitarias e de determinante igual
a 1. Assim, o método ilustrado acima, baseado no pro-
duto direto da representagdo fundamental de SU(2) —e
subsequente simetrizagdo (como no caso do tripleto) e
antissimetrizagao (como no caso do singleto) no espacgo
produto [36] 55, 132]— permite obter todas as represen-
tagoes irredutiveis (de grau finito) desse grupo.

C.5 A Algebra de Lie do Grupo SU(N)

Como explicado acima, os geradores T} para o grupo de
Lie SU(N), que constituem uma base para a correspon-
dente algebra de Lie, sdo dados (na representacao funda-
mental) por N2 — 1 matrizes independentes N x N, her-
mitianas e com trago nulo. O caso mais simples N = 2
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foi descrito na secao anterior, onde foi mostrado que os
geradores T}, sdo dados pelas trés matrizes de Pauli [ver
Eq. ] E interessante que o caso SU(2) pode ser facil-
mente generalizado para todas as algebra de Lie SU(N).
Em particular, no caso N = 3, podemos considerar as
oito matrizes de Gell-Mann. As primeiras trés delas sao
uma simple extensao das matrizes de Pauli para o caso
3 x 3, sendo dadas pelas expressoes

010 0 —i 0
M=[1 0 0], xn=[i 0 0 (32)
00 0 0 0 0

€
1 0 0
X=[0 -1 0 (33)
0 0 0

Além da matriz A3 ha também, entre as oito matrizes
de Gell-Mann, uma segunda matriz diagonal:

1 0

As=——
V3

1 0
0 1 (34)
0 0 -2

De fato, sendo que o posto do grupo SU(3) é igual a
2, sabemos que dois geradores do grupo SU(3) devem
comutar entre si, como é o caso das matrizes A3 e As.
As restantes quatro matrizes sdo também uma extensao
ao caso 3 x 3 das matrizes de Pauli o, e 0y, sendo dadas

pelas expressoes

00 1 00 —i
M=[0 00, x=[00 o0 (35)
100 i 0 0
e
000 00 0
=00 1], »»=[0 0 —i (36)
010 0 i 0

Note que, usando A3 e A\g, podemos construir as matrizes

10 0
Shs + A
)\+:%: 00 0 (37)
00 -1
€
00 0
As — A
L:%: 01 0 (38)
00 -1

e que os conjuntos de matrizes (g, A5, At) e (Ag, A7, A_)
sao de novo uma 6bvia extensao das trés matrizes de
Pauli ao caso 3 x 3.

O caso geral SU(N) pode ser construido da mesma
forma. Para isso é suficiente considerar as matrizes F;;,
que sao matrizes N x N com todos os elementos nulo,



com excecao do elemento da linha ¢ e da coluna j, que
é igual a 1. Logo, podemos definir as matrizes (ver, por
exemplo, o Apéndice A.1 da Referéncia [137])

Ti‘} = Ej; + By (39)

T = —i(Ey — Ej) (40)
9 J

i — ‘/ Ey — jE; 1 . (41

i l(l—|—1) ; 1 J Lj41,54+1 ( )

Note que as matrizes 7}, com i < j, sdo N(N —1)/2
matrizes reais e simétricas, como as matrizes A1, Ag4 e Ag
acima. Ao mesmo tempo, as matrizes Ti‘z», com i < j,
sao N(N —1)/2 matrizes puramente imaginarias e anti-
simétricas, como as matrizes Ao, A5 € Ay acima. Enfim,
as matrizes Tjdj, com j < N, sao N — 1 matrizes reais e
diagonais, como as matrizes A\3 e A\g acima. Assim, no
total, temos N2 — 1 matrizes hermitianas, linearmente
independentes e com trago nulo, que podem ser usadas

como geradores do grupo de Lie SU(N).
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