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Notas de Aula: Parte 5

Ferramentas Matriciais para classificacio de pontos fixos de
sistemas dindmicos

Considere o sistema onde J € a matriz linear ou linearizada:

x=Jx

*

Pontos fixos 2 x

*
N

A — autovetor associado a x
det(J - L I) = 0 > achar os A‘s (autovalores) e dire¢des (autovetores)
Caso bidimensional

[ 2
A, = —Ir+ 2T 4 T ¢é o trago de J* e A é o determinante de J*

* A<0 — A;, sdo reais e tém sinais opostos = ponto de sela instavel

* A<0 e (T2 -4 A)> 0 — A sdo reais e t€ém 0 mesmo sinal
- T'>0 — nd instavel
- T'<0 — nd assintoticamente estavel

« A>0 e(T*-4A)<0— Apsdo complexos conjugados
- T'>0 — foco instavel
- T'<0 — foco estavel
= T'=0 — centro (estavel em sistema linear)
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Teorema das variedades hiperbdlicas

N

Definigoes: Seja % = ;‘(;) onde f ¢ um campo vetorial de classe 7 (r-vezes
t

diferenciavel) . P* ¢ um ponto de equilibrio e J* ¢ a matriz jacobiana linearizada
calculada em P*

Os autovalores de J* sdo complexos. Classificamos os autovalores em 3 grupos:

* A€o, se Re(L) <0 — n.€ o nimero de autovalores L e,

* L ecg, se Re(L) >0 — n; € o numero de autovalores A €0,
* L eco, se Re(A) =0 — n.¢é o numero de autovalores A €,

- O subespago gerado pelos autovetores A e, € 0 subespago estavel E ©
- O subespago gerado pelos autovetores A €, é o subespago instavel E *

- O subespago gerado pelos autovetores A e, ¢ o subespaco central £ ¢

Solugoes € E ¢ — decaimento exponencial
E ' — crescimento exponencial

E ¢ — estabilidade neutra



Obs 1. n.+n; +n.=n ¢é igual a dimensdo do sistema
Obs 2. O Teorema de Hartman-Grobman sé vale se n.=0

Variedade Diferenciavel

E toda solucdo real e continua de um sistema ndo-linear. Seja um sistema
dindmico definido por n equagdes diferenciais autonomas. Um conjunto S de pontos do

N
espaco de fases n-dimensional ¢ uma variedade invariante local. Se para xo € S, a

solugcdo x(z) ¢ tal que x(0)=xo estd em S para | | < T com 7>0. Se isso ¢ valido,

entdo para 7' — oo entdo S € uma variedade invariante.
E°,E' eE °sdo variedades invariantes

Em sistemas autonomos toda trajetoria ¢ um conjunto invariante. Uma variedade imersa
em um espago de fases de dimensdo n ocupa uma regido de dimensao no mdaximo igual
an-1.

Variedades diferenciaveis — em 2D sdo curvas 1D
— em 3D sdo superficies 2D
— em 4D sdo volumes 3D

— em n dimensdes sdo hipervolumes (n-1)-dimensionais

Teorema das Variedades hiperbdlicas
A. Kelley, 1967

Existe uma unica variedade estavel w* tangente em P* ao subespacgo E° e esta
variedade ¢ de classe . Existe uma tnica variedade instavel w* tangente em P* ao

subespago E° e esta variedade é também de classe 7.
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Teorema de Hartman-Grobman + Teorema das variedades hiperbélicas

Se P* é um ponto de equilibrio hiperbolico
» w'e E° se tangenciam em P*
« w'e E' se tangenciam em P*

Na vizinhanga deste ponto o sistema ndo-linear e a versdo linearizada sdo

topologicamente equivalentes

... e quando Re(\)=0 ?

Teorema da variedade central

N

Seja 0;—; = f(x) onde f ¢ um campo vetorial de classe 7. P* ¢ um ponto de

equilibrio e J* ¢ a matriz jacobiana linearizada calculada em P* . Se existe um , entao
existe uma variedade central w* tangente ao subespago E “ em P* . Entretanto esta
variedade ¢ de classe 7-/ € ndo necessariamente Unica. Particularmente, se f ¢ de
classe infinita é possivel encontrar uma variedade central de classe » para qualquer
finito.

Estabilidade de P* & Teoria da variedade central, teorema de Carr, etc...



Ciclos Limite

Teorema de Poincaré-Bendixon:

Seja D um dominio finito que ndo contém pontos estacionarios e do qual trajetorias nao

partem. Entdo D contém um ciclo limite.

Critério de Bendixon:

Sejam,

x=[(x,)
v=2g(xy)

of og . ,. : N : - ~
Se g + 6_g nao ¢ identicamente nula e ndo muda de sinal em um dominio D, entdo a
X Y

equacdo diferencial ndo apresenta orbitas fechadas em D.
Exemplo: Sistema de Van der Pol

Considere um oscilador harmonico simples:

Se colocarmos um termo de atrito proporcional a velocidade:

x=—x-bx > x+bx+x=0
Onde b ¢ o coeficiente de atrito. Quando b<0 este termo tem o efeito de amplificagao,
ou seja, fornecimento de energia. Quando b>0 tem o efeito de amortecimento, ou
dissipacdo de energia.
Van der Pol (1922)

x+p(x> =D x+x=0

x*>1— amortecimento x°<1— amplificago
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Deve haver um ciclo em que a energia
dissipada e a energia ganha se

equivalem em um periodo

Passando para variaveis de estado:

x=f(x,y)=y
v=g(x,y) =—p@x> -1y -x

Ponto de equilibrio (0,0)=P*

A equagao,

of  og 2
A -1
o o px” -y

sOseanulaemx==+1.

0<u<2 — P* ¢ um foco instavel
p>2 — P* ¢ um no instével
-2<u<0 — P*¢ um foco assintoticamente estavel

u<-2  — P* ¢ um no assintoticamente estavel



Classificagdao de P* de acordo com o valor de p

\%

no estavel -2 foco estavel 0 foco instavel 2 no instavel

né Péndulo no
improprio Simples improprio
estavel instavel




