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Ezemplo 1
Sistema de Van der Pol
i = y=flz,y,n
) = —u(@® = 1)y~ =g(z,y,p)
Vimos que p é um parametro do qual o comportamento dinamico do sis-
tema depende; p é chamado de parametro de controle.
Ezemplo 2
Em um oscilador harmonico amortecido, o amortecimento b e a frequéncia
de oscilacao wy sao parametros de controle.
T = Yy = f<x>yvb7w())
) = _by_wg‘r:g(xﬂy7buw0)
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Voltando ao exemplo do sistema de Van der Pol e simplificando a notagao:

T = y:fu($vy)
) = —p(a® =1y -z =gu(r,y)
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Figura 1: Pontos fixos do sistema de Van der Pol de acordo com o parametro p

O sistema é estruturalmente estavel em p < —2, -2 < u < 0,0 < pu <
2,1 > 2, em cada um desses intervalos todos os retratos de fases obtidos em
funcao de u sao topologicamente equivalentes.

Quando p = —2,4 = 0 ou pu = 2, chamados de valores criticos do
parametro de controle, o sistema nao é estruturalmente estavel pois uma
pequena perturbagao em g implica em mudancgas qualitativas no retrato de
fases. Dizemos que para esses valores de p o sistema dinamico sofre uma
bifurcacao (andlogo as transigoes de fase em mecanica estatistica).

Caos em sistemas dinamicos «— Bifurcagoes

Bifurcagoes de codimensao 1
Um parametro é variado para produzir a bifurcacao

Bifurcagao Sela n6 (bifurcacao tangente)
Mecanismo basico de criagao ou destruicao de um par de pontos fixos.




Bifurcagao

e retrato de fases muda qualitativamente

e novos pontos fixos podem aparecer

e pontos fixos podem desaparecer

e pontos fixos estaveis podem tornar-se instaveis e vice-versa

exemplo

Considere a equacao:

Achando os pontos fixos:
w—a?=0
S6 existe solucao real para pu > 0
e para =0 — 2* é solugao
e para p > 0 — " = &, /i sao solugoes

O ponto onde as solugdes comeagam a existir (neste exemplo z = 0, = 0) é
chamado de ponto de retorno (turning point)
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Figura 2: Pontos fixos fixos em fungdo de p. x = 0, = 0 é um turning point

A estabilidade dos pontos fixos é obtida investigando-se o sinal de %
calculado em x*. Nesse caso g—z = -2z



e para r = /[, g_z|\/ﬁ < 0 — assintoticamente estavel

e para r = —,/, g—‘5|\/_7 > () — instavel

X
{ 1 l no lestdvel}

B

\\

ﬁi Thel .
]l Vo selg {instdvel}
a

¢

1

Figura 3: Diagrama de bifurcacdo do sistema & = pu — 22 . Bifurcacio sela-né

Bifurcagao transcritica

Dois pontos fixos existem para todos os valores de um parametro, entre-
tanto para g = u. as estabilidades desses pontos sao trocadas.

Ezxemplo 3

Achando os pontos fixos:

Encontrando a estabilidade dos pontos fixos:

9
ox a v
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— para pu < 0 — estavel
— para p < 0 — instavel

* oz _
o 5 — Bl = —p

— para u < 0 — instavel

— para u < 0 — estavel
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Figura 4: Bifurcacdo transcritica

Bifurcagao de forquilha

Simetria : Um par de pontos fixos de mesma estabilidade aparece ou desa-
parece simultaneamente quando p = p.

Ezxemplo 4:

&= px — a°

Neste caso a simetria do problema estda em que & é invariante pela mudanga
de varidveis r — —x
Os pontos fixos sao x7 = 0 e x5 3 = +,/1 que existem para p > 0



Encontrando a estabilidade dos pontos fixos:
af |
Or '™
Que ¢é estavel para p < 0 e instavel para p > 0
of
ox
of
ox

* X 4 ]
x5 53 sao estaveis para p > 0.
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Figura 5: Bifurcagao em forquilha (supercritica)

Exemplo 5
&= px + 2

Os pontos fixos sao z7 = 0 e 3 3 = +/—p que existem para p < 0

of _ 2
8_ZE_ +3J}

Encontrando a estabilidade dos pontos fixos:

of . _
8xmf_u
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Que é estavel para u < 0 e instavel para y > 0

of
—_— |k = 2
of
—_— |k = 2

T3 5 sdo instdveis para > 0
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Figura 6: Bifurcacdo em forquilha (subcritica)

Condicoes para ocorréncia de bifurcagcao

Seja um sistema dinamico & = f,(x) em que z* é ponto fixo.

fu<x>’x=x* =0

(1)

A — autovalor associado a equacao linearizada — A se anula para u = .

A= @)= ) = 0
ox
As equacoes 1 e 2 sao condicoes necessarias mas nao suficientes.

Ezemplo 6

(2)



Nesse caso as condigoes 1 e 2 sao satisfeitas, porém o ponto de equilibrio
¢ tnico e assintoticamente estavel. Por isso devemos procurar condigoes
adicionais.

fu(x*) =0—pu= :u(x*)
of of op
ox* +8u0x* =0




