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Notas de Aula - Parte 7

Bifurcacao de Hopf

E responsavel pelo aparecimento de ciclos e comportamentos oscilatérios.
A cada bifurcacao de Hopf uma nova frequéncia aparece no sistema. Seja o
sistema de equacoes

Ty = =2 + 21 (0 — 2] — 23) = fu(w1, 22) (1)
Ty = Ty + Ta(p — 2T — 23) = gu(21,22)

Em que P* = (0,0) e
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Os autovalores de J avaliada no ponto fixo P* sao A = pu £

e Para u < 0 — P* é assintoticamente estavel

e Para > 0 — P* ¢é instavel



Usando a transformacao

r1 = rcost
To = rsend

De (1) e (2) e usando a regra da cadeia temos que

£y = icosh —rfsen = —rsen + rcosf(p — r?) (3)

Iy = rsend + rfcost = rcosd + rsenf(p — r?) (4)

Multiplicando (3) e (4) por cosf e senf respectivamente, e usando que
sen?0 + cos?0 = 1 obtemos um novo sistema de equacoes diferenciais em
termos das variaveis r e 6

ro= r(p—17) (5)
6 = 1 (6)

Para p > 0 existe uma orbita periddica de raio r* = \/u. Em p. = 0 ha
troca de estabilidade estrutural pois para g < 0 a solucao assintoticamente
estavel é um ponto de equilibrio e para p > 0 é um ciclo limite. E. Hopf(1942)
estabeleceu as condigoes para ocorréncia desse tipo de bifurca¢ao num sistema
n-dimensional *.A bifurcacao de Hopf é caracterizada pela existéncia de um
par de autovalores puramente imaginarios no ponto de bifurcacao

Para o sistema (5) e (6) os autovalores sao A\; 2 = p £ 4 e valor critico do
parametro ¢ p. = 0. Em qualquer bifurcacao de Hopf para pi — e, 7* ~ /1

Bifurcacao de Dobra Ciclica
Seja a equacao de Duffing

X 4+dX 4+ X + aX? = fcos(wt) (7)

Que representa um sistema massa-mola com atrito e forcado, para o qual «a, f
e d sao fixos e w é o parametro de controle. X é a amplitude de oscilacao no
estado estacionario quando ¢t — oc.

*Poincaré(1892), Andronov(1929) estudaram esse mesmo mecanismo de bifurcagao



Figura 1: Bifurcacao de Hopf supercritica

X(w) é uma fungao resposta lisa exceto nos pontos P e  onde ocorre
a bifurcagao de dobra ciclica e ha o surgimento de histerese devido a
coexisténcia de atratores.

Bifurcacao Flip ou Duplicacao de Periodo

Em fluxos é necessario um sistema de no minimo 3 dimensoes para que
ocorra bifurcacao flip. Tanto a bifurcacao flip quanto a em forquilha sao ca-
racterizadas pelo surgimento de 2 ramos (estdveis) apds a bifurcac¢ao, porém
na bifurcagao em forquilha o sistema é atraido a um dos ramos de acordo com
a condicao inicial, enquanto que na bifurcacao flip o sistema de fato oscila
entre os dois ramos caracterizando duplicacao do periodo.

A bifurcacao flip é supercritica quando ha o surgimento de dois ramos
estaveis e subcritica quando aparecem ramos instaveis.

Exemplo 1:
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Figura 2: diagrama de bifurcagao do sistema de Duffing

O sistema de Duffing sofre bifurcagao flip com relagao ao parametro w.
A equagao de Duffing (7) pode ser escrita como um sistema 3D. Fixando os
valores d = 0.2, a=1e f > 22
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y = —0.2y—2—2°— fcos(wz)

Exemplo 2:

O mapa logistico

Tny1 = Tpp(l — 2p,)

sofre n bifurcagoes flip, (que configura uma cascata de duplicagao de
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bifurcacdo de duplicacdo de
hopf periodo

ponto fixo orbitade érbitade 0
H 1 periodo T H 2 periodo 2T H

Figura 3: Diagrama esquemadtico: o sistema sofre um bifurcagao de Hopf e em seguida uma
duplicagao de periodo, surgindo um 6rbita de perfodo 2T (faixa de Mdebius)

periodo) levando de periodo T" a um periodo 2"T. No mapa logistico uma
sequéncia infinita de bifurcagoes flip leva ao aparecimento de caos.

Bifurcacao de Neimark ou Bifurcacao Secundaria de
Hopf

Seja o sistema
&= F(r)
que apresenta um ciclo limite para p = .

e para it = ji, O sistema é localmente dissipativo

e para u — [, ¢ localmente conservativo



Figura 4:

e para ft > [ apresenta "amortecimento positivo’nas vizinhancas do
ciclo limite

Neimark:

Aparecimento de uma nova frequencia fy. Se f; e fo forem comensuraveis
a Orbita se fecha a cada jf—f oscilagoes (" phase locking”).



