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Notas de Aula - Parte 9

Secao de Poincaré

Considere o sistema dinamico autonomo:

jj = fu(maywz)
¥ =gulz,y,2)
Z. - h#(x7y7z)

Supondo que o sistema apresenta como atrator um toro 72 para algum
valor do parametro de controle u o retrato de fases do sistema é apresentado
na figura 1A

Cada vez que o fluxo cruza o plano z=0, com Z < 0, marcamos um ponto
(figura 1B)

Podemos encontrar funcoes F), e G, tais que

Tp41 = F,u,(-rna yn>
Ynt1 = Gu(xmyn>

Se o fluxo ¢, é liso (classe C" ) entdao F e G definem um mapa liso com
uma inversa lisa, ou seja, um difeomorfismo.
A 6rbita do mapa é a sequéncia de pontos (z;,y;) definida por F e G a
partir das condigbes iniciais (xg, o), em geral, para n dimensoes
Tiv1 = Fu(z3)

Os mapas também sao chamados de equacoes de diferengas



Segdo de Poincaré plano z=cte

VY
orbita A N‘ y P,

7 kvl
, X
'
i
/
§ L
— ! X

Figura 1: Secao de Poincaré

Mapas podem ser obtidos da secao de Poincaré de sistemas
continuos (fluros) ou de sistemas naturalmente discretos

Exemplo 1: Secoes de Poincaré consecutivas

Seja um toro T? com frequéncias incomensuraveis. Se tomarmos a secao
de Poincaré (plano) obtemos um ciclo limite (2D) , se novamente tomarmos
uma se¢ao de Poincaré do ciclo limite (reta) obtemos um ponto fixo (1D)
(Figura 2).

Exemplo 2: Mapa logistico
No modelo de dinamica populacional de Malthus o nimero de individuos N
¢é descrito pela relagao

dN
— ~rN
a

o que é pouco realista uma vez que N — oo quando t — oo. Velhust (1838)

propoe um modelo melhor o qual considera que o alimento e o espago fisico
ocupado pela espécie sao finitos

vy = N oy (1 _ ﬂ) (1)
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Figura 2: Secoes de poincaré consecuticas do Toro T2

F(N) é a fungao logistica de Velhust. A forma integrada da equagao acima é

NO K €rt
N(t) =
( ) N+N(](€Tt_1)
em que lim; o, N(t) = K é o numero méximo de individuos. Fazendo a
tranformacao
N(t)

=%

temos que
dx(t)
=rx(t)(l —z(t
2 = () (1 (1)
Podemos ainda discretizar e simplificar a equagao acima. Tomando At
fixo (de 1 ano por exemplo) obtemos a equagao do mapa logistico

Tpy1 = pn (1 — 2,) (2)
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Figura 3: Mapa logistico

Figura 4: Diagrama de bifurcacdo do mapa logistico & esquerda e sua ampliacdo para
intervalo 3.4 < p < 4 a direita.



