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Notas de Aula - Parte 16

Emaranhados Homoclinicos e Dimensoes de um
Atrator

Além dos quatro tipos de conexoes transversais heteroclinicas entre as
variedades de pontos de sela 3D, existe um outro tipo de conexao entre
variedades em 3D. E a conexao entre a variedade instavel de um ciclo-sela com
a variedade estavel deste mesmo ciclo-sela, neste caso chamada de conexao
homoclinica. Analogamente com o que ocorre para trajetorias heteroclinicas
a proxima vez que o fluxo cruzar a secao de Poincaré o farda em um novo
ponto homoclinico H*. A conexao entre os pontos homoclinicos também
deve levar em conta que as variedades sao continuas. O mesmo acontece se
olharmos para o passado do ponto H, em H~, H ~...(figura 1)

Assim, o comportamento das trajetorias é uma aproximagao assintética
na dire¢ao da variedade estdavel nao emaranhada, seguida de um periodo de
movimento cadtico dentro do emaranhado, finalmente escapando na dire¢ao
da variedade instavel nao emaranhada. O emaranhamento homoclinico é um
modelo para o Caos transiente.

Dimensoes de um atrator.

A dimensao de um conjunto de pontos é o nimero minimo de coorde-
nadas necessarias para localizar cada ponto do conjunto. Uma curva é uni-
dimensional porque cada ponto é determinado por um tnico nimero que é
o comprimento do arco medido a partir de algum ponto de referéncia fixo



Figura 1:

nesta curva. Seja um conjunto de pontos A num espaco de fase de dimensao
n. Esse conjunto de pontos pode ser coberto por hipercubos iguais de lado €
A idéia de dimensao pode ser ilustrada como

que sugere uma lei de escala

1
log N (€) :10g0+dlog( )

€



logN(e)  logC d

log ()  log (%)

Se € — 0, log%—>oo
Kolmogorov definiu dimensao de contagem de caixas Dy como:
log N (e
Do = lim 28V
0 log ()
onde N (e) é o nimero minimo de hipercubos idénticos de lado € necessario

para cobrir todo o conjunto de pontos A. Dy também é conhecido como di-
mensao de capacidade.

Exemplo 1
Calcule a dimensao de um segmento de reta de comprimento L.

e n=0: 1 segmento de comprimento L — N(e) =1,e=1L

[
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e n=1: 2 segmento de comprimento £ — N(e) =2,

N ST

e n=2: 4 segmento de comprimento £ — N(e) =4 ,¢

e n: 2" segmentos de comprimento & — N(e) =4 ,e =

log 2™ log 2™
Dy = lim%: lim:g—:
n—oo log = n—oclog2" —log L
Exemplo 2 Dimensao de um quadrado de rea L?
e 1 caixa de lado L
e ¢? caixas de lado %

e ¢* caixas de lado q%

e ¢*" caixas de lado #
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Figura 2:



1 2n
Dy = lim —84_ _ 9

T
n—oo log -

Ezxzemplo 3: Conjunto de Cantor (figura 2)

log 2"  log2
Dy = lim —82 _ 9

— = =0.63
n—oco log 37 log 3

Conjuntos de pontos com dimensao nao inteira sao chamados de fractais,
Conjuntos fractais tém a propriedade de nao simplificar a complexidade de
sua estrutura quando amplificados. O que fractais tém a ver com Caos? Se
o fractal é gerado a partir de uma regra do tipo Cantor, NADA.

No inicio do século passado ja se conhecia tais conjuntos. A surpresa foi
a descoberta que fractais podem ser gerados pelo comportamento assintético
de um sistema dinamico como por exemplo no atrator de Rossler, atrator de
Lorenz ... Nesses casos a dimensao fractal Dy pode ser usada para carac-
terizar o atrator. Cuidado: a presenca de Caos implica em um atrator de
dimensao fractal, porém a um sistema de dimensao fractal nao implica em
Caos.

Atratores que possuem dimensao fractal sao chamados de atratores es-
tranhos. Todo atrator cadtico é estranho, mas o inverso nao é verdadeiro.

Exemplo 4: 2D esponja de Sierpinski
log3" log3

DO = lim

— = =1.58
n—oo log 27 log 2

Uso da dimensao para caracterizar atratores

Nao Cadticos: Um ponto fixo assintoticamente estavel (sorvedouro)
tem dimensao Dy=0, um ciclo limite tem Dy=1 e um toro T2 tem Dy=2

Cadoticos:Por exemplo, o atrator de Lorenz para os parametros s =
10,b = 8/3,r = 28 tem dimensao de contagem de caixas Dy= 2,06 (Kaplan-
Yorke D;=2,062)

Algoritmos numéricos para contagem de caixas:



e itera-se (mapas) ou integra-se (fluxos) o sistema “muitas” vezes despreza-
se o transiente e assinala-se no espago de fases os pontos que pertencem
ao atrator.

e divide-se a regiao do espaco de fases ocupada pelo atrator em caixas
de dimensao €(grid)

e Conta-se quantas caixas contém pelo menos um ponto perto de atrator
N(e)

e Refaz-se os calculos para outros valores de Dy correspondo a inclinagao
média do grafico de log(N(e)) x log(1/e).

A dimensao de contagem de caixas é um caso especial da dimensao de
Hausdorff,(Dy proposta em 1918). Para obter Dy é necessario encontrar
o conjunto de hiper-cubos de lado €; com €; < € que cubra o hiper-volume
ocupado pelo atrator de modo que o nimero de hiper-cubos utilizados seja
minimo.

Na prética é quase impossivel determinar o valor de Dy para um atrator
estranho porque existem infinitas maneiras de cobri-lo e precisamos encontrar
a maneira o0tima. Mas Dy < Dy Tanto DO quanto DH sao indistintamente
chamadas de dimensoes fractais.

Muitos atratores estranhos nao sao homogéneos, algumas de suas regioes
sao mais visitadas que outras. Existem métodos para o calculo de dimensoes
que levam isso em conta.

Em 1957, J. Belatoni e A. Reny propuseram uma generalizacao do con-
ceito de dimensao baseado na freqiiéncia relativa Fj com que cada caixa j é
visitada. A freqiiéncia é definida como

N.
_ lim Y
fi= Jlim
Onde N ¢é o numero total de pontos do atrator e N; ¢ o nimero de pontos na

caixa j.

o —lmz f]logf]

e—0 log

D, é a dimensao de informacao.




D, é a dimensao de correlacao. E frequéncia com que 2 pontos caem na
j-ésima caixa de tamanho e.

Pode-se mostrar que Dy < Dy < Dqy. Se o atrator é homogéneo D2 =
D1 = DO.

Algoritmo de Grassberger-Procaccia

Em 1983, P. Grassberger e 1. Procaccia propuseram aproximar ij pela
freqiiéncia relativa com que 2 pontos estao separados de uma distancia menor
ou igual a e.

Seja q(€) a fragdo de pontos do atrator que estd dentro de uma hiper-esfera
de raioe centrada em z;. Esta fracao ¢é

a(e) ==Y H(e—||Z; — Zl)

1

| N
€
k—

Em que N é o numero total de pontos do atrator, H(y) é a funcao degrau:
A fungdo de correlacao C(e) é definida como o valor médio de q(€) sobre
todos os pontos z;:

€ =Ltk

O valor de C ¢é proporcional a € se os pontos do atrator estao dispostos sobre

uma reta e proporcional a €2 se os pontos estao espalhados. No caso de uma
estrutura fractal G&P alegaram que C o €2, ou seja

log C'(€)
log(e) )

Dy = lim (
N—o00

Na pratica calcula-se D, para varios € e estima-se seu valor a partir da
inclinagao da parte linear do gréfico log C'(¢) x log(e).

Qual a utilidade de calcular Dy?

O algoritmo de contagem de caixas tem um custo computacional muito
maior que a implementacao do calculo de Dy de G&P, principalmente quando
D > 2. Quando se estima D,, obtém-se um limite inferior para Dy uma vez
que Dy < Dy < Dy E Dy = Dy quando o atrator é homogéneo.

A grande vantagem de estimar Dy usando G&P estd no calculo de di-
mensao de series temporais reais.



