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Reconstrugao de Takens

Dado um sistema dinamico com equacoes diferenciais conhecidas, seu
atrator pode ser caracterizado pelo calculo de Dy, D1, Do, \;, K.S, ...
Problema real:mede-se alguma varidvel (amostragem) — série temporal.
Muitas vezes nao se sabe quais as variaveis de estado, o nimero de dimensoes
do sistema ou a forma das equagcoes diferenciais.

Em 1980 Packard, Crutchfield , Farmer e Shaw analisaram o comporta-
mento do atrator de Rossler usando, ao invés das variaveis x, y e z, apenas
uma série temporal da variavel x e suas derivadas T e Z.

Neste novo espaco (z, 2, ) eles mostraram que a figura geométrica que
caracteriza o comportamento assintotico do sistema ¢é topologicamente equi-
valente ao atrator estranho original. Essa figura é chamada de atrator recons-
truido. O atrator reconstruido e o original sao caracterizados pelos mesmos
valores de dimensoes e expoentes de Lyapunov.

A partir da evolu¢ao temporal de uma tnica varidvel, neste caso x(t),
pode-se determinar as caracteristicas do atrator. &, % e derivadas de ordem
superior podem ser representadas por equacoes de diferencas com passo infi-
nitesimal. Assim,
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A série temporal com N valores,

z; =x(t;) — {z(tr), z(ta), x(t3), ..., x(ts) }

O célculo numérico da derivada é muito sensivel a ruido. Packard e
colaboradores sugeriram, que se usasse diretamente x(t), x(t+h), x(t+2h)
ao invés das derivadas.

Em 1981 Florens Takens demonstrou um teorema em segundo o qual no
espago de fase formado pelo eixo x(t), x(t + h), x(t + 2h)...x(t + (m — 1)h) o
atrator reconstruido é topologicamente equivalente ao atrator real.

A reconstrucao de Takens supoe uma série com infinitos pontos x; e a
auséncia de ruido. Nestas condicoes as propriedades topoldgicas do atrator
sao preservadas usando-se m < 2Dy + 1 sendo Dy a dimensao de contagem
de caixas do atrator real.

O espaco no qual o atrator é reconstruido é chamado de espaco de imersao
(“embedding space”) m é chamada de dimensao de imersao e h é o passo de
reconstrucao.

Em um caso real nao se conhece Dy. O que fazer para definir m da re-
construcao? Existem varios métodos diferentes.

Método 1 Consiste em usar o algoritmo de Grasberger-Procaccia e
calcular C(€) da série x(t) para varios m diferentes. A inclinagao do gréfico
logC(€) x log(e) d4 uma estimativa do valor de Dy para cada m. O valor de
m é aquele em que Dy deixa de variar. Se a série z(t) é aleatéria Dy nao
satura para nenhum m.

A escolha do passo de reconstrugao

Takens nada fala sobre a escolha correta do passo de reconstrucao. Se h é
muito pequeno, x(t) e x(t+h) sdo muito correlacionados e muito préximos e
haverd uma tendéncia de colapsar o atrator na diagonal(x(t+h)=x(t)). Por
outro lado, se h é muito grande devido a divergéncia exponencial das coorde-
nadas inicias proximas, x(t+h) e x(t) podem estar muito descorrelacionados,
ou praticamente independentes, de modo que teremos a tendéncia a espalhar
os pontos preenchendo todo o espaco de fase reconstruido, como aconteceria
num processo estocastico. O h ideal é aquele em que x(t+h) ainda tem al-
guma correlagdo com x(t), mas esta ndo é muito forte. Baseados nesta idéia,
dois métodos praticos mais populares para a escolha de h que podem ser
usados sao:



e Método da funcao de autocorrelagao

C(h) = lim — Z i Tig1
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O melhor valor de h é o que corresponde ao tempo de autocorrelacao 7
da série {z;}. Para encontrar 7 basta fazer o gréfico de C'(h) e encontrar
C(r) =<

5

e Método da Informacao Mutua Média

— P.(x;) é o histograma normalizado do conjunto x;;

— P,(y;) € o histograma normalizado do conjunto y;;

— P,y (, i, y;) é o histograma normalizado da ocorréncia conjunta de
Li€Yj;

A informacgao mutua média é definida como:

(xz')py(yj)]
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Para encontrar o passo de reconstrucao h faz-se x; = {z;} e y; = {xi1n}
e plota-se o valor da IM M em funcao de h. O valor de h a ser usado
na reconstrugao é o que corresponde ao primeiro minimo da IM M.

Método 2 Método dos falsos vizinhos préximos ("false nearest neigh-
bors”).

e faz-se a reconstrucao do atrator usando um passo adequado para m =
1,2,3,4...

e calcula-se a porcentagem de pontos vizinhos em cada dimensao , para
isso, usa-se uma hiperesfera de raio € e calcula-se a distancia m-dimensional
entre pares de pontos. Se d < € os pontos sao vizinhos na dimensao m.

e Se na dimensao m + 1 os pontos deixam de ser vizinhos devido ao
atrator ter se desdobrado entao els eram falsos vizinhos produzidos
pela projecao do atrator numa dimensao menor que a necessaria.

Obs: O programa TISEAN é uma boa referéncia em métodos numéricos
para andlise de sinais(procurar na internet)



