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O Portfolio Replicante

Consideremos uma "rifa” ou opgdo que paga
@ £, se o ativo subir
@ f, se o ativo subir e fy se cair

Q Sy< S5 <S8,
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Podemos montar um portfélio composto por:
@ ¢: unidades do ativo S;.

e ®: unidades de um titulo de renda fixa B; = e"*.

O valor do portfolio IM; = ¢S; + 1 B; replicante no tempo dt deve
satisfazer:

PSy + et =,

¢Sq + et =1y

Fixando o valor do portofolio

. fu_fd
0= S, — Sy
Sufy — Saf,
_—rét2uld dlu

y=e u—d

Custo inicial = preco para compra/venda:
Mo = fo = ¢So + By, By = 1.
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Probabilidades risco-neutra

Inserindo ¢ e ¥:

Ser(St_S S _Serdt
ot 0 d u 0
h=e(f, 5,5, "5 s, )
fo=e""af,+ Gfs), §=1-gq

com g a probabilidade de risco neutra

Serét_s
Q=%; Soe™t < S,, 0<g<1
u — 92d

(com ajuda de Arbitragem)
So =" [aS, + dSa)|.

Nota: g n3o é a probabilidade real de subida/descida no mercado.
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A lei de um sé preco

Se dois bens negociaveis identicos .4 e 5 possuem o mesmo preco
num certo instante, entdao possuem o mesmo preco também em
qualquer outro instante.
@ Suponha dois precos diferentes em t = t; para 0 mesmo ativo:
Pa > Py
Suponha em ty > t; eles sejam iguais:

Pa(t1) > Ps(t1) mas  Pa(t2) = Ps(t2).
Compre o mais barato por Pg, curta o mais caro P4 e embolse a

diferenca P4 — Py sem gasto.

@ Suponha dois precos iguais em t = t; para 0 mesmo ativo:
Pa = Pg
Suponha em t, > t; eles sejam diferentes:

Pa(t1) = Ps(t1) mas Pa(t2) # Pi(t2).

Neste caso temos um problema!
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Arbitragem refinada — Probabilidade de Arbitragem

Um portofolio I1 replicante é de arbitragem, se o seu valor hoje satisfizer
rneo) <o

eno futuro0 <t < T:

© possuir probabilidade nula de ter valor negativo
Probp[M(t < 0)] =0

@ possuir probabilidade n3o-nula de ter valor positivo:
Probp[M(t > 0)] > 0

E possivel construir uma maquina de fazer dinheiro!
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Martingales

A esperanca do preco da rifa subir em ty + dt para f, com probabilidade g
e baixar para fy com probabilidade §:

B . f, sobe com g
(f(to + 5t)>q = qfy + Gfg — { fy desce com §

f(to) = e "**lafy + §fa] = e " (fiyrst)q-
O preco descontado

fo=e "f;
F(to) = e ™F(to) = e "L 1 5)g. = (Fosse)q
f(to) = (F(to + 6t))q

MARTINGALE: o valor, que voce pode/deve esperar amanha,
é igual ao valor de hoje (Bachelier 1900)

S(to) = (S(to + dt))4
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O ativo tambem é uma martingale

Receita geral para precificar qualquer derivativo/opgdes:

@ Exigir que 5(t) seja uma martingale.
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O ativo tambem é uma martingale

Receita geral para precificar qualquer derivativo/opgdes:
@ Exigir que 5(t) seja uma martingale.

@ Calcular g pela equagio:
qS, + (1 — q)Sq = Spe™t, (Sy < So, Soe™t < S,).
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O ativo tambem é uma martingale

Receita geral para precificar qualquer derivativo/opgdes:
@ Exigir que 5(t) seja uma martingale.
@ Calcular g pela equagio:
qS. + (1 — q)Sq = Soe™, (S4 < So, Soe™ < S,,).
@ Exigir que f(t) seja uma martingale e calcular o valor fy da rifa pela
equacio analoga: gf, + (1 — q)fy = foe™*.
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O ativo tambem é uma martingale

Receita geral para precificar qualquer derivativo/opgdes:

@ Exigir que 5(t) seja uma martingale.

@ Calcular g pela equagio:
qS. + (1 — q)Sq = Soe™, (S4 < So, Soe™ < S,,).

@ Exigir que f(t) seja uma martingale e calcular o valor fy da rifa pela
equacio analoga: gf, + (1 — q)fy = foe™*.

@ Este procedimento sera usado a seguir para precificar outros/todos os
instrumentos financeiros, pois a rifa nada mais é do que um
"derivativo” baseado no ativo subjacente.
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Extensdao: modelo de muitos periodos para call e put

Em t + dt, o preco de um ativo S; pode tomar apenas dois valores:

| S, sobe com g
° S(t+0t)= { Sqy descecom g=1—gq

Revertendo:
sabendo possiveis valores amanh3, calculo-os hoje (martingale)

<e_r6t5t+5t>q = e—r(St (Suqnow + Sdanow) = SnOW7

Este é o nosso modelo do mercado e dele extraimos a probabilidade
risco-neutra q!
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re Binomial de Multiplos Passos

Para N periodos, o pre¢o no né (n,j) é dado por:
Su = USt, Sd = dSt

Snj = Sot/d"™, (n passos,j subidas)
/ K

So \
Sq

A precificac3o é feita por inducao reversa, do vencimento para o presente.
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Precificagdo: O Caminho de Volta (Indugdo Reversa)

Para precificar uma Call ou Put, trabalhamos do futuro para o presente:
@ No Vencimento (T):
o Call: ct = (ST — K)+
o Put: pr=(K—-57)+

@ Passos Intermediarios: Regredimos um passo por vez.

Né de Subida

N6 de Descida
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Arvore de 2 Periodos

A precificacao completa percorre todos os nds j no tempo n:

ho

fi1

h1

0

7
S~ .

/NN

ho

Passo 1: Retorno
Passo 2: Preco Hoje

Onde cada né é calculado por:

foj =€ "2 qfas1j41 + (1 — q)foy1]
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Estando num né no instante t (chamado de "now") precisamos calcular:
@ A probabilidade risco-neutra g para transitar ao instante seguinte.
Impondo, que S; = e~ S, seja uma martingale,

—r§t(

<e_r6t5t+6t>q —e SuGnow + Sq4(1 — qnow)) = Snow

Resulta para a probabilidade risco-neutra gnow

o en;tsnow — Sd
anW - 9
Sy — Sd
@ Impondo que a opgdo tambem seja uma martingale, o valor dela no
instant ¢t é

fnow = —rot (qnowfu + (1 - qnow)fd> .
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O Modelo sem Juros r =0

Os ativos sobem e baixam pelo mesmo valor A em cada passo:
Snow*Sd :Aasufsd =2A
A probabilidade g depende do né via S, :

erétsnow - Sd - (erﬁt - 1)5now + Snow - Sd

Anow = Su — Sd = A
(€= 1D)Spow +A 1 Spow, s
- 2A =53t oa €D
Para r = 0:
g=1/2

1
foj = E(fn—i-l,j-l-l + foy1y)
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s =100 (1)

t=0 t=1 t=2
X3 | N¢ final | Trajetorias possiveis | No. de traj.
0] {7} |ddd =3
1 | {8} | udd, dud, ddu 3=(3)
2 {9} uud, udu, duu = (2)
3 {10} | uuu 1= (g)
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re Binomial de 3 Passos (r = 0,A =20,q9 =1/2)

Note que: f(1) = 2%(1‘(10) +3f9)) = 2%(7‘(6) +2f0)) = %(f@) + ()

FO0 — 60

t =20 t =1 t =2 t =3

Figure: Op¢do call em arvore de 3 passos: K = 100,q = 1/2.

Prof. Roland Koberle (IFSC - USP) Introdugdo a Matematica Financeira May 13, 2026



Estrategia de hedgeing um call: r =0, A =20

N=¢S+yB
Snower& — Sd
Anow =
Sy — Sd

fnow = e—r&t (qnowfu + (1 - qnow)fd>

(b* fu_fd . fu_fd
s, —sg 20
¢ = Bn_o%/v(fnow - ¢Snow)
Vendedor

Exemplo com: r =0,A =20,B; =1
O portofolio é auto-financiante:

Nao deve entrar nem sair grana durante o processo de hedging
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r=0,A = 20, trajetoria: 1 -3 —- 6 — 10

eEmt=0— né61— fy=9%155 = SO =100
gpo=32=1 — 1S =1100=50
Emprestamos 50 — 15 = 35.

M= fo = goso + Yo — o = fo — poSo = —35

eEmt=1- né63— S =S5O =120.
Durante este periodo ¢, %9 ndo mudaram, mas S = 51

1
fi = gos1 + 1o = 5120 — 35 = 25 (1)
Hedge: pr=2720=2 145 =30

3
Divida sobe para 35+30=65 — 9 = 25 — 1120 = —65.

fi = ¢151 + Y1
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eEmt=2— né66— S, =S50 =140.

3
f2:¢152+¢121140—65:40

Hedge: ¢o =020 =1 — ;%140 = 35.

Divida sobe para 65 + 35 =100 — ¢ = 40 — 1 % 140 = —100.

o Emt=3— né 10 — S; = S0 = 160.
Vendemos o ativo por $160, pagamos a divida de —¢) = $100
Sobra:

$60 = 160 — 100 = S3 — K

satisfazendo o nossa obrigacdo para com o comprador!
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Percorremos a arvore num particular caminho, que vamos chamar de
filtragdo F = {1,3,6,10}. Neste caminho calculamos os processos
previsiveis

5t=01,23 = | 100, 120, 140 160]
ft=0,1,2,3 = | 15, 25, 40 60]
$t=0,1,2,3 = | 1, 3 Y
Ve=0,12,3 = | —35, —65, —100 x|
h=5STr—-K = ¢2s3+ 1 =1x%x160—100 =60
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Put Americano vs. Europeu: Exercicio Otimo

Considerando K = 104, r = 5%, 6t = 1, g = 0.6280:

Put Europeu Put Americano
@ S6 permite exercicio em t = 2. o Exercicio em qualquer t.
@ No né S = 80, o valor é apenas @ Noné S = 80,
a continuagdo: fy = 18.93. 104 — 80 = 24 > 18.93.
o Preco Hoje: fy =7.16. @ Preco Hoje: fy = 10.19.

Conclusao sobre Arbitragem

Para a opgdo Americana, o valor em cada né deve ser max(f;, K — St). Se
usdssemos o valor europeu (18.93) para uma opg¢do que permite exercicio
imediato por 24.00, criariamos uma oportunidade de arbitragem.
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O limite do continuo: o passeio aleatorio unidimensional

probabilidade de um passo para a direita
probabilidade de um passo para a esquerda.

t=0 — x=0
N

g X;, x; independentes
i=1

t=NAt — x(NAt)=

(xiy =pl+p(—=1)=(p—pB), () =plP+p(-1)>="P,
of = [1—(p—p)*11* = 4ppl°.

() = (xi)? =

(x(NAt)) = N(x;)) = N(p — p)I, Var[x(NAt)] = No? = 4Nppl?]

May 13, 2026 22 /65
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x(NAt) =kl —(N= k) =ml, m=2k—N

[m—N(p— )12

Plml < x < (m+ Am)l] = (87 Npp) /2™ s+ O(1/VN)

x=N{x)]?

:(27TN0',-2)_1/26_ nof .

Partindo de x; = 0 apos N passos de tamanho / = Ax o andarilho estard
no instante t = NAt na posicdo xy = m/ com probabilidade dada pela

equ.(?7?)
1 _x=01? unz

P[x(NAt) ~ ml] = We 202 Ax.
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A distribuicdo Gaussiana

1
oV 2w

é chamada normal. Em termos da distribuicdo normal cumulativa

Nx(/*‘v 0) = e_(X_M)2/202

X 1 X
N(x) = / Ny (0,1)dy = 27r/ dye /2,
o0 —00

0<N(x)<1, N(0)=1/2,N(c0) =1

temos ek
— (N\ « Nk ko — Np ki — Np
~N -N . 2
Z;l <k>p 7 ( VNpq ) =M VNpq ) )
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O limite do continuo At — 0 e processo de Wiener

N —o0o, At —0comt= NAt > 0 fixo.
Ax =1—0

Media e a varianga :finitos! N = t/At

_(p=p) _ansl
(x(NAt)) = Ar b Var[x(NAt)] = 4ppAtt
p—p)l
(b-p } A
I> = 2DAt, D: constante de difusio (" balistico” / ~ vt)
1 A
(p—p)l = vAt, v: arrasto — (2p—1)l=vAt, p= 5(1 + I/Tt)
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1 At 1 v
— 4+ =+ -2Va
1 1
p 1-— —At -
pp = )=
(p—P)
t)y = I ——t=vt
bx(®) A:t—>0 At v
2 I?
Var[x(t)]=0¢ Aim ppAtt t
[x(t)]dx = ! e_(X;5;)2 dx com /OO [x]dx =1
PD @Dt . PD
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A equacio de Difusdoe o processo de Wiener

W(t) = 55

o 1 92
) Po(W.t) =0

(3¢ ~ 20w
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Propriedades de W(t)

W(0) =0
(W(e)) = [, WelW]aw =0,
)

(
(W3(t)) = [ W2p[W]dW =t

Prof. Roland Koberle (IFSC - USP) Introdugdo a Matematica Financeira May 13, 2026



A funciao de correlacaode 2 pontos

<W(t’2)W(t1)>, thh <t
Incrementos W(t2) — W(t1) sdoindependentes de W(ty).

(W(t2) = W(t)]W (1)) = (W(t2) = W(t2))(W(t)) = O,

(W(t)W(tr)) = (W(tr)) = t1.

Para qualquer ty, to:
(W(t2)W(t1)) = min(ty, t2).
—00 < w < 00 é normalmente distribuido com w € N(0,1).
W(t) = Vtw, t >0

Var(W) = (W?) = (Vtw)?) = tVar(w) = t
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W(t) =+Vtw, t >0
W(t) = W(t) — W(0) = Vitw, t >0
W(t)— W(s)=+vt—sw, t>s
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Definicdo do processo de Wiener

Q@ W(0)=0.
@ Para todo t > 0 os incrementos futuros W(t + h) — W(t),h >0
sdoindependentes dos valores W(s),s < t.

@ Incrementos W(ty) — W(t1), to > t; sdonormalmente distribuidos
com média nula e varianca t, — ty:

W(tz) — W(tl) = Vb —tiw.
Q@ W(t) é continuo em t

AW(t) = W(t + At) — W(t) = VAtw

May 13, 2026
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Wiener mean with # samples=1000

WienersS quared
t

(W)

Figure: Verificagiode (W?2(t)) = t.

32/65
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Arvore de N passos

Sy = USpow = snowemSH_J\/(Tt
Sd = dSpow = -Snoweu(;ticr\/(E
erétsnow — sy erét _ euét—ox/ﬁ e(r—,u)&t _ e—cr\/cﬁ
9= s, sy Ot L ov/Ot _ gudt—ov/ot | gav/ot _ g oot
1 r—p—o%/2
q:2<1+"/x/&). (3)
g
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St = SoukdV k=5, o(1St+oV/3t)k o(udt—o+/5t)(N—K)
=S e,LLNét+of(2k N) — S euT+a\/7m

T Xm
_ Soe“T+”’/NXm _ SoeuT—i-cfﬁ B

:SoeuTJraﬁYN
_N@—3§) _ gar—p—0%2 f r—p—0°/2
(Yn) = N VN - Vot = - VT.
4Ngg

Var(Yn)q = Var(Xm)/N = N = 1+ O(dt),

(T +oVTYN)g=puT +(r—p—0%/2)T = (r—o?/2)T
St = Soe(rfa2/2)TJr<7\/?W7

com a Gaussiana w ~ N(0,1).

log(S7/S0) é normal e St/S¢ é log-normal

Prof. Roland Koberle (IFSC - USP) Introdugdo a Matematica Financeira May 13, 2026



Distribuicao log-normal

1 )
Ny(m,&)dy = = e~ (r=m?/(25%) gy,

1.2 3

——  Normal (= 1,0 =0.5)
—— Log-Normal (¢ = 0,0 = 0.5)

0.8 1

0.4 1

0.2

s Y S A |
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A formula de Black

o0
<X>:/0 dx 1 e—(lnx—m)Q/(2&2)' (4)

(x) = / eYdyMLN e~ r-mP /) (5)

N 2wo
2 ~2\12
- —(m+ )
_(yz&;n) Ly b (r2n52 W L (s 52)2)

Ja que a distribuicdo normal é normalizada a integral sobre y dd =1 e
obtemos
<X> — em+&2/2' (6)

Note que m = (Inx) # In{x) = m + 02 /2!

(eY> — e(Y)+%Var(Y), (7)
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Para uma opgdo call Europeia Z = (57 — K)4 e seu valorem t =0
é dado pela esperanca descontada

c= <e_rT(ST — K)+>q

1 & 2 2
— —x%/2 —0°T/240V Tx _ —rT
c \/ﬂ/_m dxe (Soe Ke )+

Para que o integrando seja positivo devemos ter x > xp com

506_02 T/240vVTx — Ke—rT

ou seja

—In%+(%02—r)7'

oV T

X0 =
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1 2
c= — dxe ™% 2/2 5 e C T/2+ofx KefrT
= / ( )

dX Soe 2(>< oV T)?2—c2T

Ke—rTe—xz/Z)
\/ NeZ X0

0

—xo+0VT —Xo
f< / dxe=*/2 _ KerT/ dxe*X2/2).

= SoN(—xo + aﬁ) — Ke™"T N (—x0).

In%+(r+%a2)7— R (r=30T
= — Ke™"
c SoN( Jﬁ ) e N( )

A distribuicdo normal cumulativa

1 & 2 & 2
= — 50/ dxe */2 — Ke_rT/ dxe /2
V2 ( xo—oV'T X0 )
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Formula de Black para uma opc¢ao call Europeia

c(So, T) = SoN(dy) — Ke TN (d_)

com _In(So/K) + (r+02/2)T

dy = =
(S, t) = SN'(d}) — Ke~""A/(d_)

_ In(S/K) + (r +02/2)7
oV

Hedging? At —0
Redistribuicdo continuamente!!

p(s,t) = Ke ""N(—d_) — sN(—dy).
c=cldd) o p=—clodp-d) N(x)=1-N(x

di(S) T=T—1t
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Calculo de Ito

dW(t) = W(t + dt) — W(t) = Vdtw — (w?) =1,
(dW?) = dt.
Var(dW?) = (dW*) — (dW?)2.
(dW*) =3(dW?)?  Var(dW?) = 3dt* — dt? = 2d¢>

Lemma de lto:
dW? = dt

Funcoes:

df (W) = f'(W)dW + %f”(W)(dW)z.
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dXt:,LLdt‘i‘O'th — Xt:X0+Mt+UWt

1 .
Y = f(X) - dY: = f'(Xp)dX; + Ef”(Xt)d2Xt

1
dY; = f'(X¢) (pdt + ocdW;) + §a2f”(Xt)dt
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dY, = Yt(ath (1 + U)dt)

Se u = —0?/2, entdo Y; é a martingale de Wald da equ.(??), pois niotem
o termo de arrasto:

d

Y = Yoe? VTt dY, = o YedW,.
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n
dXe = pdt + _ oidWj
i=1

Temos a seguinte propriedade
dWidwi = 6;dt
Verifiquemo-la para dois processos W; e Ws. Primeiro note, que

(dWrdWa) = (dWh)(dW,) = 0.

Prof. Roland Koberle (IFSC - USP) Introdugdo a Matematica Financeira May 13, 2026



Integral de lto
/ F(t)dW = / —dt

to <t <..th.1 <t

Defina

Pontos intermedidrios em t;_1 < 77 < t;

Sn=> F@)W(t)-W(tial, mni=@0-a)tii+at,0<a<l

e tome o limite.
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Dependencia em a:

(Sn) = <§) W(m)IW(t) — W(tia])

n

= (W((1 - a)ti—y + aty)[W(t;) — W(ti1])
i=1

=>"1 1 [(1—a) min(tj_1,t;)—(1—a) min(tj_1,tji—1)+a min(t;, ;) —o min(t;,tj_1)]

—Z —t1) = ot — to),

dependencia em «a!!
lim (X, — X)?) =0.

n—oo

Integral de Ito 7, = tj_1,i.e. a =0

| aw(e) = lim { STIW(e) - W)l = W(e) - Win).
to i=1
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Lemma de lto:

Q dw(t)?> = dt
/t G(£)[dW(t')]2 = /t G(t')dt'.

0=1= nirgo<[zn: Gi-l(AW? — At)]?) =
i=1

lim {< Z (Gi_1)? (AW? — AL)? — ((AW,-2> = Aty (XY = 3<X2>2)

n—o00 £
i=1

+23" G1G1 (AW - Ay) (AW? — At) >} =0

-~

i<j
(AW? — At)?) = 2A¢7
I = 2limp00[> 0 At3((Gi—1)?)] < 2At [ G(t)?dt — 0
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Isometria de Ito

( /t dW(t')G(t') /t dW(s')F(s') = /t dt' (G(F')F(t)))
O GaAW)D) R AW) =D GiaFia((AW)?)

+3 GaF 1 (AWAW) <0

i>j

= Z Gi—1Fio1((AW;)?)

1
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Equacoes diferencias estocasticas

dX = a(t)dt + b(t)dW(t) — X(t) = Xo+ft a(t') dt’+ft tdW (t')

X(0) =) + [ Ca)dt

to

(X0~ @NIX(9) - (1) = ¢ [ oe)aw(e) [ b )aw(s)

to to

Comt>s: [7— [« (b(s)=0 s >5)

min(t,s)
(X(1) — (Xo)]IX(s) — (Xo)]) = / dEB(E)2, Vit s > 1o

to
dX = pdt + odW(t), Xo=0,t0=0
(X) = pt, (X(t)X(s)) = o®(min(t,s) — to), Var = o°t
1 _ (x=at)?
pIX (1) = e,

2mo?t
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Martingales

Se=B7'S: = (Sepsr)g =S¢
(X | X1, X)) = X, Vi<,
E; = (X|F¢)p « filtracao + p
em t (..|F:) : Fy: esperancafutura

t =0: a filtragdo Fo é Fo = {1} <~ né 1.
(...)p € aleatorio

(X[ Ft)p:
para cada tempo temos varios nés com suas probabilidades para 14 chegar.

(X; | Fs) = Xs, Vs < t
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Exemplos de Martingales

@ Wiener:
<Wt‘]:5>:<(Wt_WS)+Ws"7:S>
:<(Wt_WS)|-7:S>+<WS|]:S>
=0+ W, s<t
(2]

(7 = tos < b, ( " F2ds) < o0)

</OtF(U)qu|.7:s> = </O F(u)dwu\f5> + < /st F(u)qu\}“s>

0
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Exemplos de Martingales

Q@ Martingale de Wald

)‘2
Yt=exp AWt—?t ,tZO

Derivando: dY: = AY;dW;

(2]
dYt = O'thth (8)

com o for Fy-mensuravel.
<Yt + dYt|ft> = <Yt’ft> + <O'thth|ft>

=Y+ ot Ye(dW | Fr) = Yo, 9)

onde oy, Y; sao Fr-mensuraveis e portanto podemos tira-los da
esperanca.
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Exemplos de Martingales

e g(s) Ys, (g(s)s>0 dado a priori)
nao é uma martingale:

(B()Ye | Fo) = g(t)(Ye | Fs) = g(t)Ys # g(s)Ys,  s<t.

g(t) vs Fs, g(t) vs aleatoriedades!
Vide S(t) vs e S(t) = S(t)

Prof. Roland Koberle (IFSC - USP) Introdugdo a Matematica Financeira May 13, 2026



Martingales e Arbitragem

Um portofolio é de arbitragem, se
(o) for <0

enofuturo0 <t < T:
@ possuir probabilidade nula de ter valor negativo

Probp[M(t) < 0] =0
@ possuir probabilidade n3do-nula de ter valor positivo:
Probp[M(t) > 0] > 0

— (M(t)) >0

{N(0) = e=(N(t)|Fo)o > 0.}
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Precificacdo via Formula de Feynman/Kac

dXs = a(Xs, s)ds + b(Xs,s)dWs, (a,b e C,lim)

Condicdoinicial X; = x, onde x e t saodados e fixos

df (Xs,s) = Z(Xs,s)ds + [dxf(Xs,5)] =

of o 1, 0
= &(XS,S)dS—F{(a(X, t)g -+ §b(X, t) ﬁ)f(xs,t)}ds+
of

+b(Xs, s)&(Xs,s)dWS.

Gerador infinitesimal A : A = a(x, t)a% + 2b(x, t)288—j2

of of

df (Xs,s) = [E(Xs, s) + Af(X;,s)|ds + b(Xs,s)&(Xs, s)dW.
T

f(Xr, T) = f(Xt,t)+/ [W((;(;’S)+Af(xs,s)]ds+/...dws

t
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Precificacdo via Formula de Feynman/Kac

A resolver:
Of (x, t)

9t + Af(x,t) =0

df (Xs,s) = b(Xs, s)gf (Xs,5)dWs

(dWs[Ft) = 0 = (F( X7, T)|Ft) = (F(Xe, 1) Fe) = F(Xe 1)
Condigdo final (Retorno): f(x, T) = ®(x)

[ F(x, 1) = (O(XT) | Fe) xmrs

of of 1 L O2F
E(X’ t) + a(Xv t)a()g t) + Eb(xa t) @(X7 t)

—V(x,t)f(x,t) =0
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Y(s) = e e VXrmdre(x, s)

dY(S) = ds (e* I V(XT,T)dT) f(X S) +e JEV(Xer d-rd f(XS,S)

+{ds (eI VDI df (X, )}

~0

= —V(Xp, t)e Je VndTg (X, s) 4 e~ [T VXM £(X,, 5).

dY(s)=e" JE V(X m)dr ([ — V(Xs,5)f(Xs,5) + g(Xs,s) + Af(Xs, t) | ds

0s
-0
of v e of
+b(Xs,s)8—X(Xs,s)dWs) — e JIV(Xen)d b(Xs, )5 (Xs, 5)dWs,

(Y(TIF) xemx = (YOI Ft)xemx = Y () xe=x5
f(x,t) = <e* I V(XT’T)de>(XT)|J:t>X

t=X
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Equacao de Black-Scholes

a(x,t) = rx,b(x,t) = ox, V(x,t) =r, r,o constantes

d§t = aS}thQ € uma martingale.

Equacdode Black-Scholes:

oF  _OF 1 , ,0°f
- - h - —rf =
9t TPas T2 gz~ =0

f(x, t) = e”(T’t)<<D(X7-)|}"t> ,

Xt:X

May 13, 2026
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Teorema de Girsanov

dS; = uSidt + 0S;dWF — dS; = rS;dt + 0 S, dW2
S(t) = S(t)elr— % Nt—t) o WP ()= WP (1)

L

dS; = rS.dt + ast( — Tt + dwf). (10)
g

WtQ:At+WZ’,A:“;', o#0

dS; = pSedt + 0S;dWF = rS.dt + 0 S:dW2
P e Q « equivalentes
Radon-Nicodym(RN)

_ _ DQ w—r
D, — Nt/2-awf _ toy— ‘
t € DPt7 g

dD; = A\D:dWF, D, = (Di|F),s <t.
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Teorema de Girsanov

X)g = /XtDQ /XDQt = (XD:)p

DP;
< >Q =1,
pois
A2t
1)o = (Dy) dwe_?e_T_AW
< >Q < t P = \/?/

* dwe—(w+)\t)2/2t _

T Vart ) oo ‘\/Tﬂ/_oo

Para que W,2 seja Wiener sob a medida Q, devemos mostrar que

dye /2t =1 (11)

<WtQ>Q =0, <(th)2>(\) =t
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Teorema de Girsanov

<eavT/t>Q _ <e—)\2t/2—>\Wt+0Wt>P _ <e—)\2t/2—)\Wt+0Wt+0>\t>P

—)2 _ _\2 1ig_y\)2 192
—e A t/2+9)\t<e(9 )\)Wt>7) —e A t/2+0)\tez(9 At 629 t (12)

(") g = et 5 (W) =0, (W)=t
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A equacidode BS

dSt :NStdt+UStth
of 1 0%f OF

_of 10T 22 2, 97
dfe = < (uSedt + oS dWe) + 5 5502 S*(dW)? + —dt

B of of 1 , ,0°f Of
= (05t£>th+ </15t£ + 5(7 ) ﬁ + E)dt

dft = ¢td5t + wtdBt = Ust¢tth + (M5t¢t + rtht)dt,
dft = 05t¢tth + (rft + (/1 — r)St(‘)t) dt.

OF 1 ,,0°f Of of
of of o282 9%f of

—+rS—+

—_— f’ =
ot as T 2 a5z

%7
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A e Volatilidade Implicita

[0,0t,0t,...T]

@ Vendemos f(t) em t

@ Recompramos em t + dt.
Ausencia de arbitragem — P&L =0

P&L = —[f(t+0t,S+6S)—f(t,S)+ rf(t,5)ot + A(6S — rSét)
N N—— ~—

Variacéo‘d; Opgdo Juros sobre o Premio  Resultado do Hedge
Componente Lancamento Tipificacao
Posicdo na Opcao —of Risco de Mercado
Prémio Acumulado +rfét Valor temporal da grana
Agdes (Long) +A6S Cobertura de Delta
Custo de Capital —r(AS)dt Juros sobre Emprestimo

Table: Contabilidade simplificada da mesa de operacdes .
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Volatilidade Local

P&L = (Vt+§t - Vt)Ganho/Perda de Capital + Fluxos de Juros
—— —

Carregamento

2
6fy = F(S+dS,t +6t) — (S, t) = chStJr 2555 - 2252(55)2

of of 1 9%f
P&L = — [06t+ £55 + 2052(65) ] rf(t,S)ot + A(6S — rSét).

_ 0f(t,S)
==
of . 16Pf
P&l — — {a‘”* 5 555(05) ] 4 rfSt — ArSSt — 0
of,  of, 19%F
(2 s, ot = = :
<8t tres, T ) 2552 )
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A-hedge e Volatilidade Implicita

Sem controle:
1 9%f

2082 (850"

o BS: dS; = xx dt +0S;dW; — (65)? = 025%6t — equacio BS
o (65)2 = 62 825t —» L2 (5S,)? = 15220(52 61).

29s? t 5S?
1,8 (65,
P&L= S asz{(?) 520t}

Resultado independe tanto do retorno da op¢do, quanto do modo de
evolucdo do ativo!

Extrair Gjoc — Oimpi: calibrar o modelo BS contra o mercado

fm (S0, K, T,0) = fgs(So, K, T, Gimpi(So, K, T))
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Autofinanciante vs Replicante em BS

M(t 4 0t) = ¢(t + 6t)S(t + 6t) + (t + 5t)B(t + dt).
M(t 4 0t) = ¢(t)S(t + dt) +(t)B(t + dt)
((t+0t) — ¢(t))S(t + t) + (P(t + 0t) — (t))B(t + t) =0

(¢k - ¢k71)5k + (Tﬁk — wkfl)Bk =0

Erros:
Q@ (dW)? # ét.
@ o(tx) = 2% _, OK até primeira ordem em 4t.

Exigimos autofinanciamento:

kr—1
T Sk

S
Ve = V-1 — (dk — ¢k—1)§i = Ypr—1 =1%o — Z (fk — ¢k—1)§-

k=1 k
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