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1 Introducao

Estamos supondo que o aluno nao tenha qualquer informacao prévia sobre os
instrumentos usados para operar no mercado financeiro. A finalidade deste
curso € apresentar a dinamica de um mercado idealizado e a matematica
necessaria para nele navegar. Naotem a pretensaode ensinar o leitor como
operar de fato no mercado financeiro da vida real. Foram elaboradas sem
preocupagao com ~excessivo” rigor matematico.

Pre-requisitos : Célculo III, Fisica Matematica.
Alguma familiariedade com conceitos de probabilidade é util, mas nao neces-
saria. Para um aquecimento neste topico veja e.g. o captitulo 1 de F. Reif,
Fundamentals of statistical and thermal physics. Veja tambem as notas de
aula [1].

O conteudo destas notas naocabe num curso normal de um semestre.
Uma selecao minima poderia constar das seguinte secoes: 1-4, 6, 8-16, 18.



2 Um pouco de histéria

e Contratos na Babilonia
Reproduzimos abaixo[2] um contrato do tempo de Hamurabi, século
XVIIT a.C:

. shekels of silver-at the Samag rate-Sin-eribam and Bititum . . . and
Selibum, sons of Rakakum have borrowed from Samag and Aja under
the supervision of Samag-muballit. At harvest time the payment-month
[ 2] they are to pay [weigh out] the silver and its interest.

2 witnesses.
Date: 2nd of Nisan [March], 15th year of the king’s reign.

e Tales de Mileto(624-546 a.C.)[}]
Aristoteles cita a seguinte anedota sobre o filésofo Tales de Mileto.
A pobreza de Tales era considerado uma prova de que filosofia serve
para nada. Mas no inverno Tales previu que haveria uma boa safra de
azeitonas e consequentemente as prensas teriam uma grande procura no
verao seguinte. Com algum dinheiro que tinha fez um contrato, que lhe
garantiu o monopolio das prensas, ja que no inverno ninguem mais es-
tava interessado nelas. No verao fez um bom dinheiro alugando as pren-
sas pelo preco que quis. Mostrou assim, que filésofos podem enriquecer
facilmente, mas em geral nao o fazem porque a sua ambigao estd alhures.

e Vendas a curta em que voce vende um ativo, que voce nem precisa
possuir', com a promesso de devolve-lo no futuro na esperanca, que o
preco caira.

Vejamos o que diz a Wikipedia[5].

”..The practice of short selling was likely invented in 1609 by Dutch
businessman Isaac Le Maire, a sizeable shareholder of the Dutch East
India Company. Edward Stringham[(] has written extensively on the
development of sophisticated contracts on the Amsterdam Stock Ex-
change in the seventeenth century, including short sale contracts. Short
selling can exert downward pressure on the underlying stock, driving
down the price of shares of that security. This, combined with the
seemingly complex and hard-to-follow tactics of the practice, has made
short selling a historical target for criticism. At various times in history,

!'Neste caso pedir-lo-a emprestado. O emprestador espera que o precosubird! Por mais
detalhes veja o captitulo 3.2.



governments have restricted or banned short selling.

The London banking house of Neal, James, Fordyce and Down col-
lapsed in June 1772, precipitating a major crisis that included the col-
lapse of almost every private bank in Scotland, and a liquidity crisis in
the two major banking centres of the world, London and Amsterdam.
The bank had been speculating by shorting East India Company stock
on a massive scale, and apparently using customer deposits to cover
losses. It was perceived[citation needed| as having a magnifying effect
in the violent downturn in the Dutch tulip market in the eighteenth
century.

In another well-referenced example, George Soros|7| became notorious
for "breaking the Bank of England” on Black Wednesday of 1992, when
he sold short more than 10 billion worth of pounds sterling...”

Um outro episodio recente é a venda-a-curta das agoes da distribuidora
Gamestop e a luta dos investidores pequenos para virar o jogo.

Para se divertir com a historia da economia leia[3].

3 O Mercado Financeiro

Exercicio 0:
Assistir o filme de R. Reich Saving Capitalism no Netflix.

Para ilustrar como funciona o mercado financeiro, vejamos um exemplo de
transacao financeira basica. Suponha que voce queira comprar uma certa
quantidade de graos de cafe a serem entregues no fim da safra daqui a 10
meses. Como nao temos muito certeza qual seré o precoem 10 meses, resolve-
mos fazer um contrato com o produtor. Isto pode ser feito diretamente entre
voce e o produtor. Isto se chama contrato de balcio. Ou, principalmente
para quantias maiores, atraves de um agente no mercado de bolsa.

Voce naturalmente vai procurar uma instituicao, que garantira a correta
execucao do contrato, e.g. arcando com os prejuizos, se um dos parceiros
for a faléncia, eventualmente se responsabilizando pela entrega fisica do pro-
duto etc. Este agente é chamado de Camara de Compensagao (CC) (Clearing
House em ingles), que é um sistema criado para viabilizar a rela¢ao entre com-
pradores e vendedores, registrando e processando as transagoes existentes,



viabilizando assim o Sistema de Pagamentos Brasileiro(SPB)?. Isto natural-
mente tera algum custo.
No Brasil existem basicamente duas grandes Camaras de Compensagao .

e A Selic (Sistema Especial de Liquidagao e Custodia), que faz o registro,
a liquidacaoe a custodia de Titulos Publicos Federais. Por exemplo:
o Tesouro Prefixado (LTN), Tesouro Selic (LFT), Tesouro Prefixado
com Juros Semestrais (NTNF), Tesouro IPCA+ (NTNB Principal) e
Tesouro IPCA+ com Juros Semestrais (NTNB).

e A B3 (Brasil, Bolsa, Balcao ), que® atua no ambito privado em opera-
¢oes de titulos de renda fixa (CDB, RDB, LF, DI etc), variavel (LCA,
CCB, CCI), agoes e outros.

Existem varios tipos de contratos, os mais basicos sao:

1. Contrato a Vista
Voce pode pagar a vista no dia de hoje ( ¢ = 0 ) para receber o cafe
daqui a 10 meses (t = T'). Vamos chamar o pregoa vista de P ( P de
presente ).

2. Contrato a Termo
Voce pode pagar daqui a 10 meses, quando o café for entregue. Chama-
mos este precode a-termo A.

3. Contrato Futuro
Voce pode fazer um contrato Futuro pelo preco F, que serd descrito no
captitulo 5.

Vamos discutir os possiveis pregos a serem atribuidos aos items a serem ne-
gociados. E 6bvio, que pagando a vista voce deve ter um desconto, de modo
que P < A. Quanto menor? Isto depende de uma multidao de fatores como
a demanda esperada, o clima, a qualidade das estradas na colheita, a mao de
obra, as pragas, os especuladores, os assaltantes etc.

Um outro fator é o seguinte. Se voce pagar a vista, o produtor devera
investir a grana em algum negocio ou entao deixa-la rendendo juros numa

2Ele permite transferencias financeiras seguras e confiaveis. Inclui também a liquidacao
de pagamentos tais como cheques e cartoes de credito.

3Fruto da fusdoentre a Camara de Liquidacioda BM& FBovespa e a Central de Lig-
uidagao de Titulos Privados (Cetip). Para mais detalhes veja e.g. a pagina [12].



instituicao financeira. Vamos considerar somente este segundo caso, porque
"negdcio” é um termo nebuloso demais. Chegamos a segunda pergunta: qual
juro r conseguiriamos?

Voce vé que estamos num cipoal de dificil controle. E por isto que foi
inventado um ”"mercado ideal”, cujas variaveis podemos extrair do mercado
real razoavelmente bem. Este mercado ideal, a ser precisado no decorrer, tera
que ser liquido e fundo®*. Liquido quer dizer que sempre haverd um parceiro
para sua transacao financeira e fundo quer dizer que sempre haverd dinheiro
a disposicao para emprestar ou pedir emprestado a taxa r. O que seria esta
taxa r sera discutido no préximo captitulo.

Mas veja por exemplo o que Derman&Miller[)] falam sobre as "leis” deste
tipo de mercado: ”.... During the past 20 years there has been a tendency
for quantitative finance and asset pricing to become increasingly formal and
axiomatic. Many textbooks postulate mathematical axioms for finance and
then derive the consequences. In this book, though, we’re studying financial
engineering, not mathematical finance. The ideas and the models are at least
as important as the mathematics. The more math you know, the better,
but math is the syntax, not the semantics.....Finance is concerned with the
relations between the values of securities and their risk, and with the behavior
of those values. It aspires to be a practical field, like physics or chemistry
or electrical engineering. As John Maynard Keynes once remarked about
economics, "If economists could manage to get themselves thought of as
humble, competent people on a level with dentists, that would be splendid.”
Dentists rely on science, engineering, empirical knowledge, and heuristics,
and there are no theorems in dentistry. Similarly, one would hope that
finance would be concerned with laws rather than theorems, with behavior
rather than assumptions. One doesn’t seriously describe the behavior of a
market with theorems... Because we don’t have the right laws, the axiomatic
approach to finance is problematic...As Paul Wilmott wrote, ”every financial
axiom ever seen is demonstrably wrong. The real question is how wrong
(Wilmott 1998)....”

Falamos acima de especuladores. Sempre os havera, mas num mercado
eficiente eles devem correr um risco proporcional ao valor em especulagaoe
nunca devemos permitir que consigam ganhar sem risco. Se por exem-

4Isto é analogo ao fisico, que anuncia que a lei da queda livre vale somente no vacuo. E
verdade que é muito mais facil controlar a qualidade do vdcuo do que este mercado ideal.
Por isto as leis da fisica sao infinitamente mais precisas do que as do mercado, que afinal
de contas envolvem comportamento humano em situacoes muitas vezes conflitantes.
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plo algum ativo for disponivel abaixo do que é considerado “razoavel”, ele
serd imediatamente comprado e vendido com lucro, de modo que desapare-
cera quase instantaneamente do mercado, que eliminard esta ”anomalia”.
Para isto é necessario que esta informacao sobre o ativo esteja imediatamente
disponivel para todos os agentes.

Um mercado destes deve entao ter uma série de propriedades:

e Ha tantos compradores e vendedores, que nenhum consegue manipular
precos .

e A informagaorelevante para negociar deve instantaneamente estar a
disposicao de todos os agentes.

e Nao hé custos envolvidos nas transacoes, tais como taxas do agente ou
taxas para manter um ativo etc.

Nestas notas suporemos, que naohaja spread de compra-venda. Quer
dizer que o precopara compra e para venda de um particular produto seja
o mesmo. Na realidade o prego para compra costuma ser maior que o da
venda, tal como acontece na compra de uma moeda estrangeira num banco.

3.1 Mercado risco-neutro e taxa livre de risco r

Toda vez que voce fizer um contrato envolvendo o precode algum ativo no
futuro, terd que avaliar o tamanho do risco que voce corre. O risco depende
em particular da taxa de juros, que o mercado exigir. Como é dificil prever
o futuro, resolveu-se criar uma construgao tedrica chamada "taxa livre de
risco” r.

No mercado financeiro quanto maior o risco de um investimento, maior
o retorno exigido e, quanto menor o risco, menor o retorno. Taxa livre de
risco deve entao se aproximar da taxa mais baixa que um investidor aceitaria
ao fazer um investimento. Isto naturalmente depende do perfil do investidor
e no fim das contas naoexiste um investimento completamente sem risco.
Cada mercado possui taxas que servem de substituto para a taxa livre de
risco 7.

No Brasil é comum usar a taxa Selic para r. Ela oferece um risco pequeno
e retorno baixo. No que se refere a ativos um investimento com risco baixo
seria o Tesouro Direto. O risco neste caso é o Brasil quebrar. A inflacao, que
esta voltando, é outro fator complicador. Leva-se entaotambém em conta o



Certificado de Deposito Interbancdrio CDI, que é a taxa que os bancos usam
para negociar entre eles. O analogo nos EEUU ¢ a taxa do tesouro americano
ou o indice Standard & Poor’s 500. H& varios modelos matematicos para
extrair a taxa r de dados mercadolégicos[20].

Vamos entao supor que exista uma taxa r fixa, que possamos usar para
fazer ou tomar emprestimos. Isto permite ter uma ideia de quanto valera e.g.
um titulo emprestado em t = t; ao juro r apos um tempo de emprestimo
t > ty. Para uma precificagao continua temos que titulo B(t) aumentara no
intervalo de tempo dt como

dB = rB(t)dt, (3.1)
onde r é medido em % por ano. Integrando obtemos
B(t) = B(to)e 1), (3.2)

O fator e"*%) mede o quanto o titulo rendeu de juros ao ser emprestado
por um tempo T = t — t, e resulta para r > 0, que "7 > 1. Viceversa se
quisermos estimar quanto vale hoje em ¢ = 0 um titulo a ser entregue no
futuro 7" > 0 pelo prego B(T'), teriamos

B(0) = B(T)e "™, (3.3)

Se voce vender o titulo no instante ¢t de sua escolha, o adicional que voce
recebe ¢ B(0)(e” —1).

Também usamos este fator de desconto para o Cupon-zero, que é um
contrato funcionando da seguinte maneira. Voce deposita o valor de face V' e
recebe depois de T anos um valor maior e’7V. €7 > 1 corresponde ao juro,
que V renderia apos T anos a uma taxa de juros r. Chama-se zero, porque
rende nada antes da expiracaono tempo t = T. Isto é diferente de nosso
B(t), titulos de divida publica ou debenturas de corporagoes, que pagem
juros durante a vigencia do titulo.

e Caveat juros compostos
Por questoes de simplicidade usaremos na precificacao continua sempre
e, mas os bancos nem sempre fazem isto e (1 + 7)™ > e ™. Se
por exemplo voce comprar hoje em ¢t = 0 um cupon-zero para receber
P(T) = $1000 apos n = 5 anos a taxa de r = 0.6% por ano, voce

pagara hoje o valor de

P(0) = P(T)/(1 4 r)" — P(0) = 1000/(1 + 0.6/100)° = $970.532
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A precificagao exponencial daria

P(0)enp = 1000e~06+5/100 — $970.445,

3.2 Posicoes longas e curtas

Ha duas maneiras basicas de negociar um ativo, por exemplo um terreno:
longas e curtas.

1. Voce tem uma posigao longa, se voce é dono de um ativo Sy no dia
de hoje t = ty. Um investidor toma esta posi¢aona expectativa que o
ativo (terreno, agoes, ...) subira para St no futuro t = T', de modo que
ele possa vender o ativo por um preco mais alto e tera o lucro Sy — .Sp.

2. O contrario é uma posicao curta®, em que vocé vende um ativo Sy no
dia de hoje. Se voce naopossui o ativo, sua posicao sera a descoberto:
nestas notas sempre usaremos a curta descoberta. Neste caso voce pede
emprestado e.g. de seu agente, o ativo Sy e vende-o imediatamente
pelo precodo dia em ¢t = t5. Com isto voce abre uma posigao com seu
agente, que voce tera que fechar num futurot = T" > t; predeterminado,
devolvendo o ativo. Voce faria isto na suposicao que o ativo caird para
St < Sp. Assim voce comprard a acaono futuro por um preco Sy
menor, ganhara a diferenca Sy — Sy e fecha a posicaoao devolver o
ativo ao agente. Resumindo a venda-a-curta:

e Pecaemprestado o ativo Sy em t = 0 e vende-o em ¢t = 0. Voce
obtem um de caixa positivo.

e Compra o ativo Sy em t = T e devolva o ativo fechando a posicao .

e Voce lucra o valor Sy — S, se o ativo baixar e perde, se ele subir.
O emprestador lucrara Sy — S7, se o ativo subir!

Na verdade a venda-a-curta pode ser um contrato bastante complicado.
Por exemplo seu agente poderia pedir emprestado o ativo a uma terceira
pessoa, que cobrara aluguel e taxas. Os dois pedirao garantias colaterais,
que podem aumentar se o ativo baixar. Os juros podem mudar etc. Tudo
isto deve ser especificado no contrato envolvendo agora tres agentes!

Salvo mencgao em contrario, suporemos daqui para frente que

SEm ingles: I am short of money, quer dizer que eu nao tenho dinheiro.
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1. A venda curta de qualquer quantidade, ou seja curtar, é sempre possivel.

2. Naohd custos para as transacoes, pois estes custos variam de agente
para a agente, dependem do tipo e quantidade do ativo; portanto difi-
ceis de quantificar.

4 A precificacao correta de uma rifa e arbi-
tragem

Para ilustrar como atribuir um preco correto a instrumentos financeiros en-
volvendo riscos, considere a seguinte rifa. Suponhamos que algum ativo S
valha Sy = $10 hoje em ¢ = ¢y. Sabemos que depois de um tempo dt, ou seja
em t =ty + dt, ele pode subir para S, = $20 ou baixar para S; = $5. Vamos
impor que

Sq < Sy < S,. (4.1)

Quanto voce pagaria pela oportunidade, que lhe daria em %y + 0t a quantia
de $10, se o ativo subir e $1 se ele baixar? Qual seria o valor, que o vendedor
aceitaria?

[ustramos a situagao na figura Fig.(4.1), onde chamamos f, o seu retorno
apds um tempo d&t, se o ativo subir e f,;, se o ativo baixar.

A ae
\‘ o

Figure 4.1: Os dados para precificar uma rifa com Sy < Sy < .S,,.

O que o vendedor poderia fazer para se proteger contra eventuais perdas?
Ele poderia tentar encontrar um precode "referencia”, que seja aceitavel
tambem para o comprador, ou seja: que nenhum dos dois tenha prejuizos,
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mas obviamente tambem nao terao lucros. Mostramos possiveis cenarios na
tabela abaixo, supondo que o vendedor gasta toda a grana da venda para
comprar ativos.
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Tentando operar sem lucro, nem perdas

Valor da rifa | Fracaodo ativo Novo ativo | Lucro
111 +1
5.5 0.55
2.75 1 +1.75
81 -2
4 0.4
2] +1
121 +2
6 0.6
31 +2
121 +2-2=0
4=6-2 0.6
31 +2-2=0

As tres primeiras linhas da tabela mostram que parece impossivel evitar
perdas ou lucros, investindo todo o valor da rifa no ativo. A ultima linha
mostra uma situacao sem lucros, em que vendemos a rifa por $4, mas vamos
investir $6 em ativos. Isto é $2 a mais que o valor da rifa. Fica claro que
s6 comprando ativos, nao podemos acertar um valor da rifa, que resulte sem
lucro, nem prejuizo. Pois temos somente uma variavel (o pregoda rifa) para
acertar dois valores (os eventuais premios a serem pagos,/recebidos f, fa).
Mas a ultima linha sugere, que podemos pedir emprestado uma quantia em
dinheiro, e.g. titulos, que correspondera ao valor necessitado (O valor $2 na
tabela, onde ndolevamos em conta os juros, que correm entre t e t + dt).
Vamos entao construir um portofolio contendo uma certa quantidade do
ativo e mais um certo numero de titulos. O portofolio deve valer exatamente
o valor da rifa no tempo ty + dt. Seja Il o portofolio contendo ¢ unidades do

ativo S e 1 unidades do titulo B
IMT=¢S+yYB. (4.2)

Se o titulo vale hoje B(ty), em t = to+ 6t seu valor serd B(ty+6t) = e B(t)
e todos os participantes devem concordar com esta taxa de juros r.
Para igualar o valor da rifa em ¢y + 0t devemos impor

¢Su + wB<t0)eT5t = fu
¢S4+ B(to)e™ = fa.

13



Resolvendo para ¢, resulta

_fu_fd o
¢_Su_Sd7 w_

eirét Sufd - Sdfu
B(ty) Su— Sy

(4.4)

O valor do portofolio IT hoje em t = ¢y é

I(to) = ¢S(to) + ¢ B(to) (4.5)

e este serd o preco fj pelo qual negociaremos a nossa rifa. Usando a notagao Sy =
S(ty) obtemos

fo = H(to) = MSO + 6fr6tSufd - Sdfu

4.
Sy — S4 Sy — Sq (4.6)

Acabamos de construir um portofolio replicante, que replica o valor da
rifa. Note que em nenhum momento precisamos saber a probabilidade com
que o ativo evolui para baixo ou para cima, mas somente os valores 5, Sy.
O vendedor executa a estrategia para se proteger e conseguir satisfazer a
suas obrigagoes. O comprador somente paga a rifa, que verificou ser justa, e
espera o resultado do ativo S, ou Sy.

Voltando ao nosso exemplo vamos supor, que o titulo vale hoje B(ty) = $1.
Temos entao os seguintes valores, mostrados na Fig.(4.1):

So = $10, B(ty) = $1, (4.7)
S, =%$20, S; =895, (4.8)
fu=810,  fa=$L (4.9)
Estes dados fornecem® ¢ = 3/5 e ¢ = —e "2, Portanto o custo de um

portofolio, que seja igual ao valor da rifa a ser negociada, é pela equ.(4.5)
3
M(ty) = £ 10— e 2 = 6 — e "2, (4.10)
Temos a seguinte evolucao do portofolio

- —rdt _
T(ty) = 6 — 2" 25 TI(ty + ot) = R,

3
5t 390 —2= 12—-2 =10
{g =y (4.11)

6 Aqui estamos supondo, que seja possivel negociar fracdes de ativos. Isto é obviamente
impossivel na vida real. Note porem que agoes sao usualmente negociadas em pacotes de
centenas.
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e o negdbcio fecha sem risco, pois o portofolio cobre o valor da rifa. Cobramos
o valor da rifa e entregamos o premio apesar do ativo ser de risco, i. e. hoje
nao sabemos o valor do ativo amanha.

Para se proteger contra o risco, o vendedor adota a seguinte estrate-
gia/hedge.
Em
ele vende a rifa por II(ty) = 6 — e ™*2. Ele usa $6 para comprar a fracao de
3/5 do ativo’ e fica devendo e "2,
Em temos o seguinte cendrio.

e Ele pagou juros sobre a divida de e "2, que aumentou para e "%2¢e 179 =

$2

e Se o ativo subir, ele o vende por %$20 = $12, paga a rifa de $10 para o
comprador e sobram $2 para pagar a sua divida e fechar o negécio.

e Sec o ativo baixar, ele o vende por 2$5 = $3, paga a rifa de $1 para o
comprador. Sobram $2 para pagar a sua divida e fechar o negécio.

Consideremos agora a posi¢dodo comprador. A sua estrategia é oposta
a do vendedor: quando um vende o outro compra e vice-versa. Como a
quantidade de grana é conservada, o portofolio 1T do comprador é o negtivo
do vendedor. Temos portanto ¢ = —% implicando venda-a-curta do ativo. A
estrategia do comprador é a seguinte.

Em :

1. Compra a rifa gastando II(tg) = —(6 — e "°%2).

2. Curte a fracdode 3/5 do ativo por $6 e deposita o resto +e "2 no
banco.

1. Recebe juros sobre e "2, que aumenta para e "2e17% = $2.

2. Se o ativo subir, ele recebe o valor da rifa de $10 dando um total em
caixade 2+ 10 =12 = %20 para fechar a curta.

"Na vida real ndo podemos negociar fracdes da ativos. Estes sdo negociados em centenas
e a precisao é até a terceira casa apos a virgula.
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3. Se o ativo baixar, ele recebe a rifa de $1 dando um total de 2 + 1 =
3= 25 para fechar a curta.

Gostou do milagre? O vendedor gastou nada, mas tampouco nada
recebeu ao lancar® a rifa. Conseguimos criar um portofolio sem risco e
executamos um hedge? perfeito. E claro que o vendedor nao vai morrer de
fome, pois cobrard taxas para financiar o seu negocio. Tambem é claro, que
o comprador nao vai entrar num negocio em que ele s6 paga taxas e ganha
nada - a naoser que naofagaas contas corretamente. Em nosso mercado
ideal todos os participantes sao 100% racionais e nao existem ”malucos a la
Dostoievsky”.

Na vida real a coisa é diferente, pois afinal o atrativo de rifar é correr
riscos. O comprador pode nem executar o hedge, pagando 10 e torcendo para
que o ativo suba para 20. Precisamos ainda levar en conta a Industria de
Marketing , que gera agentes desinformados e irracionais.

8Usamos a palavra ”lancar” ao invez de vender para realcar, que naoé uma venda-
a-curta, mas simplesmente uma venda. Afinal os dois participantes apenas assinam um
contrato e naoha troca de mercadoria.

9"hedge” é o termo usado no mercado financeira. Significa, que voce ergeu uma ”cerca”
para se proteger das oscilagoes do mercado.
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_ JUST A NORMAL DAY AT THE NATION'S MOST IMPORTANT FINANCIAL INSTITUTION...

Figure 4.2: Um possivel cenario mercadologico.

Exemplo 4.1 Invertendo f, com fj.

Figure 4.3: Invertendo f, com f; da figura 4.1

Considerando a posicao do vendedor, temos agora

B B st | Su=9%20, f,=39I,
S(to) = $10, B(ty) =$%1,— { S, =$5 fa=$10
95—1 =1

7
Com ¢ = —32 By = 24051 g-rot 3 3é¢~! temos
0

15 3

3
I(to) = — - 10+ e113, (e= e, (4.12)
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Evolugao do portofolio é

3 .. Ot —3204+13= —12413 =1
_5'10+€ 13 —>H(t0+5t)_{_§ 5413— —3413 — 10

e o portofolio permite ao vendedor cumprir sua obrigacao .
A estrategia do vendedor é a seguinte.
Em t = o cle vende a rifa por II(tg) = —6 + ¢~ '13. Ele curta 2 - 10 = 6 do
ativo, matando o —$6 e deposita é7113 no banco para render juros.
Em t = tg + 0t ele tem 13 em caixa.

e Se o ativo subir, ele paga a rifa de $1 para o comprador e sobram
220 = 12 para fechar a curta.

e Se 0 ativo baixar, ele paga a rifa de $10 para o comprador e sobram
25 = 3 para fechar a curta.

4.1 A probabilidade risco-neutra e arbitragem

- &% e (4.13)

Vamos garimpar um tesouro escondido nesta formula! Mas para isto pre-
cisamos de um guia. Entra Louis Bachelier(1870-1946). Bachelier nasceu
em 11/03/1870 e em sua tese de doutorado (29/03/1900) escreveu ”L’esperance
mathematique du speculateur est nulle” dizendo que num mercado de agoes deve
haver uma simetria envolvendo um comprador e um vendedor e naodeve
haver um vies a favor de um ou outro. Quando ¢ que um jogo ¢ ”justo” e
"equilibrado”? Quando investimos uma certa quantia f; e esperamos recu-
perar nem mais nem menos do que a quantia investida. Ou seja, quando a
esperanga (f;) num instante posterior for igual a fo:

(f(to + 1)) = f(to)-

Esta é a definicao de martingale. Neste caso naohavera ganhadores, nem
perdedores. Como nao podemos prever o futuro, sé6 podemos calcular a es-
perancasupondo conhecer a probabilidade das ocorrencias de f;. E claro,
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que havera flutuagoes em torno da esperanca (f;) e o especulador reza para
que sejam a seu favor. Seria a graca, que até um jogo justo'”
Para revelar a estrutura de martingale, re-escrevamos a equ.(4.13) como

Soerét _ Sd S — Soer&
to) = (1. u ) 414
Flto) = e (2 + i (114

=" (afu+afa).
onde introduzimos o parametro ¢:

S()C”;t - Sd - Su — (3T6tSO
- =2 =1—-¢q=——— 4.15
1 Su - Sd / ! I Su — Pd ( )

Seja (f(to+ 0t)) a esperancado precoda rifa subir em ty + dt para f, com
probabilidade ¢ e baixar para f; com probabilidade ¢:

(f(to+ 1) = qfu+qfa (4.16)

Com esta defini¢ao a equ.(4.14) fica

f(to) = €™ frosst)g- (4.17)

Multiplicando esta equacao por e~ "% resulta para o preco descontado da rifa
fi=eTf, (4.18)

a equacao

(f(to+0t))q = fl(to). (4.19)

Ou seja: ft é uma martingale sob a probabilildade gq.

1ONum casino da vida real o jogo nunca é ”justo”. Se numa roleta hé 37 numeros, voce
teria a probabilidade 1/37 para acertar um numero entre 1 e 37. Mas no roleta hé sempre
pelo menos um zero e sua probabilidade de acertar é apenas 1/38. Na verdade é um pouco
mais complicado, mas o casino acaba sempre lucrando! Em principo voce poderia usar a
estrategia de ”dobrar a rifa” toda vez que voce perder a jogada. Quando voce acertar, voce
ganha o investimento inicial. Supondo naturalmente que seu capital nao tenha acabado
antes e voce ter perdido tudo. Mas o casino impoe limites ao numero de vezes que voce
pode dobrar. Para o teorema valer temos que proibir estrategias, que sempre garantem
lucro como a de ”dobrar a rifa”.
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Resolvendo a equ.(4.15) para Sy resulta
S(to) =:6’““(q(5u——5h)+—sa)::e*“”<q5;—%qsg)>. (4.20)
Ou seja: o ativo descontado
S(t) = e "S(1) (4.21)

tambem ¢ uma martingale sob a probabilidade risco-neutra q:

(S(to +6t))y = S(to). (4.22)

f(t), S(t) ndosdao martingales, mas sim e™"S(t),e " f(t): tivemos que ex-
trair o "arrasto” e" gerado pela taxa r. Aplicamos o fator de desconto
et que mede a valorizacdo”automatica” do dinheiro. O titulo descontado
B(t) = e "B(t) = B(t,) é tambem uma martingale. Concluimos, que os
tres items negociaveis f;, Sy, B(t) sdo martingales.

Para merecer o nome de probabilidade!! ¢ deve satisfazer os limites

0<qg<1l (4.23)
Consideremos primeiro caso r = 0 e depois r # 0.
e As desigualdades equ.(4.1:S, > Sy > S;) implicam para r = 0
~ So—5q

= - >0
4=g—g 12
Su_SO
l—-g=———2>0 < 1.
1=g g 20=4s<

Verificamos portanto, que para r = 0 a variavel ¢ é de fato uma prob-
abilidade valida. E uma consequencia de nossa algebra.

e Se r # 0 ainda vale ¢ > 0, pois Sy > Sq — Spe™* > Sy.

No entanto teriamos que satisfazer ainda S, — Spe’® > 0 para que ¢ < 1,
mas isto naosegue de S, > Sy > Sy!

Aqui entrara um aspecto crucial do nosso mercado financeiro: o conceito
de arbitragem. Vamos ver como funciona no caso em pauta.

1'No caso do nosso exemplo ¢ = % para r = 0. Note que esta probabilildade ¢ nada tem
a haver com a probabilidade "real” com que o ativo passa de Sy para S, ou Sy!
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e Se valesse ¢ > 1, teriamos Spe”® > S,. Procedemos entdo da seguinte

maneira. Vendemos o ativo Sy a curta em tg, investindo a grana re-
cebida num titulo, que em ¢, + 0t valerd Spe™. Para fechar a curta
gastariamos S, e lucrando Spe™ — S, sem risco. Impomos entdo que
o nosso mercado ideal nao permite este ganho sem risco, o que implica
g < 1 ou equivalentemente

Sq < Spe™ < S, (4.24)
A prescri¢ao sempre é : Compre o mais barato e/ou venda o mais caro.

Quando possibilidades de ganhar dinheiro sem risco ocorrem, dizemos
que existe arbitragem. Na vida real uma situacao destas nao subsistiria
por muito tempo, pois se alguem ganha ha outro que perde e logo a rifa
seria negociada pelo precojusto, o mercado se encarregando a atingir um
precode equilibrio. Em nosso mercado ideal em que nao permitimos arbi-
tragem, podemos usar o que se chama lei de um so preco:

Se dois bens identicos e negociaveis possuem o mesmo preco num
certo instante, entaopossuem o mesmo precotambém em qual-
quer outro instante. Pois se em ?; existirem dois pregos para
o mesmo bem, um arbitrador poderia comprar o mais barato,
vender o mais caro e embolsar a diferenga sem risco. Nao permitimos
esta situacao de ganho sem risco em nosso mercado ideal.

Isto naturalmente supde, que sempre haja rifas no mercado para comprar e
vender e que a informacao sobre os pregos de compra e venda sejam imediata-
mente acessiveis a todos os agentes do mercado. Adicionalmente é necessario
poder emprestar e pedir emprestado qualquer quantidade de dinheiro a uma
taxa de juro sobre o qual tanto comprador como vendedor concordam. Num
mercado em que este tipo de transagaoocorre entre parceiros, que nem se
precisam conhecer, esta taxa serd necessariamente a taxa livre de risco r'2.
A seguir sempre suporemos que estas condigoes sejam satisfeitas em nosso
mercado ideal e que nao existe a possibilidade de arbitragem. Desta maneira
o mercado forgara os limites ¢ = [0, 1], mesmo que valendo somente S; <
So < Sy

12No mercado real a compra/venda é intermediado por bancos, instituigoes de investi-
mento etc, que cobrarao taxas para administrar o negocio.
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Note, que naodemostramos que g = [0, 1] usando somente alge-
bra a partir das hipoteses. Precisamos da acaode um mercado
muito especial para impo-las. E importante ter em mente esta
diferenga para nao gerar confusoes!

Demostraremos mais abaixo, que a condi¢do Sy < Spe™ < S, ou ¢ = [0, 1]
tambem ¢é suficiente proibindo a possibilidade de arbitragem.

Podemos agora simplificar todo processo de precificacao, aproveitando
que tanto o precode ativo como da rifa descontados sao martingales. O pro-
cedimento é :

1. Exigir que S(t) seja uma martingale.
2. Calcular ¢ pela equacio: ¢S, + (1 — q)Sq = Spe™!

3. Exigir que f (t) seja uma martingale e calcular o valor fy da rifa pela
equacdo analoga: qf, + (1 —q)fs = foe™*.

Este procedimento serd usado a seguir para precificar contratos e outros in-
strumentos financeiros, pois a rifa nada mais é do que um derivativo baseado
no ativo subjacente.
Por exemplo na situagaoda figura 4.3 teriamos com r = 0 o seguinte:
q= % = % e fo = %1 + %10 =7, que coincide com a equ.(4.12) para r = 0.
A precificagao via martingale é a maneira canonica para evitar arbitragem
merecendo portanto um nome especial:

O Primeiro Teorema Fundamental

Um modelo nao permite arbitragem, se e somente se existir uma
probabilidade risco-neutra 0 < ¢ < 1 para precificacao .

Ja mostramos, que a ausencia de arbitragem implica
0<¢g<1 (4.25)

ou seja: a existencia de uma probabilidade risco-neutra.
Falta mostrar que 0 < ¢ < 1 tambem implica ausencia de arbitragem.
Formulemos a condicao de existir arbitragem para o nosso portofolio repli-

cante I1(t) = f(t):
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A Um portofolio II(¢) permite arbitragem, se satisfizer

o) = o,
(II(t)), > 0, t#0, (4.26)

esta segunda afirmando, que a probabilidade do portofolio assumir um valor
positivo, é nao-nula. Se isto for verdade, temos uma maquina de fazer din-
heiro de graca!

Precisamos mostrar que a possibilidade de arbitragem viola a
desigualidade equ.(4.25). Considere um portofolio II satisfazendo
I1(0) = 0 e suponha que (II(t)), > 0. Mas isto é proibido pela
propriedade Martingale equ.(4.17), que requer

I(0) = e7"™(I1(t))q > O,

violando a hipotese. Note o fato, que uma Martingale amarra
presente com futuro. Dai sua presenga universal em nosso mer-
cado.

Logo a condigao equ.(4.25) - a existencia de uma probabilidade risco-
neutra sob a qual o ativo é uma martingale - é necessaria e suficiente
para evitar arbitragem, ou seja evitar ganho sem risco.

Exercicio 4.1.

Repita o argumento para mostrar a lei de um s6 preco, quando t; < 0.
Exercicio 4.2. Precificando um contrato.

Suponha que um ativo, valendo Sy em t = tg, possa em T = tg + dt assumir
dois valores S, = Syu e Sy = Spd com Sy < Spe™ < S,,.

1. Calcule a media e a variancado ativo sob a medida risco-neutra no
instante 7T', supondo uma taxa risco-neutra r.

2. Por quanto voce compraria um contrato, que lhe paga o valor Sy — K
emt="1T"7
Suponha que K seja um valor da ordem de Sy. Explique a estrategia a
ser executada.

3. Quanto voce pagaria para um contrato, que lhe paga em t =T o valor
St — K, se S > K ou nada em caso contrario,
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e com K < Sy,
e com K > 5,
e com S, > K > S5,7
Exercicio 4.3.
Suponha que voce tenha a disposicao dois ativos S e A evoluindo conforme

S — S,,8; e A — Ay, Ag. E possivel compor um portofolio replicante?
Existe uma estrategia de hedge?
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5 Contratos

Suponha que queiramos comprar uma certa quantidade de café a ser entregue
daqui a nove meses. Estamos porem preocupados com o preco do café naquela
data de entrega, que chamamos de 7. Por isto fazemos um contrato hoje
em t = 0, que estipula o preco K a ser pago por uma determinda quantidade
de café a ser entregue em t = 7. O tempo de entrega T é medido em anos.
O contrato envolve pois uma ativo aleatorio - o café - e o preco K, que
¢é deterministico. Temos pelo menos duas maneiras de fazer o pagamento.

5.1 Contrato a termo

Num contrato a termo (forward em ingles) para comprar um ativo pagamos
o valor K, quando o ativo for entregue no instante 7', chamado tempo de
maturacdo. O contrato a termo especifica, que o dono do contrato (que
assume uma posicao longa) tem o direito de comprar o ativo, que em t = T
valerd Sy, pelo preco K'3. S é aleatorio, mas K é fixado em t = 0.

Qual seria um valor razoavel para K, que seria especificado hoje em t = 0
na assinatura do contrato? Se o ativo vale hoje Sy, propomos que K deve
ser igual ao preco a-termo Fy

F() = BTTSO = K, (51)

que é o valor que um titulo com By = Sy renderia. Se o preco fosse diferente,
teriamos a possibilidade de arbitragem.

A Se [y, < €78, curtamos Sy e firmamos um contrato a-termo para
comprar café (assumimos uma posi¢ao longa). Em t = T os juros au-
mentaram Sy para e’ Sy, mas s6 pagamos F, para comprar ativo e
fechar a curta. Embolsamos a diferenca e Sy — Fy.

A Se Fy > €S, fazemos o contrario. Pedimos emprestado $S, para com-
prar Sy e firmamos um contrato a-termo para vender café (curtamos
o contrato a-termo). Em t = T os juros aumentaram nossa divida
Sy para €'1Sy. Mas vendemos café por Fy > e"7S, e embolsamos a
diferenca .

130 contrato deve ainda estipular como e quando o ativo seria entregue e talvez outros
detalhes.
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Sempre vendemos/curtamos o mais caro e compramos o mais barato. A
tabela mostra a mecanica da transacao, quando h&a arbitragem. Suponha
que Sog = $100,7 = 5% e o tempo de maturacdoseja um ano. Obtemos
Fy = 100e%% = 105.1, que aproximamos por Fy = 105.

Tabela: Arbitragem com precos a-termo nao -alinhados usando
So = $100,r = 5%, T = 1, F, = $105

Preco a-termo = $110 > Fy) Preco a-termo = $98 < Fp)

Hoje: Hoje :

Pega emprestado $100 a 5% Curta Sy recebendo $100
Compra Sy Invista a juros $100 a 5%

Firme um contrato a-termo para Firme um contrato a-termo para
vender café em um ano por $110 comprar café em um ano por $98
Em um ano: Em um ano:

Venda café por $110 Compre café por $98

Feche a posicaocom juro por $105 Feche a curta gastando $98 e
recebe $105 do investimento
Retorno: $110 — Iy = $5 Retorno: F, — $98 = $7

Em ambos os casos o arbitrador realiza lucros sem risco.

5.1.1 Valor de um contrato a-termo

Suponha, que um agente financeiro queira negociar um contrato a-termo:
comprar ou vender uma contrato existente, que foi firmado um tempo atras
em t = 0.

e Qual seria o valor justo f; num instante 0 < ¢ < T a ser cobrado por
um contrato destes?

Na entrega no instante 7" o ”comprador”( o dono do contrato, que é
longo) recebe o ativo valendo St pagando o precoa-termo K. O retorno
é portanto S — K. Este seria o valor do contrato em t =T

fr=>5r—-K, (5.2)

E a diferenca entre o preco do dia do ativo e o preco pelo qual o vendedor tem
que entregar o ativo. Se St for igual a K, este contrato nao oferece nenhuma
vantagem e é claro que deve valer nada.
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Para determinar o precono instante ¢ < 7', descontamos K pelo fator

e T ¢ fazemos Sy — S;. Resulta para o valor f, do contrato a-termo no
instante ¢

fi=8—e T VK, (5.3)

O valor do contrato mudarda com tempo para mais ou menos, dependendo
como pressoes do mercado afetam .S;. Seu valor pode ser positivo ou negativo,
inclusive zero! Se f; < 0 o comprador na verdade recebe este valor.

Na data da assinatura do contrato em ¢ = 0 temos com a equ.(5.1: K =

erTSO)
f() = S() - €_TT6TTSQ =0.

Como nao hé fluxo de caixa em ¢ = 0, é justo que o valor do contrato seja
nulo no dia da assinatura.

Por enquanto a equ.(5.3) é apenas uma proposta, mas ¢é justificada pelo
seguinte argumento de arbitragem. Considere entao a seguinte estrategia no
instante ¢.

e Venda o contrato por f;
e Gaste S; para comprar o ativo
e Deposite o restante f; — S; num banco para render juros.

O custo desta estrategia é f; — S, — (fi — S).

e Logo no instante ¢ o nosso portfélio I, vale

I, = fi — Sy — (fi — Si) =0.
e Mas no instante 7' temos

Iy = —fr+ Sy + (fi = Sp)e" ™.

Pois ao vender o contrato ao comprador, este tem em t = T o direito
de adquirir o ativo pelo preco K e temos que providenciar o valor fr =
(St — K). Tambem entra o valor Sr ao vender o ativo e (f; —S;) rende
juros. Resulta portanto Iy = K + (S; — f;)e"™1.
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Se II; # Iy teriamos uma maquina de ganhar (ou perder) dinheiro sem risco
ou seja, deve valer Il = 0, i.e. a equ.(5.3).

Note que o mercado pode oferecer contratos com uma gama de valores
de entrega K e voce pode escolher um conveniente num instante ¢ e pagara
por este direito. No entanto, se voce assinar um contrato novo no instante t,
o valor de K é fixado em F, = ¢"T-1 8,

Exemplo 5.1

Considere um contrato firmado em ¢ = 0 com o prego de entrega
K = $48 e data de entrega de dezenove meses T' = 1.6 e a taxa
ér = 10% por ano. Suponha que o precodo cafe daqui a seis
meses em ¢t = 0.5 seja Sp5 = $50. O valor do contrato em ¢t = 0.5
é pela equ.(5.3)

fos = 50 — 480111 — .99,

Exemplo 5.2

Vamos assinar um contrato a-termo para comprar um ativo em
dois anos, "= 2. Quem vende o contrato (é curto) deve entregar
o ativo em t = T ao comprador(que é longo). Suponha que o
contrato foi iniciado com Sy = 100 e r = 5%. O preco a-termo
é entdo Fy = 100 % €%%5*2 = 110.5 e fixamos K = Fy.

Depois de 1.5 anos o ativo subiu para $107 e a taxa r caiu para
4%. Qual seria o valor do contrato-a-termo? Levando em conta a
nova taxa de juros temos com T'—¢t = 0.5 e F, = Ke " ™=1 para
o valor do contrato

fo(1.5) = S, — F, = $107 — $110.5¢ 00105 = _$1.31.

Para comprar um contrato como este voce na verdade vai receber
$1.31, pois augura um prejuizo do qual o vendedor quer se livrar.
Mas nos ultimos seis meses as coisas podem mudar!

5.2 Contrato Futuro

Um contrato futuro é como um contrato a-termo, em que no entanto fecha-
mos o contrato todo dia. Isto evita o risco de que encarar grandes os-
cilagoes nos precos do ativo, o que pode resultar em quebra de contrato, in-
solvencia do vendedor etc. Seja F; o valor do contrato futuro adquirido no
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instante ¢ com a data de entrega do produto X em ¢ = T. O precodo dia
do ativo é S(t). O contrato futuro para uma posicaolonga F(T' ty) funciona
da seguinte maneira. Se T' é a data de entrega do produto, temos 0,1,2,...T
dias até a entrega com [ o valor do produto no dia j: Fj é o pregohoje e Fp
o precono dia da entrega. Obviamente o prego F}; sé é conhecido no dia j e
nao antes. Todo dia voce calcula a diferenca F; — F;_; entre o precodo dia e
o precodo dia anterior. Ao assinar o contrato naoha fluxo de caixa. Mas no
dia j = 2,3, .. o dono do contrato recebe o valor F; — F;_; ( Este valor pode
ser negativo, em que caso o dono paga este valor). No dia T o dono recebe
o valor final Fi; — F,,_1 e recebe o produto. Somando o fluxo de caixa total
obtemos

(FL— F)) + (Fo— F\) +..(Fyp_y —n —Fp = Fr — F.

A entrega do ativo acontece somente no dia 7. Neste dia eu compro o ativo
pelo precodo dia St gastando Fr e recebo o valor Frr — Fy. O fluxo de caixa
é (—Fr) + (Fr — Fy) = —Fp ou seja eu gasto Fy para comprar o ativo. Este
valor ja é conhecido no dia do fechamento do contrato como num contrato a
termo. S6 que Fr — Fy é pago sucessivamente durante o vigencia do contrato.

Mostramos abaixo o fluxo de caixa para contratos a vista, a termo e para
uma posigao futura longa Fx (T, to).

Tabela de Contrato Futuro para entregar o produto X

A termo

dia 0 1 2 T-1 T
fluxo de caixa 0 0 0 0 X —Fy
Futuro

dia 0 1 2 T-1 T

fluzo de caiza 0 Fy—Fy Fo—F ... Fri1—Fp_o X —Fpr_,

Exercicio 5.1

Verifique, que para uma taxa r constante ou uma fungao conhecida do tempo,
o prego de um contrato a-termo é o mesmo que o de um futuro para o mesmo
Kel.
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6 Opcoes

Opcoes sao instrumentos financeiros baseados em (derivados de) um ativo
subjacente e.g. uma acao, um titulo de divida publica, uma debentura de
corporacoesetc. O dono da opgaotem o direito, mas naoa obrigagao de
exerce-la num certo instante t = t., o tempo de execucao. Para ter este dire-
ito o dono pagou no instante ¢ = 0 o premio, o preco da opcao , ao vendedor da
opcao . Nas opcoes Furopeias o tempo t. = T'. Este "tempo de maturacao”
T é fixado ao realizar a transacao. Para opcoes Americanas o dono pode
escolher o instante de execugao entre hoje (t = 0) e t = T. Ou seja, o tempo
de execucaot, vale t, = T' para opgoes Europeias e é limitado a 0 < t, < T
para opgoes Americanas. O dono da opgaotem o direito de negociar o ativo
subjacente por um determinado preco de exercicio K (strike price) no in-
stante t = t.. Este precoé fixado ao realizar a transagao. Como veremos
opcoes podem funcionar como uma apélice de seguro além de possibilitar a
especulagao .
As duas opc¢oes basicas, tambem chamadas de vanilla, sao :

e A opgao call Europeia dé ao dono o direito de comprar o ativo S pelo
preco K. Ele fecha o contrato hoje em ¢t = 0 e paga o premio ao
vendedor da opcao. Se em t = T o ativo S subir para Sr com Sp >
K, exercerd o seu direito e comprara o ativo pelo preco K. Poderia
vender o ativo embolsando a diferenga St — K > 0, que sera pago pelo
vendedor da opcao. Se o ativo naosubir acima de K, ele nao exerce
a opgao e o vendedor embolsard o premio. Assim o lancador/vendedor
torce para que o ativo caia e que comprador naoexerca a opcao para
assim embolsar o premio!

Este arranjo tambem funciona como um seguro. Se voce precisa adquirir
um ativo no futuro ¢ > 0, vocé paga o premio hoje, mas guarante a
compra do ativo pelo preco K no futuro. O valor do premio é da ordem
de alguns %’s do ativo.

e A opaoput Europeia dd ao dono o direito de vender o ativo em ¢t =T
pelo preco K. Se o ativo cair abaixo de K, exercera o seu direito e
vendera o ativo pelo preco K, que é maior que o precodo dia. Se o
ativo subir acima de K, ele nao exerce a opcao .

O vendedor torce para que o ativo suba e o comprador naoexercaa
opgao para assim embolsar o premio! Se o ativo baixar ele é obrigado

30



a arcar com o prejuizo de K — Sp.

Este arranjo tambem funciona como um seguro. Se vocé precisa vender
um ativo no futuro t = T', vocé paga o premio em t = 0, mas guarante
a venda do ativo pelo preco K.

Para a opgoes Americanas substitua T — t..

Vemos que um contrato de opcao abrange dois parceiros: o comprador,
que tem direitos e o lancador, que tem deveres. O comprador tem uma
posicao chamada [onga e o vendedor tem uma posicao chamada curta.

Temos entao os seguintes quatro tipos de investidores para opgoes Europeias
(Para Americanas faga T' — t.):

e Comprador de um call: tem o direito de comprar um ativoem ¢ =T
por um preco K predeterminado

comprar um call — longo num call
— dono tem o direito de comprar o ativo
subjacente pelo preco K no instante T
— exerce a opgao caso o ativo suba

— Suponha um ativo valendo hoje Sy = $90, o precode exercicio
K =100,T = 1 e o precoda opcaoc = $4. Um investidor comprou
uma call Europeia para comprar 100 ativos. Seu investimento
inicial é $400. Se em um ano o ativo valer menos que $100, ele
nao exercera o opcaoe perderd este investimento de $400. Se em
um ano o ativo valer mais que $100, exercerd a opgao. Se e.g. o
precodo ativo for $110, o ganho por item do ativo serd $10. O
ganho para 100 items serd $1000 e subtraindo o seu gasto inicial,
o lucro do investidor serd $1000-3400=%$600. O prego .Sy nao entra
nesta conta e so serve para estimar o precoda opcao.

e Lancador de um call: tem a obrigacao de vender um ativoem t =T’
por um preco K predeterminado

vender um call — curto num call
— obrigacao a vender o ativo
subjacente pelo preco K no instante T
— torce para que o ativo baixa
para embolsar o premio
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e Comprador de um put: tem o direito de vender um ativoem t =T
por um preco K predeterminado

comprar um put — longo num put
— dono tem o direito de vender o ativo
subjacente pelo preco K no instante T
— exerce a opgao caso o ativo baixa

— Suponha um ativo valendo hoje Sy = $90, o precode exercicio
K = 100,T = 1 e o precoda opcaoc = $4. Um investidor com-
prou um put Europeia para comprar 100 ativos. Seu investimento
inicial é $400. Se em um ano o ativo valer mais que $100, ele
nao exercera o opcao e perderd este investimento de $400. Se em
um ano o ativo valer menos que $100, exercerd a opcao. Se e.g.
o precodo ativo for $80, o ganho por item do ativo serd $20. O
ganho para 100 items serd $2000 e subtraindo o seu gasto inicial, o
lucro do investidor serd $2000-$400=$1600. O prego Sy nao entra
nesta conta e sé serve para estimar o precoda opcao .

e Lancador de um put: tem a obrigacao de comprar um ativoem ¢ =T
por um preco K predeterminado

vender um put — curto num put
— obrigacao de comprar o ativo
subjacente pelo preco K no instante T
— torce para que o ativo suba
para embolsar o premio

Definindo a fungao

Aoy |z, sex>0

podemos escrever o retorno das opgoes Europeias call/put na maturacaot =
T como

Re. = (ST - K)-i—
R, = (K —Sr)s (6.2)
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Pois uma opcao call s6 sera exercida se St > K e valerd nada no caso con-
trario. Uma opcao put sé serd execida, se Sy < K e valerd nada no caso
contrario.

Temos entao o seguinte fluxo de caixa para opcoes Europeias:

e Opcao call
O comprador de um call paga o premio P, e ganha R.. O lucro L. do
comprador sera

_PCJ ST S K

ﬁc = RC - Pc = { (ST _ K) _Pc, ST > K (63)

O lucro do vendedor é £, = —L..
Uma opcao call é chamada ITM, se S > K, ATM se S = K e OTM

se Sp < K.
e Opcao put
O lucro £, do comprador sera
£p - Rp - Pp - { (K _ ST) _Pp7 ST <K (64)
O lucro do vendedor é £~p =L,
Uma opcao put é chamada ITM, se Sr < K, ATM se S = K e OTM
se St > K.

E claro que opgoes serao exercidas somente se forem ITM.

Os graficos abaixo ilustram estas situagoes mostrando os pregos R das
opcoesem termo de Sp, o precofinal do ativo. Note que o eixo horizontal
¢ o valor do ativo na maturacao Sr. Este eixo nada tem a haver com a
evolugao temporal do ativo S(t), que é alguma fungao aleatéria de t.

Note ainda que o retorno de uma opc¢ao call diminui conforma K aumenta,

resultando em
dR.
<0

dK —
Para uma opc¢ao put é o contrario:

dR, > 0.

dK —

“Em ingles in-the-money, at-the-money e out-of-money.

33



Figure 6.1: Linhas pretas: retorno e lucro do comprador de opgoes call e put.

Os graficos acima mostram ZV, chamado de valor intrinseco das opgoes:
é o retorno das opc¢oes no instante da maturacaot = T. Mas qual seriam os
seus valores parat < T 7 Teriamos que incluir explicitamente uma dependen-
cia temporal das opcoes : seus valores temporais TV'®. Parat < T o valor das
opgoes ¢ maior do que no instante de maturagao, pois havera oportunidade
para ocorrem flutuagoes favoraveis. Tanto para S << K como S >> K
o TV tendo a zero, porque naohavera tempo suficiente para grandes flu-
tuagoes favoraveis de S. Isto quer dizer que opcgoescom S >> K ou S << K
sao mais faceis da precificar, porque os seus valores se aproximam de seus
valores intrinsecos.

Portanto uma opc¢ao é uma funcaode duas variaveis: S e t. O precode
uma opc¢ao é tipicamente alguns porcentos do valor da acaosubjacente. O
resultado é mostrado nas Fig.6.2. Na secao 16 este cenario é resultado de um
modelo especifico.

15 Intrinsec Value e Time Value em ingles.

34



AR(IV+TV) AR, IV +TV)

SN

Figure 6.2: Linhas azuis: ZV + T V.

A Fig.(6.2) mostra que estas opgoes sao convexas, tanto como func¢ao de S
como de K. Ou seja, a secante entre dois pontos x; e x5 de uma funcao esta
sempre acima do grafo de funcaopara r; < x < x5 - veja Figura 6.3.

Figure 6.3: Convexidade.
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Vale portanto para uma funcao convexa

convex[f] = (af (z1) + (1 — ) f(z2)) — (floxr) + (1 — a)zz) >0 (6.5)

com 0 <a<l.
Com X uma variavel aleatoria podemos formular a equacao acima como

(f(X)) = F((X)), (6.6)

que ¢é a desigualdade de Jensen. Esta convexidade sera importante na
analise de precos das opgoes .

Exemplo 6.3 (Exercendo uma Opgao Americana)

Uma opgao call Americana nunca deve ser exercida antes da matura¢ao.
Verifique os argumentos seguintes. Suponha que a opg¢ao call Americana seja
exercida no instante 7 < T, ou seja antes da maturacao. O retorno neste
instante é (S;— K ). Resulta, que em ¢t = 0 o seu valor seria (S, — K))e " .
Como 7 < T temos

((Sr = K)1)e < ((Sre™" — Ke™™)y)

Como a fungao (x — K) é convexa - veja equ.(6.5) - podemos fazer 7 — T
no primeiro termo obtendo

(Sre™™™ = Ke™),) < (Sre™ — Ke ™))

Ou seja, o valor da opgao Americana exercida antes de T' é sempre menor ou
igual a uma Europeia. Portanto nao deve ser exercida antes da maturacao .

Para negociar opgoes podemos operar via mercado de bolsa, onde
os contratos sao padronizados ou via mercado de balcao, onde os par-
ceiros se entendem diretamente. O Chicago Board Options Exchange'® é a
maior bolsa para negociar opcoes. No Brasil esta funcgao é realizada pela
B3. Esta se responsablisa pela correta execucao dos contratos, garantindo a
liquidagao ou registrando-os no mercado de balcao .

6.1 Limites superiores para opgoes

Suponhamos que as opgoessejam negociadas hoje em ¢ = 0, o ativo val-
endo Sy e que maturem em ¢t = T com o ativo valendo Sy. Vamos deduzir
limites superiores para negociar opgoes Europeias e Americanas. Chamare-
mos os premios simplesmente de ¢ ou p para opgoes Europeias e C' e P para
Americanas.

I6CBOE; www.cboe.com
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e Tanto para uma call Europeia ¢ como Americana C, o preco da opcao
nunca pode ser maior que o ativo:

c < Sy, €< 5. (6.7)

Se isto nao fosse verdade, ou seja ¢ > Sy um arbitrador poderia comprar
o ativo Sy e curtar a opcao, embolsando a diferenca. Se for preciso,
ele entrega o ativo na maturacao .

Nota: aopgao call é um contrato. Para simplificar a notacao chamamos
de ¢ o prego /premio deste contrato ao invez de P.. Idem para as outras
opcoes .

e O dono de uma opcao put ganha no maximo K — Sy < K. Numa
put Americana P naosabemos em que instante 0 < t < T a opgao sera
exercida. S6 sabemos entaoque P < K. Numa Europeia sabemos que
podera ser exercido no instante t = 1", de modo que o preco de exercicio
K vale hoje Ke™"T. Isto fornece os limits

p<Ke™ P<K. (6.8)

Se isto nao fosse verdade, um arbitrador poderia vender a op¢aoe in-
vestir o recebido pela taxa r. Se for preciso, ele compra o ativo pelo
preco K na maturacgao e embolsa o juro ganho.

6.2 Limites inferiores para opcgoes

Vamos deduzir limites inferiores para negociacao de opcoes Europeias tanto
call como put .

e Uma call Europeia vale em t =T
o(T) = (Sy - K)5, (6.9)

de acordo com a equ.(6.2). Desprezando TV, resultaria que Sy — K
vale pelo menos Sy — Ke™"! no dia de hoje. Este seria portanto o limite
inferior de uma call Europeia exercida. Se nao for exercida, seu valor
¢é zero e teriamos entao os limites

(Sp— Ke™™) < c<Sp. (6.10)

Este limite vale, pois violando-o hé possibilidade de arbitragem:
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A Suponha que o limite inferior seja violado, implicando c+ Ke™ "1 <
SoouSy—c—Ke™ ™ =§ > 0. O arbitrador entao executa o golpe
- compre o mais barato e venda o mais caro. Em t = 0 ele compra
a opcao , deposita Ke "7 no banco e vende Sy a curta, formando

um portofolio
H[) =c+ KG_TT - S().

Em t = T este portofolio valerd Iy = (Sp — K), + K — Sr, pois o
o retorno de ¢ é (Sy — K), e deposito bancario rende ¢’7 de juros.

Se St > K a opcaoserd exercida e o portofolio valerd
HT:(ST—K)—I—K—ST:O

Se St < K a a opgaonao sera exercida e o portofolio valera Il =
K — Sp. Temos entao para a diferenca dos portofolios

ST1 = Tly — I, (6.11)
. 0 —(C—FKG_TT—S(]): ) se ST>K
- K- Sr —(C—f—KeirT—S()): K—ST+5 se K > St

resultando num lucro livre de risco para o arbitrador, ja que 011 >
0.

Substituindo o tempo 0 por um tempo ¢t < T temos tambem para uma
opcao call no instante ¢

(S — Ke"T=9), < ¢(t,T) < S,. (6.12)

e Uma put Europeia vale em t =T

p(T) = (K — S57)4 (6.13)

O valor de (K — Sr); no dia de hoje vale pelo menos Ke™"T — Sy, pois
desprezamos o TV. Este é portanto o limite inferior de uma put, se for

exercida e é zero, se nao for exercida. Resumindo temos

(Ke™™ —Sp) <p< Ke ™. (6.14)

38



A Violando o limite inferior temos p+ Sy < Ke™"" ou seja Ke T —

p— Sy =0 > 0. Teriamos arbitragem e aplicamos o golpe anologo
ao do call . Compramos a opg¢aop, o ativo Sy e vendemos/curta-
mos Ke~ ", Formamos portanto o portofolio

Hy=p+ Sy — Ke 7.
Em ¢t =T temos
Iy = (K —S7)y + St — K.

Resulta entao para a diferenca dos portofolios

STI =TIy — I, (6.15)
B 0 —(p+ Sy — Ke™) = o se Sp < K
a Sr— K —(p—FSo—KG_TT): Sr— K+ seSp>K

resultando num lucro livre de risco para o arbitrador, ja que 611 >

0.
De novo vale tambem para uma opcao put em t < T

(Ke " T=9 —8), <pt,T) < Ke T, (6.16)

Exercicio 6.1.
Verifique a veracidade do seguinte raciocinio para obter os limites inferiores.

1. Opcao call.
Comparamos os seguintes dois portofolios contendo:

e Portofolio A: uma opcao call Europeia mais um cupon zero pa-
gando K em t =T

e Portofolio B: uma acaodo ativo S, valendo Sy no tempo T

No portofolio A o cupon zero valerd K no tempot =1T. Se Sy > K a
opgao serd exercida e o portofolio valera Sy. Se St < K a opgao expira
sem valor e o portofolio valera K. Ou seja no tempo t = T o portofolio
A vale ¢(T) da equ.(6.9) e Portfolio B vale Sy em t = T. Assim o
portofolio A sempre vale mais que o portofolio B na maturidade. Pela
lei de um s6 precoisto tambem deve valer hoje, quando o cupon-zero
vale Ke™ T, resultando que ¢ + Ke™T > S,,.
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2. Opgao put.
Comparamos os seguintes dois portofolios contendo:

e Portfolio C: uma opcao put Europeia e um ativo S.

e Portfolio D: um cupon zero pagando K na maturacaot = T.

Se St < K a opaoé exercida na maturidade e o portofolio C vale K.
Se St > K a opcao vale nada e o portofolio vale Sr. Ou seja o portfolio
C vale p(T') da equ.(6.13) em t = T. Portfolio D vale K em t = T.
Resulta que o portofolio C vale sempre mais que o portofolio D no
instante t = T'. Na ausencia de arbitragem isto tambem deve valer
hoje, quando o cupon-zero vale Ke"". Resulta que p + Sy > Ke™"7.

6.3 Paridade put-call e a opcao call Americana

Existe uma relagao entre uma opcao Europeia de put e call, quando ambas
tem o mesmo prego de exercicio K e o mesmo tempo de maturacaoT. De
fato em t = T uma put vale (K — Sr); e uma call vale (Sp — K),. A
diferenga é portanto

C—p:(ST—K)+—<K—ST)+:ST—K. (617)

Esta igualdade vale em t = T'. Portanto pela lei de um s6 preco deve tambem
valer no dia de hoje!”. Segue-se que a diferencaentre put e call vale hoje em
t=0

c—p=5Sy—Ke ™, (6.18)

Pelo mesmo raciocinia uma relacao analoga vale num instante 0 <¢ < T
c(S,t) —p(S,t) =S, — Ke"@=Y = f, (6.19)

onde f é o prego a-termo dado pela equ.(5.3).
Para opgoes Americanas s6 temos os limites

Sy—K<C—-P<8—Ke . (6.20)

Pode-se mostrar explicitamente, que hé possibilidade da arbitragem, se estes
limites forem violados[13].
Podemos usar a paridade put - call para mostrar que:

"Note que o risco cancela na diferenca .
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e Uma opcao call Americana nunca deve ser exercida antes da maturacao .
De fato da paridade (6.19) temos
c(S,t) =p(S,t) + S, — Ke T >35, - Ke"TV > 5, — K.
Ja que opgodes Americanas valem sempre mais que Europeias temos
C(S,t) > c(s,t) > Sy — K.

Ou seja o valor da opc¢ao call Americana é sempre maior que seu valor in-
trinseco durante toda a vigencia da opcao. Como este valor é maior que
o ganho maximo possivel ao exerce-la, ela nunca deve ser exercida antes da
maturacao. Portanto o pregoda opcao call Americana é igual a da Europeia.

Exercicio 6.1
Moste que ha possibilidade de arbitragem, se uma opcao Americana valesse
menos que a Europeia.

7 Estrategias de Hedging com Opcoes

ead.case.edu/OptionStrategies.pdf Vamos considerar possiveis estratégias de
hedging com opgoes. As mais simples protegem contra flutuagoesde um
ativo. Serd necessario criar um portofolio contendo alem de uma opg¢ao também
um ativo S, como vimos na se¢ao 6. Temos varias situagoes: vocé pode estar
longo/curto no ativo e longo/curto na opgao. Qual a estratégia a ser us-
ada depende de sua percepcao da volatilidade do mercado e sua inclinagao a
correr riscos. Veja por exemplo as referencias [11, 11].

7.1 Estrategias com um ativo e uma opc¢ao vanilla

Nos graficos abaixo, que ilustram estas estratégias, a diferencaentre po-
sicoeslongas e curtas é um sinal . Numa opcao call longa voce possui
uma opgao (Sy — K),, mas pagou ¢ para isto, resultando no custo L£¢ =
(St — K); — ¢. Numa opcao call curta voce vendeu uma opgao (Sr — K) 4,
mas recebeu ¢ para isto, resultando no custo L. = —(Sy — K) + ¢ = —L°.
Idem para put. As linhas tracejadas em vermelho mostram o custo destas
opcoes. O retorno numa posicaolonga no ativo é L% = Sp — Sy, pois voce
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adquiriu o ativo pagando Sy e na maturacao ele valera Sp. As linhas trace-
jadas em azul mostram o retorno destes ativos. As linhas pretas mostram o
lucro , que é o valor final a receber, menos o custo inicial para formar o porto-
folio. Observe que o ativo gira as linhas das opcoes por +£45°. Note que os
graficos da figura 7.1 saoopostos das da figura 7.2, trocando longo <> curto.

1. Ativo longo e put longo

Suponha que voceé possui um ativo Sy em t = t; e esta preocupado com
uma eventual queda do precona maturagao para

St < Sp,

ou seja vocé quer protegao na regiao Sy — Sy < 0.

Uma opcao é comprar uma certa quantidade de puts p, pois ai voce
garante a venda pelo preco K, se o ativo cair abaixo de K. E chamado
de ”put protetor”, que um produtor de café pode executar para garantir
um preco minimo no futuro. K em geral é da ordem de S;. Quantos
puts? Isto depende da relacao entre o valor da opgaoe o valor do ativo.
Este valor flutua, € de risco. Vocé tem que modelar este risco para

decidir quantos puts vocé vai comprar'®.

O grafico da figura 7.1a mostra o lucro'? £P* para um ativo longo e um
put longo.

. [PS + L
(K - ST)+ —p
\\\ e ST — SO R ST — S()
(I‘C S S 7/4_ >
SRR SRS
o T < N _{ST_K>++C

(a) Lucro £P* de ativo longo e put longo.

(b) Lucro £ de ativo longo e call curto.

Linhas pretas [(K — S7)+ — p] + (S — So). Linhas pretas [— (St — K)4+ + ] + (S7 — So).

Figure 7.1: Lucros de ativo longo com:
LP? put longo e L7 call curto.

18Veremos nas secoes (8.3,16) como modelar este risco.
19Usamos indices superiores para longo e inferiores para curto.
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2.

Ativo longo e call curto

Com um ativo longo voce tambem pode vender um call, o ativo lhe
protegendo contra o desembolso de grana, que o call lhe obriga a fazer,
se o ativo subir: chama-se ”call coberto”. Se o precodo ativo cai, voce
embolsa o valor da opcao. Pois voce deu o direito de comprar por K,
mas se o ativo caiu abaixo a opg¢aonao sera exercida. E uma maneira
de especular para ganhar o premio. O grafico da figura 7.1b mostra a
lucro L3.

Ativo curto e put curto

Voce vende um put na expectativa de que o ativo suba acima de K,
pois o comprador nao vendera o ativo por K, se ele vale mais que isto.
Voce curta o ativo para lhe proteger contra uma queda dele. E uma
maneira de especular. O gréfico da figura 7.2a mostra a lucro L.

.

e K~ S1)t

(a) Lucro £, de ativo e put curtos.

.’ K\ St
B SO — St

’
v
.
v
v

(b) Lucro LS de ativo curto e call longo.

Linhas pretas [— (K — St)+ + p] — (St — Sp). Linhas pretas [(S7 — K)+ — ¢] + (So — ST).

4.

Figure 7.2: Lucros de ativo curto com:
Lys put curto e LS call longo.

Ativo curto e call longo

Voce compra um call, se voce espera que o precodo ativo subjacente
suba, pois podera compra-lo pelo preco K < Sr. Mas o ativo curto lhe
protege, se o ativo tiver uma forte descida. O grafico da 7.2b mostra a
lucro LS.

Comprar um call ou vender um put .
Qual é mais vantajoso? Comprar um call requer um investimento ini-
cial com o risco de naoexercer a opgao, perdendo assim o valor da
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opcao . Por outro lado vender um put gera imediatamente um fluxo da
caixa positivo. Mas se o ativo cair a zero, voce é obrigado a compra-lo
por K.

Exercicio 7.1
Verifique que outras combinacoes de um ativo e uma opg¢ao nao geram protegao .

7.2 Opcoes compostas

Podemos tambem montar um portofolio com varias opgoes Europeias (ou
Americanas) com precosde exercicio diferentes. Se todas tiverem a mesma
maturacdo , podemos superpor os graficos das Figs.(6.1), deslocando as ade-
quadamente. Isto resultarda em curvas lineares por partes.

E necessario saber com as opcoes variam com o valor de K. O dono de um
call tem o direito da adquirir um ativo pelo preco K. Portanto um K menor
é mais vantajoso e por isto precoda call é maior. Ou seja, a fungao c¢(K)
é decrescente em K, evidencado pela funcao (S — K)y. O dono de um put
tem o direito de vender um ativo pelo preco K. Portanto um K maior é mais
vantajoso e por isto prego da put é maior. Ou seja, a fungao p(K') é crescente
em K, evidenciado pela fungao (K — Sy).

7.2.1 Apostando em alta

Suponha que um investidor espera que a bolsa vai melhorar e as agoes subirao .
Ele nao quer gastar muito, mas quer ganhar com as altas. Ele pode entao inve-
stir em opgoes Europeias: uma estrategia é comprar uma opcaoe vender
outra, as duas com uma pequena diferenca, inclusive nenhuma. Usando
op¢oes vanila, temos varias maneiras de proceder. Uma é usando calls.

Podemos usar duas opcoes call com mesma maturacaol’, mas com precos
alvo K diferentes K7 < K5. Em t = 0 o investidor forma um portofolio, com-
prando um call ¢; com K; e vendendo outro call co com K5. Como o preco de
um call diminui com o aumentode K, esta estrategia requer um investimento
inicial ¢; — ¢ > 0. A motivacao do investidor é a seguinte. Ele compra um
call ¢y, se protegendo de uma baixa Sy < K. Ao vender ¢y ele abre maode
um lucro potencial oriundo de ¢; se St > Ks, em compensagao recebendo o
preco da opcao call cs.

Mostramos o retorno (St — Ki)4+ — (St — K3)4+ em t = T  na tabela abaixo
e os lucros na Fig.7.3 com K; < K.
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H Precodo ativo Ry de call jongo  Re de call cyrio | Ri — Re H

St < K, 0 0 0
K1<ST<K2 ST—Kl 0 ST—K1
Ky < St Sr — K, Ky — Sr Ky — K,

Retornos R apostando em alta usando call s.

Explicitando por exemplo o caso Sy > Kj, temos o seguinte. Como o in-
vestidor vendeu um call , ele deve entregar a diferenca Sy — Ky ao com-
prador, que adquiriu o direito de comprar o ativo por K. Mas o investidor
tambem comprou um call mais caro para ter o direito de adquirir o ativo
pelo preco K7 < K,. Assim ele acaba que desembolsar somente a quantia de
Ky — K> 0.

AL

» call longo ¢;

Codm = = = = = = = -

call curto ¢

_Cl_ ______

Figure 7.3: Lucro L. apostando em altas usando calls. Os valores de cq,co
sao exagerados para melhor visualizagdo. Como a expectativa é uma subida do
ativo, a linha preta tem inclinagao positiva e é constante fora do intervalo [K1, Ka].

Especificamente suponha, que o investidor compra um call com K; = 40
por ¢; = 4 e vende outro call com Ky =45 por ¢; =2 com T = 1/4. O custo
da estrategia é ¢; — co = 2 com retorno
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1. zero para Sy < 40;
2. St — 40 para 40 < Sy < 45;
3. 5 =45 —40 para St > 45.

Subtraindo o custo obtemos o lucro para os tres casos:
L1,2,3 - [_27 St — 42, 3]-

Exercicio 7.2

Fica como exercicio analisar a estrategia de comprar e vender puts com re-
torno (Ky — St)y — (K — S7)4, Ks > Kj. Note que agora o investidor
obtem um fluxo de caixa positivo ao iniciar a operacao, pois o precodo put
valoriza com K: py > p;.

7.2.2 Expectativa de baixa

Suponho agora que a expectativa é que as agoes vao baixar. Neste caso uma
possivel estrategia para se proteger contra baixas seria parecida com o ex-
emplo anterior, s que trocamos calls por puts. O investidor deve vender um
put p; com K; e comprar outro p, com Ko > K;. Como opcoes put se val-
orizam com o aumento de K, esta estrategia requer um investimento inicial
positivo ps — p; > 0, ou seja como na estrategia de altas ele deve comprar o
mais caro e vender o mais barato, esta estrategia exigindo um investimento
inicial. Mostramos o retorno (Ky — St)y — (K7 — S7)4 na tabela abaixo e o
lucro na Fig.(7.4) com K; < K.

H Precodo ativo R de put jongo R de put curio | R integral H
Sr < K Ky — Sr — (K1 — Sr) K; — K,
K1<ST<K2 KQ—ST 0 KQ_ST
KZ S ST 0 0 0

Retornos R para expectative em baixa usando puts.

A figura abaixo mostra os lucros.
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put curto p;

SR

put longo po

Figure 7.4: Lucro £, para expectativa em baixas usando put s. Os valores de
p1, pe sao exagerados para melhor visualizacao. Como a expectativa é uma descida
do ativo, a linha preta tem inclinacaonegativa e é constante fora do intervalo
[K1, K3].

Especificamente suponha, o investidor venda um put com K; = 40 por
p1 = 2 e compra outro put com Ky = 45 por pp =4 com T = 1/4. O custo
da estrategia é p, — p; = 2 > 0 com o seguinte resultado:

1. 5 =45 — 40 para Sy < 40;
2. 45 — Sy para 40 < Sy < 45;
3. zero para St > 45.

O lucro serd portanto Ly o5 = [3,43 — Sr, —2].

7.3 0O Collar

O Collar é um instrumento popular para quem f longo num ativo S e esta dis-
posto a abrir mao de algum ganho em caso de subida para ganhar protecao de
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descidas. De posse de um ativo .S, vamos comprar um put com precode ex-
ercicio K, e vender um call com K. Ambas com a mesma maturagaol’.
Com K, < S < K. o put p; limita perdas, se S baixar mais que K,. O call
¢, limita lucros, se S subir acima de K,.. Verifique, que o valor do collar no
instante ¢ dado por

Col(t) =5+ p(S,1) — cu(S,1),

funciona como enunciado. A Fig.(7.5) mostra o retorno na maturacao.

Tambem vale
Col(t) = Ke T8 4 ¢/(S,t) — cu(S, 1)

usando paridade put -call .

AR
G
|
|
|
K, p | :
| |
| |
| |
| | >
K, K, Sr

Figure 7.5: Retorno de um collar na maturagaot = 7.

Exemplo 7.1 (Collar)

Suponha, que um investidor é longo num valendo hoje $100 e tem pouco
certeza sobre o andamento futuro do mercado. Ele compra um put com
precoalvo K, = 90 pelo pregode$4. Ele tambem vendo um call com K, =
110 pelo preco $4.

Suponha que o prego caia para $80< K.

e O call vendido nao sera exercida com consequente ganho de $4.
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e O put de preco $4 serd exercida com retorno 90 — 80 = 10 com ganho

$6.
e O ativo valendo $80 resulta numa perda de $20.
e O put protetivo reduziu esta perda para |$4 + $6 — $20| = $10.
Agora suponha que o ativo suba para $105> K,.

e O call vendida naosera exercida, pois $110-$105;0 com consequente
retorno de $4.

e O put de preco $4 tambem nao sera exercida resultando numa perda de

$4.
e O ativo valendo $105 resulta num ganho de $5.

e Os precosdos put e o call OTM se cancelaram e o retorno final é $5.
E o0 mesmo ganha sem ter negociado opgoes .

Suponha que o atvio suba para $115> K.

e O call vendida sera exercida, pois $115-$105;0 com consequente perda
de [$4 — $5| = $1.

e O put de preco$4 tambem nao serd exercida resultando numa perda de

$4.
e O ativo valendo $115 resulta num ganho de $15.
e O ganho final serd -$1-$4+$15=%$10.

e O put limitou as perdas, se Sp < K, e o call limitou as ganhos se
St > K..

Exemplo 7.2 (Opgao borboleta)
Com Sy sendo o pregodo ativo hoje e K > 0, uma opg¢ao borboleta longa
consiste em:

1. Compre um call com K7 = Sy — 0K e um com K3 = .5y + 0K

2. Curta dois call com Ky = 5.
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Exemplo 7.3 (Opcao borboleta)

Suponha a acdoda compania Dreadco negociando em $100 e o investidor
acredita, que isto nao va mudar grande coisa nos proximos meses. Ele entao lan-
¢aduas opgoes call co com Ky = 100 e compra uma opgao call ¢; com K; = 90
e outra c3 com K3 = 110. Seja C' o custo total de formar o portofolio. Se
a acaoestiver em Sy = 100 — 0.001 na maturacao, cy expira sem valor e ele
embolsa o valor de venda dela e ainda ganha 10 com a compra de ¢;. O ganho
total é c3(0) + 10 — C. Se a agaoestiver Sy < 100 ou Sy > 110 a perda serd
maxima pela compra de ¢; e ¢3 reduzido pela venda de c3. Se 90 < S < 110
o negocio depende do preco das opgoes. Supondo C' = 5. Ele tera uma perda
para St < 100 — 5 ou 100 + 5 < Sy e um ganho se 9.5 < Sy < 105.

Profit/Loss

A

Lower Breakeven /\ Upper Breakeven
Long Call Butterfly: Definition, How it Works, ~ Point
Trading Guide, and Example 5

0 | , Underlying price
Net Premiurh | | " atexpiration
Paid ; ! :
Strike Price of Strike Price of  Strike Price of
Long Call (lower shortCalls  Long Call (higher
v strike) (middle strike) strike)

Strike

Figure 7.6: Posicao Borboleta

XXXX

Exercicio 7.3

Analise a estrategia de apostar em baixa com calls com retorno (Sp— K1) —
(St — K3)4, Ky > Kj. Note que agora o investidor obtem um fluxo de caixa
positivo ao iniciar a operagao .

Exercicio 7.4

50



Em que condigoes do mercado é vantajoso comprar um call e vender um put
com o mesmo K? E o contrario? Veja e.g. https://steadyoptions.com/
articles/ep-sell-put-buy-call-strategy /

7.4 Estrategias com maturacoes diferentes

Podemos criar um calendar spread vendendo duas opcoes call com o mesmo
precoalvo K, mas com maturagoes diferentes 77 < T5. Opgoes com T maior
costumam valer mais, requerendo pois um investimento inicial para vende-
las.

8 O método binomial e a estratégia auto-finan-
ciante

Para precificar opgoes pelo método binomial vamos iterar o procedimento da
secao 4. Dividemos para isto o intervalo temporal até maturagao’ em n pas-
sos pequenos: 6t = T'/n. Mas mantemos dois valores possiveis para o ativo,
o que justifica o nome binomial. O valor de §t depende da precisao com que
queremos modelar as flutuagdes de nosso ativo. Com um 6t suficientemente
pequeno podemos descrever qualquer movimento de nosso ativo na vida real.

O objetivo do metodo é determinar o valor/premio da opc¢aono instante
inicial t = 0, conhecendo seu retorno Z somente no tempo T". Para opgoes call,
put Europeias teriamos Z = (Sr — K), (K — Sr);. Veremos que no limite
dt — 0 obtemos as famosas férmulas de Black equs.(10.19),(10.26).

8.1 Arvore de 2 passos

Vamos entao iterar o procedimento da secao 4, que executa um s6 passo para
um nimero n = 2 passos. Para isto criamos uma arvore bindria descrevendo
a evolucao temporal de nossos processos aleatérios. Rotulemos os nés como
mostra a Fig.(8.1).
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t=20 t=1 t =2

Figure 8.1: Enumeracaode nés numa arvore binomial de dois passos.

Vamos criar um portofolio replicante, cujo valor no tempo de maturacaot =
T serd o retorno Z e no tempo t = 0 serd o precoda opgao. O portofolio
mais simples possivel contera novamente dois items:

1. O ativo S;.

Suponhamos que o ativo siga um processo aleatorio S(t) = S; com
probabilidade p, podendo em cada instante ¢ > 0 assumir somente dois
valores. Ele pode subir com probabilidade p para s, ou baixar com
probabilidade 1 — p para® sz ou i.e. s, > s4. As probabilidades de
transi¢ao *! podem depender do n6 como mostra a Fig.(8.2). Usaremos
indices inferiores para indicar o tempo e superiores entre parenteses
para indicar os nés.

20Usamos mintsculas para indicar valores particulares do processo aleatério Sy.
21Tal como no caso da rifa, veremos que a precificacio independe destas probabilidades.
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N
—~
-3
~

to=0-0t ti =10t to =20t

Figure 8.2: Enumeracaode ndés numa arvore binomial de dois passos com os
ativos e suas probabilidades de evolugao .

No instante inicial ¢ = 0 o ativo terd um certo valor s) no né 1 .
Podemos comprar ou vender qualquer quantidade do ativo por este
valor em t = 0. A esperancano instante t; sob a probabilidade p é

(S(t1))p = psu + (1 = p)sa = p1s® + (1 — p;)s® (8.1)

Quando a bolsa abre em t = 1 - §t o ativo é cotado pelo novo valor:
pode ter subido para s® ou baixado para s®. Ainda niosabemos os
valores em t,, mas podemos calcular as esperancas. Elas sao

(6) _ (5) i i

B P35 + (1 — p3)s®), se se o ativo subiu

(S(t2))p = { p25®) + (1 — py)s®, se se o ativo baixou. (8:2)
Em geral s pode subir com probabilidade p; para s**1 ou baixar

com probabilidade 1 — p; para s(%9) nos respectivos nés.

2. O titulo B;.
O valor de nossa grana depende do tempo: pagamos ou recebemos
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juros. B; representa a dependencia temporal do dinheiro. Se em ¢t = 0
a titulo vale B(ty) = By, em t = 1- 4t ele valerd B; = Bye™*. Note
que usamos sub-indices temporais para os titulos, pois estes assumem
o mesmo valor para todos os nés com tempos iguais. Por simplicidade
consideraremos somente uma taxa constante?? de modo que no instante
t = nét o titulo valerd B, = Bye™’. Em finances este titulo, que
monitora o valor do dinheiro, chama-se numerario. Para simplificar a
notagao poremos By = 1.

Para aplicar a prescricaode precificar uma rifa da seccao4 a uma rede,
é conveniente adaptar a notacaousada naquela secaopara uma rede bina-
ria como da Fig.8.2. Estando num né no instante ¢ (chamado de "now”)
precisamos calcular:

1. A probabilidade risco-neutra ¢ para transitar ao instante seguinte.
Impondo, que S; = e~ "5, seja uma martingale, temos

(€ S pes1)g = € (Sunow + Sa(1 = Gnow)) = Snow,

onde s, e sq saoos possiveis valores do ativo no instante seguinte: o
primeiro apos subida e o segundo apos descida. Resulta portanto para
a probabilidade risco-neutra g,

ot
e’ Snow — Sd

now — 5 8.3
q pa— (8.3)

2. Impondo que a opgaotambem seja uma martingale, o valor dela no
instant ¢ é fornecido pela equ.(4.17)

Frow = € (Guowfu+ (1= Guo) ). (8.4)

Usando estas equacoes podemos avancar na rede a partir do primeiro né até os
ultimos nos, onde o valor da opcao é conhecido. Retrocedendo precificamos
a opcao nos nos anteriores.

No n6 ”1” temos a equ.(8.3) fornece

o st _ ¢(2)

N ) (8.5)

22Poderiamos ter uma sequencia de taxas de juro ry,7g,.. OU mMeSMO UM Processo
aleatério.
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O valor f) do portofolio em ¢ = 0 no né ”1” é fornecido pela equ.(8.4):

FO = e (g0 F9 4 (11— g0)f@). (8.6)

Suporemos aqui que 0 < ¢ < 1, excluindo os valores extremos ¢ = 0, 1, pois
sSupomos que o processo nao pare num né intermediario: as duas probabili-
dades de transicao devem ser diferentes de zero.

Se sentarmos no no j ao invez donoé ”1” e repetirmos o raciocinio, teriamos

J— <q<j> FEIHD (1 = ¢y f<2j>>‘ (8.7)

Fazendo j = 2,3 temos

£ gt (q<2> FO) 4 (1= ¢@) f<4>), (8.8)
FOR— (q(3> FO 4 (1—¢®) f(e')) (8.9)
(8.10)

com a probabilidades

o 5ot _ (4) @ 8 5

T =75 _gm 4 S — 5(6)

(3) prot _ ¢(6)

(8.11)
Substituindo estas equagbesna equ.(8.6) obtemos
PO <q<1>q<3> FO 1 Mg f6) 4 0,2 §6) 4 71 f<4>> (8.12)

com G =1 — ¢V, Note que as equs.(8.6) e (8.12) mostram, que podemos
calcular a esperancade uma vez ou quebra-la em dois pedacos. Concluimos,
que para obter f(1:

e subimos a arvore com probabilidades ¢\¥) e descemos com probabili-
dades ) somando sobre as possiveis trajetorias com os pesos adequa-
dos.

Se o tempo de maturacao for T' = 20t, chegamos ao fim da arvore e podemos
aplicar os critérios de exercicio Europeias para opgoes call e put da equ.(6.2)
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aos nos em t = 2. Para o n6 77’ teriamos

call: sesV>K — f0=350_K
se s <K — fM=9g

put: sesD <K — f0=K_—s7 (8.13)
se sV >K —f0=0

e analogamente para os nos 4, 5, 6.

Obtemos finalmente o preco justo pelo qual venderiamos ou comprariamos
a opcaoem t = (. Supondo naturalmente que a figura Fig. 8.2 seja uma
representacao adequada da realidade, ou seja a precificagao depende de nosso
modelo para descrever o futuro do ativo.

Note que em nenhum momento nos referimos as probabilidades p; com que
o ativo flutua no mundo real. Estas probabilidades, mostradas na Fig(8.2),
nao entram nos calculos.

Para simplificar usaremos arvores do tipo da Fig.(8.3), que sdo mais sim-
ples de tratar. Esta arvore chama-se recombinante, pois temos dois caminhos
diferentes para chegar ao n6 ”5”: temos que lembrar que existe mais de um
caminho para chegar ao mesmo né. Identficando os nés ”5” ¢ 6" da Fig.(8.1)
a equ.(8.12) fica e.g. para ¢ constante

fO = B,B! (q2 FO 424G + cff“)), (8.14)

onde usamos que T = 26t e ByBy' = e~

nos [4,5,6] é [1,2,1].

. O numero de caminhos para os
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t=20 t=1 t =2

Figure 8.3: Nos e probabilidaes de transicao risco-neutra numa arvore recombi-
nante binomial de dois passos.

Exercicio 8.1

O precode um ativo estd hoje a $30 e sabemos que no fim do mes serd ou
$32 ou $28. A taxa livre de risco é r = 8%. Quanto vale uma opcao call e
uma opcao put com maturacaode um mes e K = $29.

Exercicio 8.2

Como no exercicio anterior, mas com maturacaode 4 meses.

Exercicio 8.2

Verifique a paridade put-call nos exercicios anteriores.

8.2 Precificando numa arvore de 3 passos

Consideremos a seguir exemplos de evolugao de um ativo na arvore recombi-
nante da Fig.(8.4) com n = 3 passos. Os ativos na Fig.(8.4) sobem e baixam
pelo mesmo valor A = 20 em cada passo: Spow — Sq = A, 8, — Sq = 2A. Mas
a probabilidade ¢ depende do no:

1 Spow

Gnow = 5 + ﬁ(er& — 1) (815)
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s =120 ps I~ s =120
() — 100 pr 1 ~2 g — 100 o /\@

2, s(M = 40

t=0 t=1 t=2 t=3

Figure 8.4: Os ativos na arvore binaria recombinante de tres passos.

Tabela 8.2: O processo X3 para um ativo evoluindo segundo a figura 8.4.

’ X3 ‘ N6 final ‘ Trajetorias possiveis ‘ No. de traj. ‘

0| {7 ddd 1= ()
1| {8 udd, dud, ddu 3=
2 | {9} uud, udu, duu 3=
3 | {10} uuu 1=(3)

Como especificado na tabela 8.4 0 numero de caminhos para os nés [7, 8,9, 10]

¢ [1,3,3,1]] ou seja
(o)} () G)-G)
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cuja soma, ¢ 23.

Para n passos com 2" caminhos a distribuicao sera a binomial (:l), cujo
limite lim,,_,,, é uma Gaussiana. Isto simplificard sobremaneira as nossas
contas!

Vamos estender a equ.(8.14) para T = 34t e analisar um call com prego de
exercicio K = 100. Com o tempo de maturacaol = 30t, aplicamos os
critérios de exercicio para uma opcao call Europeia Z = (S — K), nos
nés 7,8,9, 10, sabendo portanto os valores f19 = 60, f® = 20, f® = 0
e f(0 = 0. Usando a equ.(8.4) para f; anteriores, completamos a arvore de
opcoes retroativamente.

Obtemos para o no 1 da Fig.(8.5) o seguinte valor para a opcao

f(l) — p3rdt [q(l)q(3)q(6)f(10) +q(1)q(3)q(6)f(9)+q(1)q~(3)q(5)f(9) +d(1)q(2)q(5)f(9)] ,

onde ¢ é a probabilidade de subir e §) = 1 —¢® a probabilidade de baixar
partindo do i-ésimo né. Verificamos tambem

f(l) — 1ot [q(l)f(fi) + (j(l)f(Q)]

= e [gWg® ) 4 g f6) | g1 6] (8.16)

Para tempos intermediarios 0 < t < T = 34t temos que somar sobre os
caminhos, partindo do né inicial no instante ¢ e chegando aos possiveis nos
finais e aplicar o fator exponencial B,/Br = ¢ 7", Por exemplo

FO) — gmrot [q© 00 4 GO O] =2
f(2) — 6727‘(% q(2)q(5) f(9)7 t = 17 (817)

onde t é o tempo do respectivo no.

E essencial neste ponto introduzir uma notagao, que separe a proba-
bilidade de transicaoq; do caminho para onde transitamos. Por exemplo
nao necessitamos conhecer as reais probabilidades p; de transicaodo ativo,
mas apenas os valores assumidos.

e Uma filtracao F; é basicamente a historia do processo até o tempo t.

Assim F; identifica os possiveis caminhos partindo do né 1 em ¢t = 0 até
algum né no tempo t. Por exemplo a filtragao Fy consiste somente do né 1:
Fo = {1}. No tempo t = 1 a filtragdo F; consiste de dois caminhos: {1, 3}
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em caso de subida e {1,2} em caso de descida. Em ¢t = 2 as filtragoes F
podem ser {1,3,6},{1,3,5},{1,2,5},{1,2,4}.

As probabilidades de transicaosao codificadas separadamente nas vari-
aveis ¢V, Esta separacdoé conveniente, pois podemos percorrer a mesma
arvore mas com probabilidades diferentes.

Podemos reescrever as equagoes acima, como

fi=e"T(Z|F), (8.18)

A instrucao (..|F;) diz: se posicione em algum né no instante ¢ e tome es-
perancas futuras partindo do né e chegando em ¢ = T no final da arvore.
Para tomar esperancas precisamos da probabilidade ¢, logo o indice (..|F;),.
Note que, apesar de termos tomados esperangas, ainda assim (..|Fiso) ¢ um
processo aleatorio, porque existem varios nés num certo instante ¢ > 0.

A formula acima é fundamental para precificar opcoes e serd amplamente
usado, valendo mesmo para tempos continuos. E facil verificar, veja secao 16,
que o primeiro teorema fundamental da secao4 tambem vale no presente
caso: precificando via martingale com a probabilidade risco-neutra ¢ proibe
arbitragem.

Exemplo 8.1: Precificando um call com K = 100 e » = 0.
Para simplificar as contas pomos r = 0, de modo que ¢ = 1/2 independente
dos nés da Fig.(8.4).

Aplicamos os critérios de exercicio para uma opcao call Europeia Z =
(S — K), obtendo os seguintes valores [f(1?) = 160 — 100 = 60, f® = 120 —
100 = 20, f® =80 — 100 < 0 — 0, f(V = 40 — 100 < 0 — 0]. Usando a
equ.(8.4) obtemos f® = (60 + 20)/2 = 40, f® = (04 0)/2 = 0 etc. Assim
chegamos ao n6 71”7, que da o precodo portofolio em t = 0. A quantia de
$15 é o valor justo pelo qual negociariamos a op¢ao. Mostramos o resultado
na Fig.(8.5).

Note que f0 = L(f19 +370)) = 1(f® 4 2£0) = (£ 4 @)
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£6) = 40 ge 160
F® =2 g 140 % >f%= 20

fO =15 120 "% [P =10 ¢ 120
f® =0

\@;O<@\f%<OQA
> fM =0

40

Figure 8.5: As opgoes call na arvore binaria recombinante de tres passos com
K =100, g; = % e r =0. O valor do ativo em preto esta abaixo do né.

8.3 A estratégia auto-financiante

Acabamos de percorrer a arvore para calcular o valor da opcaoem todos os
nés. fM é o valor pelo qual negociariamos a opciosem correr riscos. Mas
saber o preco justo nao é suficiente:

e precisamos mostrar que existe uma estrategia, que deve ser adotada
para um hedge perfeito.

Considere entdaoum portofolio replicante (¢, ) de ¢ unidades do ativo e
de v unidades do titulo.
IMT=¢S+yYB. (8.19)

Para calcular ¢ e 1, vamos novamente adaptar a notacao da segao 4:

ot

Snow€ ' — S .,
Gnow = —d> fnow =€ ot (%Lowfu + (1 - Qnow)fd>
Su — Sd
fu B f _
¢ = d7 T/J = Bnolw(fnow - ¢Snow)- (820)
Su — Sd
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Note que a equagaopara @ envolve somente indices now. O seu papel
é assegurar o valor correto f,,, da opcao. Recalculando ¢ e o valor cor-
respondente de ¥ naomuda o valor do portofolio, garantindo assim que ele
seja autofinanciante.

Ao invez de aplicar estas formulas diretamente, vamos repetir em detalhes
o primeiro passo. Estamos em ¢ = 0 no né ”1”7. Para replicar as opcoes em
t =1-0t, ¢ e Y devem satisfazer as equacoes

Y - gos® + 4By = f©
Hi . (2508(2) + 1/)031 = f(2) (821)
Os processos ¢y, 1y sao processos aleatorios, mas previsiveis!

e ¢, ¢ 1y estaodisponiveis em ¢, pois para calcula-los s6 precisamos saber
a historia para tpsssado < t.

Comprando/vendendo ¢ ativos e 1 de titulos®*, o nosso portofolio [¢g, 1]
vale hoje em t =0

I : f(l) = ¢05(1) + YoBoy = fo. (8.22)
Desta equacao e das equs.(8.21) obtemos
@ _ @ 1 s®r@ _ @3
(b(] = %7 2/}0 = 5 f(3) (2)f = _<f(1) - ¢OS(1))7 (823)
s® —g B, 5B —s By

coincidindo com as equs.(8.20) com now = 0. Expressamos portanto o valor
da opcaoem t = 0 em termo de variaveis em ¢t = 1 - dt. Proseguindo assim
até a maturacaot = T, completamos a nossa estrategia de hedging. Vamos
entao percorrer a arvore no sentido do tempo, calculando os valores de ¢ e ¥
do portofolio.

8.3.1 Hedging um call com r = 0

Para simplificar faremos » = 0 e By = 1 e consequentemente podemos ignorar
B;, que tambem ¢ igual a um. Ao percorrer a arvore precisaremos usar as
equs.(8.20) para calcular
Ju— Ja
¢ == ) w = fnow - (bsnow (7’ = O) (824)

Su — 84

23Numeros negativos significam vender ao invez de comprar!
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Os exemplos seguintes ilustram a estrategia sem risco, se usarmos estes
valores para ¢ e ¢ . Curtando um call com ¢ > 0 executamos o seguinte:

e Em t = 0 estamos no né 1, onde o ativo vale s, = s(!) = 100.
Vendemos a opgao por fo = $15. Usamos a equ.(8.24) para calcular ¢
como ¢ = (25 —5)/(120 — 80) = 1/2. Gastamos 100/2 = 50 para com-
prar 1/2 do ativo sy. Precisamos entao pedir 50 — 15 = 35 emprestado.
Resulta de acordo com a equ.(8.24)

do =1/2, = fo— ¢oso = —35, (8.25)

com um valor de 1 < 0 indicando que temos que pedir emprestado.
Em termos de [¢y, 1] 0 nosso portofolio vale

fo = Poso + . (8.26)

e Em t =1 suponha que o ativo subiu para o né 3, onde vale
s1 = s® =120.
Durante este periodo ¢, ¥y nao mudaram, mas em ¢ = ¢; verificamos,
que o ativo mudou de valor para s; e o nosso portofolio agora vale

fi= Pos1 + Yo = £120 — 35 = 25
2V Gosy + (fo — doso) = fo + dols1 — s0), (8.27)
ou seja
M=o { 307 DT (829
O novo ¢ 6
61 = (40 — 10)/(140 — 100) = z (8.29)

Temos que comprar mais 1/4 do ativo por %120 = 30 para completar
0s % e nossa divida sobe para 35+ 30 = 65. Este é o valor de (—) pela
equ.(8.24) ou seja ¥ = 25 — %120 = —65. Isto produz a identidade

fi =11+ (8.30)
Resulta entao com a equ.(8.27) a igualdade
Ji = dos1 + Yo = ¢151 + 1. (8.31)
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Esta equagao é verdadeira, pois ao passar de [, 1] para [¢1, 11] ndo mu-
damos o valor do portofolio, mas mudamos somente a quantidade rel-
ativa de ativos comparada com a de titulos! Naoinjetamos dinheiro ex-
tra, mas emprestamos se for necessario: o portofolio é auto-financiante
e muda somente se o valor dos ativos, e consequentemente dos titulos
mudou.

Em t =2 suponha que o ativo subiu para né 6, onde vale
sz = s(® = 140.

Durante este periodo ¢1,1; nao mudaram, mas em ¢ = ¢y verificamos
que o ativo mudou de valor para sy e o nosso portofolio agora vale

fa= ¢152 + 1 = 3140 — 65 = 40
20 ¢152 + (f1 — ¢151) = f1 + ¢1(s2 — 51) (8.32)
ou seja
_ AfQ = f2 - f17
Afi = ¢1As; { Asy = 59— 81 (8.33)
O novo ¢ é

¢y = (60 — 20)/(160 — 120) = 1. (8.34)

Temos que comprar 1/4 do ativo por 5140 = 35 para completar uma
unidade do ativo e a nossa divida sobe para 65435 = 100 = —1)y. Este
é o valor de (—1 pela equ.(8.24), que produz a igualdade

8.32)

fo £ 152 + 1 = Pasy + Po. (8.35)

Em t = 3 suponha que o ativo subiu para o né 10, onde vale
s3 = s(19 = 160.

Vendemos o nosso ativo por 160, pagamos a nossa divida de 1, = —100
e sobra 60 para entregar o opgao por
f3 = ¢283 4+ 12 = 60 (8.36)

e satisfazer a nossa obrigacao para com o comprador da opcao.

Percorremos a arvore num particular caminho, que vamos chamar de
filtragao F = {1,3,6,10}. Neste caminho calculamos os processos previ-

siveis

br=012 = | 3 g 1]
Y012 = | —35, —65, —100]
/3 = (¢gs3+1y =160—-100 =60
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Note que em nenhum momento tivemos injeccao ou retirada de dinheiro
em nosso portofolio. Ao necessitar dinheiro nos fizemos emprestimos em
t < T, que saotodos pagos, no caso r # 0 com juros, quando chegarmos a
t="T.

Este procedimento auto-financiante é caracterizado pelas equs.(8.28)
e (8.33): o portofolio s6 muda de valor entre ¢ e t + dt devido a
mudancado ativo e do titulo. A intervencaodo investidor para

fazer o hedge consiste em rebalancear a proporgao ativo/titulo.

Podemos verificar, que esta estrategia funciona qualquer que seja o caminho
ao no6 final em ¢ = 3 ou seja a estrategia de hedging é independente do
caminho. Se nao fosse assim, teriamos a possibilidade de arbitragem, pois
poderiamos comprar duas opcoes pelo mesmo precoem t = 0. Mas pela lei de
um 86 preco da secao 4, eles devem ter o mesmo precoem ¢t = 3. Verifiquemos
isto para dois caminhos.

1. Para F = {1,2,5,9} teriamos a tabela

H Tempo j ‘ Ultimo Salto Ativo S; Call ¢; ¢; ¥, H

0 - 100 15 1/2 -35
1 desce 80 5 1/4 -15
2 sobe 100 10 1/2 -40
3 sobe 120 20 - -

Tabela dos ativos e call s para a filtragao 7 = {1,2,5,9}

Em ¢ = 3 temos em ativos 120/2 = 60. Com a divida de 40 sobra 20 =
f3 = @283 + 19 = Sy — K, com que cumprimos a nossa obrigacao com
o comprador. Note que no né 5, em que ¢ baixou de 1/2 para 1/4,
vendemos a fra@éo% do ativo e diminuimos a nossa divida.

2. Para F = {1, 3,6,9} a tabela seria

H Tempo j ‘ Ultimo Salto Ativo S; Call ¢; ¢; H

0 - 100 15 /2 -35
1 sobe 120 25 3/4 -65
2 sobe 140 40 1 -100
3 desce 120 20 - -
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Tabela dos ativos e call s para a filtragao F = {1, 3,6,9}

Em t = 3 temos um ativo de 120. Com a divida de 100 sobra 20,
que éigual a f3 = ¢os3 + ¥y = Sy — K. FEntregamos este valor ao
comprador.

O mercado no mundo real, que naosegue o nosso modelo simplista, este
hedging perfeito em geral nao existe e o resultado depende do caminho.

Exercicio 8.1. Precificando um contrato.

Repita a estrategia de precificagao para um contrato em que o mesmo critério
Z=S5—K,aoinvez de Z = (S — K), é aplicado em todos os nés finais.
Exercicio 8.2. Hedging do comprador

Execute o hedge para as trajetorias acima do ponto de vista do comprador.

8.3.2 Hedging um put com r =0

Aplicando as condigoesem t = T' para uma opc¢ao put obtemos os valores da
figura (8.6).
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t=0 t=1 t=2 t=3

Figure 8.6: As opgoes put na arvore bindria recombinante de tres passos com
K =100, g =1/2 e r =0 com os valores do ativo abaixo do né. Os valores do put
sao a reflexao dos calls da Fig.8.5 por um eixo horizontal.

Considere as seguintes cenarios:

1. A trajetéria passa pelos nés {1, 3, 6, [ 190 }}

e Em t = 0 estamos no né 1, onde vale s; = s(!) = 100.
Vendemos a opgaopor fo = $15. Usamos a equ.(8.24) para cal-
cular ¢ = (5 — 25)/(120 — 80) = —1/2. J4 que ¢ é negativo,
curtamos a fra(;éo% do ativo por %100 = 50 e convertemos o lucro
em um titulo de 50. A nossa grana sobe para ¥y = 15 + 50 = 65,
que ¢é o valor de )y extraido do nosso portofolio

e Em t = 1 suponha que o ativo subiu para o né 3, onde
vale s; = s® = 120.
Durante este periodo ¢, 19 nao mudaram, mas em t = t; verifi-
camos, que o ativo mudou de valor para s; e o nosso portofolio
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agora vale
1
fi = dos1 + o = —5120 + 65 = 5. (8.38)

O novo ¢ é
¢»1 = (0—10)/(140 — 100) = —1/4 (8.39)

e o valor de 1; dado pela equ.(8.24) é
1
g1 =5 - (~7120) = 35. (8.40)

Como deviamos a fra¢do 1/2 do ativo ao curtéd-lo, devemos baixa-
la para 1/4, entrando o valor de }1120 = 30 e com isto a nossa
grana baixa para 65 — 30 = 35 = ).

e Em t = 2 suponha que o ativo subiu para né 6, onde vale
sz = s(® = 140.
Durante este periodo ¢1, 1 naomudaram, mas em t = t, verifi-

camos que o ativo mudou de valor para sy e o nosso portofolio
agora vale

1
Jo= 1859+ b1 = —1140 + 35 =0. (8.41)

Ou seja, usamos a nossa grana de 35 para comprar a fragdode 1/4
do ativo e ao devolve-lo fechar a nossa posicaode venda a curta.
A opcao expira sem valor pois Sr > K.

Para F = {1,3,6,10} a tabela é

H Tempo j ‘ Ultimo Salto Ativo S; Put p; ¢; H

0 - 100 15 -1/2 65
1 sobe 120 5 -1/4 35
2 sobe 140 0 - -
3 sobe 160 0 - -

Tabela dos ativos e put s para a filtragao F = {1,3,6,10}

2. Considere agora a trajetéria passando pelos nés {1,2,4,7}
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e Em t =0 estamos no né 1, onde vale s, = s(*) = 100.
Temos fo = $15, ¢9 = (5 — 25)/(120 — 80) = —1/2 e ¢y =
15 + %100 = 65 e 0 nosso portofolio vale

Jo = doso + o (8.42)

devendo 1/2 de ativo e contendo um titulo de 65.

e Em t = 1 o ativo baixou para o né 2, onde vale s; = s(?) = 80.
O nosso portofolio agora vale

J1=¢os1 + o = —%80 + 65 = 25. (8.43)
O novo ¢ é
¢ = (10 —40)/(140 — 100) = —3/4 (8.44)

e o valor de 1, dado pela equ.(8.24 é
3
1 = 25— (=580) = 85. (8.45)

Como deviamos a fragao 1/2 do ativo ao curté-lo, devemos curtar
mais 1/4, cujo valor é iSO = 20 e a nossa grana sobe para 65420 =
85 = 77[)1.

e Emt = 2 o ativo baixou para né 4, onde vale s, = s(¥ = 60.
O nosso portofolio agora vale

3
fa= 18z + ¢ = —780 485 = 40. (8.46)

O novo ¢ é
2 = (20 — 60)/(140 — 100) = —1 (8.47)

e o valor de 1; dado pela equ.(8.24) é
Y = 40 — (—60) = 100. (8.48)

Como deviamos a fragao 3/4 do ativo, devemos curtar mais 1/4,
cujo valor é iGO = 15 e a nossa grana sobe para 85 + 15 = 100 =

1.
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e Em t = 3 0 ativo baixou para né 7, onde vale s3 = s(*) = 40.
O nosso portofolio agora vale

f3 = ¢asg + 1Py = —40 + 100 = 60. (8.49)

Ou seja, temos 100 de grana para comprar o ativo por 40 e devolve-
lo para fechar a nossa posicao curtada. Sobram 60, que entregamos
ao comprador, pois lhe prometemos a venda por K = 100, mas o
ativo sé esta valendo 40.

A tabela para a evolucao {1, 2,4, 7} ¢é a seguinte:

H Tempo j ‘ Ultimo Salto Ativo S; Put p; ¢;  ¥; H

0 - 100 15 -1/2 65
1 desce 80 25 -3/4 85
2 desce 60 40 -1 100
3 desce 40 60 - -

Tabela dos ativos e puts para a filtracao F = {1,2,4,7}

3. Considere ainda a trajetéria {1, 2, 4, 8}
Em ¢t = 3 se o ativo tivesse subido para né 8, onde vale s3 = s(® = 80,
o nosso portofolio com ¢ = —1 agora valeria

fs = ¢a53 + 1y = —80 + 100 = 20. (8.50)

Temos ¢ = 100 em caixa, de que usamos 80 para fechar a curta,
sobrando 20 para completar o valor do ativo de 80 para o valor de
K =100.

8.3.3 Hedging com r # 0

O valor do portofolio no tempo t é dado pela a equ.(8.18):

fi = (B:B; ' Z|F) g = e "N Z| F) o | (8.51)
Vamos ainda definir ft como o valor da opcao f; descontada por e ":
fi=e T fi = BB\ f, = (ByB;' Z| Fi)y (8.52)
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com fo = fo. Nossos exemplos (8.28,8.33) mostraram que

onde Af; = fix1 — fi, AS; = S;11 — 51, caracterizando a estratégia auto-
financiante. Para r # 0 a equagao envolve tambem a evolucao do titulo

Afi = ¢iAS; + i AB;, (8.54)
resultando na seguinte equacao para grandezas descontadas
Afi = $iAS; (8.55)

com 5} = e "S; = ByB; 1S,. Para verifica-la vamos repetir os passos da
se¢ao 8.3.1, mas agora para r # 0. A equ.(8.20) é

:fu_fd

Sy — Sd

¢ ) ZZJ = B;olw(fnow - gbsnow)? (856)

onde o indice de B; é igual ao de s;. Avancando de ¢t = 0 para t = 1 temos
que incluir alem da variagao do ativo também a variagao do titulo By — By =
Boye™*. Procedemos entdo da seguinte maneira:

e Em t = 0 o nosso portofolio vale fo = fo = (BoBr'Z|Fo)q, que é
também o valor da opcao a ser comprada ou vendida. Calculamos ¢q e
by usando a equ.(8.56)

_ fu=t
b0 = P

Yo = By'(fo— ¢0S) = Bo_l(fo — ¢0§0),

e rebalanceamos o noo portofolio para conter ¢, em ativos e 1, em
titulos fo = QZSOS() + @ZJoBo.

e Em ¢t = 1 chegamos com [¢y, 1] inalterados, mas nosso portofolio agora
vale

J1 = 0051 + By = %(¢Ogl + fo- ¢ogo) = % [fo + ¢0(§1 - 5‘0)]_

ou seja R ~ ~ ~
BoBi ' fi = f1 = fo+ ¢o(S1 — Sp). (8.57)
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Resulta para o portofolio descontado

. N Afo= £ _f
Afo = ¢oASy { Agz _ gi ~ g(; (8.58)
que é a equ.(8.55) para i = 0.

Calculamos ¢; e 1, usando a equ.(8.56) com now = 1:

61— fil
U= Br'(fi = ¢18) = By (fr = 15), (8.59)
ou seja 1y € ajustado para manter o valor do portofolio, implicando
J1=¢151 + 1 By (8.60)
Resulta, que
J1 = ¢0S1 + YoB1 = 9151 + Y1 By. (8.61)

Esta equacao é verdadeira, pois ¥, serd usado em t = 2, mas é calculado
em t = 1 usando f;. Naoinjetamos dinheiro extra, mas empresta-
mos ou pedimos emprestado, se for necessario: o portofolio é auto-
financiante.

Em t = 2 chegamos com [¢1, 1)1] inalterados, mas nosso portofolio agora
vale

fo= 0182+ 1B = 2na i~ 018) = 22 [+ on(S - 8]

ou seja

BoBy'fa = fo=fi + ¢:1(S2 — S1). (8.62)
Resulta para o portofolio descontado
£ 3 Afl = f2 - f1
Afy = 1A L /. A% '
fa= 1 A5, { AS — 53 (8.63)

que é a equ.(8.55) para ¢ = 1.

Calculamos ¢9 € 15 usando a equ.(8.56) com now = 2:

¢2 — Ju—fd
Yo = By'(fa— ¢252) = By (fs — $25). (8.64)
Resulta novamente
fo = 0152 + 1By = ¢255 + 2 Bs. (8.65)

72



e No tempo i chegamos com [¢;_1, ¥;_1] inalterados, mas nosso portofolio
agora vale

B L B B - _
Ji= ¢i1Sithi1Bi = —Bl (i1 Sitfici—¢i1Si) = —BZ [fic1+di-1(Si—Si-1)].
0 0

ou seja

BoB f; = fi = fioi + ¢i1(S; — Siy). (8.66)

Resulta para o portofolio descontado

r & A ~7,'— - ~z_ ~i— )
Mfa=oeabSi { (F0 T ET s

que é a equ.(8.55).
Calculamos [¢;11,%;11] para rebalancear o portofolio de modo que
fi = (szz + wiBi - ¢z’+1si + leBi- (8.68)

Temos obviamente

fi—¢iSi B

Ay aabTs e com At = 1. (8.69)
Resulta que o portofolio
IL = f; — ¢:S; (8.70)
obdece . .
I, = e, (8.71)

J4 que II,; evoui como um titulo - B, = B;e™! - entaoll; é sem risco.
De fato subtraimos o termo ~ S5;, que é a fonte de aleatoriedade.

Usaremos a equ.(8.71) na segao 19 para obter a equagao de Black-Scholes-
Merton e executar a estrategia de hedging com At — dt.

e No tempo i = T chegamos com [¢7_1,%7_1] inalterados, mas nosso
portofolio agora vale usando a equ.(8.51 )

fr=¢r1Sr +Yr_1Br = (St — K)y, (8.72)
ou seja
_ 1 [ —KB;' ITM
-1 = { 0 Yro1 = { 0 OTM (8.73)
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Temos o seguinte resumo para uma estratégia auto-financiante contendo
¢ ativos S e v titulos B

a.
fi= ¢S + 1 B; (8.74)

e o valor da op¢aona maturacaoé fr = ¢r_1St + Yr_1Br

b. o valor do portofolio ndo muda durante o mesmo periodo quando [¢;1);] —
(011, ¥iv1], ou seja muda somente a composigao [p,?]. O valor do
portofolio muda de um periodo para o proximo como

Afi = ¢iAS; + Y AB;, (8.75)

onde AS;, = S;1.1 — S; e AB; = B;;1 — B;, caracterizando-o como
auto-financiante.

c. O portofolio descontado varia como

Afi = ¢;AS; (8.76)

Note que ¢ e sempre > 0, quando vendemos um call e é sempre < 0, quando
vendemos um put . A regra é portanto

Vender um call — comprar ativos
Comprar um call — wvender ativos
Vender um put —  vender ativos
Comprar um put — comprar ativos

Vamos generalizar a strategia auto-financiante para qualquer n > 3 passos
na secao 11.
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t=20 t=1 t=2

Figure 8.7: Precos dos ativos para o Exercicio 8.3.

Exercicio 8.3

Calcule o precode opgoes call e put Europeias correspondentes a figura 8.7
com K =80er=0.

Especifique a estrategia de hedging calculando ¢ e 1.

Verifique a solucao para call:

(¢7 77Z])173,6 = [3/4a _55; 17 _80§ 1, _80], HlO = 807
(6,0)125 = [3/4,110/3;1/3,40/3], Ty = 40;
(6, )104 = [3/4,110/3;1/3,40/3], T, = 0.
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Complete para put:

(¢,¢)17376 = [l’,l’;l’,ﬂf], HG = Oa
(¢7¢)1,275 = [m,x‘;x,x], H5 = 07
(0, ¥)124 = |2, 2;2,7], Ty = 40.

Exercicio 8.4

Calcule o precoda opgao call Europeia correspondente a figura 8.4 com K =
70 e r = 0. Use a paridade put-call para faze-lo.

Especifique a estrategia de hedging calculando ¢ e 1.

8.4 Opcoes Americanas

O comprador de uma op¢ao Americana adquiriu o direito de decidir em que
instante ¢t < T ele deve exercer a opgao. Ele tem portanto a escolha quando
parar e esta decisaosé pode usar a informagaosobre o preco da opcaoaté o
presente momento. Deve escolher o tempo de parada 7**, que é uma varidvel
aleatéria. O retorno neste caso seria

(S, — K)4 no tempo 7.

Se o vendedor soubesse qual tempo de parada o comprador usara, o custo do
hedge em t = 0 seria

—rT
(e77(S; — K)4)o
Como de antemaonaosabemos qual seria a escolha, preparemo-nos para o
pior caso e cobrar o maior valor, maximizando sobre todas as estratégias

sup (e7"(S, — K)+>Q (8.77)

Considere o seguinte exemplo de uma opgao put Americana. Intro-
duzindo a notagao sup = UnowSnow € Sdown = AnowSnew TEMOS

erét _ dnow

(8.78)

Gnow = d
Unow — Anow

Construimos a arvore de ativos da figura 8.4.1 com u = 1.2, d = 0.8 (escolhi-
dos para simplificar as contas, pois ¢ serd independente do né). Pondo ainda
r=0.05,0t =1cé=e" =1.0512 obtemos ¢ = 0.6280 independente do né.

240 processo parado tambem é uma martingale[:33]
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Figure 8.4.1: Precos dos ativos (numeros superiores) e

de opgoes put Americanas (ntimeros inferiores) numa arvore

binaria de dois passos com K = 104.
Em cada instante verificamos se é vantajoso exercer a opgaocom K = 104,
exercendo-a em caso afirmativo. Deste modo a op¢ao Americana custa sem-
pre mais que a Europeia. Afinal se voce quer mais direitos deve pagar mais
por isto! Percorrendo a arvore obtemos:

e No n6 73" calculamos f3 = e "™ (¢qfs + (1 — q)f5) = 33.97, enquanto o
retorno seria K — S = 104 — 120 = —16. Portanto nao seria vantajoso
exercer a opgao e aprecamos a opgao com este valor.

e No né 72" calculamos fo = e " (qfs + (1 — q) f1) = 18.93, enquanto o
retorno seria K — .S = 104 — 80 = 24. Portanto seria vantajoso exercer
a opcao .

e No né6 ”1” calculamos f, = e (¢ fs + (1 — q)f2) = 28.78, enquanto
o retorno seria K — .S = 104 — 100 = 4. Portanto naoseria vantajoso
exercer a opgao .

O procedimento adotado é um dos possiveis, pois poderiamos nao exercer
a opcaono nd 72”7, esperando um possivel resultado melhor no futuro. De
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qualquer maneira cobramos o precode $28.78, o de todas as escolhas o mais
alto possivel.

Exercicio 8.5

Calcule o preco de uma opgao put Europeia correspondente a figura 8.4.1 com
K =104 e compare com a Americana.

Exercicio 8.6

Calcule o preco de uma opcao call Europeia correspondente a figura 8.4.1 com

K =104 e compare com a Americana. O resultado surpreende®?
4

8.5 A arvore trinomial e completeza do mercado

Podemos melhorar a aplicabilidade de nosso modelo permitindo a evolugao do
ativo para tres possiveis valores ao invez de somente dois. Vamos ilustrar
o procedimento para um passo em analogia a precificacao de uma rifa da
secao 4.

Suponha que no instante ty+4dt o ativo possa assumir tres valores possiveis
S, > S, > Sy com

Su = US(), Sd = dS(), Sm = mSo. (879)
O ativo descontado deve ser uma martingale sob medida ¢
Suu + Sada + SmGm = RS, R=¢€"" (8.80)

ou seja
uqy + dqqg + mq,, = R. (8.81)

As mudangas dos ativos sendo proporcionais a Sy, esta variavel conveniente-
mente concelou.
A soma das probabilidades deve ser igual a um:

Para considerar uma situagao nao-trivial, vamos supor que os determinantes
2 x 2 das equagoes 8.81 e 8.82 sejam diferentes de zero. Podemos portanto

25Veja secio 6.3.
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expressar ¢, € qq em termos de g, por exemplo, obtendo

R4 (d—m)gm —d

u 8.83
q — (8.83)
R+ (u—m)gm —u

= . 8.84
4d d—u ( )
Exigindo
0<quq=<1
resulta R—d R
0 < g < mm( — “;) (8.85)
m—d u—m

Para que valha ¢,, < 1 temos que escolher

Gm <ﬁ—:‘fl, se R<m
Gm <;‘j:fl, se R >m.

Seja Z(S) o retorno da opgao, que o portofolio IT = ¢S + 1 B deve replicar:

¢Sa+yR = Z(S4)
OSm + YR = Z(Sp). (8.86)

Temos duas incognitas ¢, 1) para tres equacgoes, logo havera um problema de
consistencia. Para obter uma solucaonao-trivial o determinante 3 x 3 dos
coeficientes deve se anular, resultando em

(u—d)Z(Som) + (d —m)Z(Sou) + (m — u) Z(Sed) = 0. (8.87)

Esta condicaode consistencia deve ser satisfeita para existir uma medida
risco-neutra evitando a possibilidade de arbitragem. Neste caso o mercado
é chamado de completo. Para retornos lineares Z(S) = aS + b, e.g. um
contrato, esta condicao é de fato satisfeita para quaisquer valores de u, d, m.
Mas para opgoes vanilla com Z(S) = (£[S — K]); isto ndoé verdade. No
entanto é imediato, que uma medida risco-neutra sempre existe se K > u ou
K < d ou seja fora do intervalo (d, u).

e Um mercado é completo, "se qualquer derivativo possivel puder ser
protegido=hedged com um portofolio auto-financiante”. O nosso porto-
folio depende de apenas dois itens negociaveis: S e B, enquanto que
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temos tres estados possiveis u,d e m. A condi¢ao de equ.(8.87) reduz
os estados possiveis na equ.(8.79) para dois, pois podemos e.g. usar a
equ.(8.87) para fixar m.

Pode-se provar, que

um mercado € completo, se o numero de itens negociaveis for igual ao
numero de estados.

Isto é verdade para o modelo binomial, pois as equs.(4.3) sempre tem
solucao para S, > Sjy.

Exercicio 8.7
Para que o ativo evolua numa arvore trinomial recombinante, vamos impor
os vinculos

ud=1, m=1 (8.88)
e Qual é a variancaV(S) de S?

e Imponha que V(S) = SZa2At+O(At) e calcule as probabilidades risco-
neutras com
uw=eVP d=1/u. (8.89)

Para maiores detalher veja e.g. [17].

e Qual é a condicao garantindo, que p, + pg < 17

9 Passeios aleatorios e o processo de Wiener

Para modelar o comportamento de ativos, preco de opcgoes etc é preciso levar
em conta as flutuacoes do mercado. Apesar de que em principio seja possivel
prever este comportamento, se soubessemos as intengoes de todos os agentes,
na pratica isto obviamente é impossivel: o mercado é rotulado de aleatorio.
Na secao 8.2 o nosso ativo executava um passeio aleatorio numa arvore re-
combinante, seguindo uma distribuicao binomial. Vamos portanto detalhar
passeios aleatdrios em que o tempo é discretizado em passos com intervalos
finitos At. Consideraremos tambem o limite do continuo At — 0.
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9.1 Passeio aleatdorio unidimensional

Considere um passeio em que um andarilho executa uma sequencia de pas-
sos, um a cada At. Os passos saotodos de tamanho [ para direita ou para
esquerda com probabilidades?®

p : probabilidade de um passo para a direita

p=1—p : probabilidade de um passo para a esquerda. (9.1)

Depois de N passos dos quais n sao para direita e N —n sao para esquerda
saindo de x = 0 em t = 0, ele estara no posicao

r(NAt)=nl— (N —n)l=ml, m=2n—N (9.2)

no instante t = NAt. Se designarmos o deslocamento no i-ésimo passo por

x;, podemos escrever
N

p(NAL) = (9.3)

com as esperancas

(zi) = pl +p(=1) = (p— P)I,
(xF) = pl* + p(—1)* =12,

of = (2?) — (z;)* = 4ppl*. (9.4)
Como os deslocamentos sao independentes resulta para a média (z) e a vari-
anca
Varlz] = ((z = (2))*) = (%) — (2) (9.5)
o seguinte

(x(NAt)) = N{z;) = N(p — p)l, Var[z(NAt)] = No} = 4Nppl*. (9.6)
Aqui usamos o seguinte resultado:

Duas variaveis A, B sdoindependentes, se a probabililde do produto
for o produto das probabilidades P(AB) = P(A)P(B). Vale entao

(A+B) =) P(AB)(A+B) = ZP JA+> P(B)B = (A)+(B)
A,B

26Veja [16] para uma exposicao interessante da Teoria de Probabilidade.
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=Y P(AB)AB =) P(A)A> P(B)B = (A)(B)
A B

AB

Para a varianca de variaveis independentes temos
{((A+ B—(A+ B))*) = ((A—(A) + B — (B))?)
— (A= (A2 + (B - (B))?) + 2<A — (A))(B - (B))
= ((A—(4))* +(B—(B))*,

ja que
Resulta

Var(A + B) = Var(A) + Var(B).

Para N variaveis A; independentes temos entao

N N
Var(ZAi) = ZVCLT‘(AZ'). (9.7)
A probabilidade de ocorrerem n passos a direita num total de N passos

é a binomial N
W(n) = ( )p Y

Mostramos no Apendice A, que no limite N — oo a distribui¢ao binomial
tende a uma Gaussiana e a probabilidade do andarilho estar entre as posi¢oes ml
e (m+ Am)l, com n — Np = £(m — N(p — p)], é a distribui¢ao Gaussiana
com media () = N(x;) = N(p — p)l e varianga No? = N4ppl?

[m—N(p—p)]?

Plml <z < (m+ Am)l] = (8Npp)~ Y2~ + O(1/vV/N)

_[e=N(@)?
= (2rNo?) Y2 2NT . (9.8)

Subtraindo a media e dividindo pela raiz da variancga , obtemos uma versao do
Teorema Central do Limite:

Se X =z + 29+ ...+ xn é a soma de variaveis independentes e
identicamente distribuidas com media (z;) e varianga o?, entao

X —(X) X —N(m)
B Var(X)_ oV N
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se aproxima de uma Gaussiana com media 0 e varianca 1. Mais

precisamente
X —Nm 1 Y2
lim Pmb( < 2T ) = —— [ Py, (9.10
N Y1 > /N Y2 o7 ), y. ( )

Note que para N finito, esta aproximagao somente é boa no centro da Gaus-
siana X ~ Nm + 0v/N e ndonas caudas - mas 14 a Gaussiana tende rap-
idamente a zero. O detalhe desta regiao central depende da distribuicaode
X;.

A distribuicao Gaussiana

1

. 27Te*<:’0*“>2/2"2 (9.11)

Nx(/v‘a U) =

¢é chamada normal. Em termos da distribuicao normal cumulativa
N(z) = /z N,(0,1)dy = L/m dye v’/ (9.12)
o y\M /_271' - )
0<N(z) <1, N(0)=1/2,N(0) =1

podemos escrever

k=ko
N kE N—k l{fg—Np kl—Np
~N (B0 - N (=), 9.13
kzzkl (k)p ! M Npq )~ Npg ) (913)

Exercicio 9.1.
Simule passeios aleatorios com p =1/2 e p = 2/3.
Exercicio 9.2.
Mostre que N(0) = 1/2 sem fazer contas.
Exercicio 9.3. (A qualidade da aproximacao Gaussiana)
Considere o caso de varidveis aleatorias positivas distribuidas segundo a
distribuicao exponencial

400
p(z) = H(x)ae_‘“,/ pi(z)de =1 (9.14)
com
O(z) = {1l parax >0 e 0parax <0} (9.15)
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Estime a regiao central. A probabilidade da soma de duas variaveis indepen-
dentes é .
P(X,2) = / dridxad(zy + 22 — X)pr(21)p1(22)

o

+0o0

= / dx10(x1)oe” " 0(X — :El)oze_o‘(X_“)
+oo

— a2eoX / da16(21)0(X — 71) = a%e—*X XO(X). (9.16)

Usando esta equagao para relacionar P(Y, N) com P(Y, N+1), use indugao para
mostrar que para X = xy + x5 + ... + xy vale

N XNflefaX

P(X,N)=0(X)«x W,

(9.17)

que é a distribuicaio Gamma de indice N com media m = 1/« e varianga o? =
1/a?. O valor mais provavel de P(X, N) ¢ dado por

_d
dX)

N*lefaX|x* =0

X*=m(N —1).

Expanda P(X, N) até segunda ordem em torno de x* e mostre, que para
N — 00, P(X, N) tende para uma Gaussiana com media (N — 1)m = (N —
1)/ e varianga (N — 1)o? = (N — 1)/a?. Para N grande isto concorda com
a equ.(9.10). Mostre ainda que os termos cubicos sao despreziveis para

X — X* << N*2Ja = mN?3,

Exercicio 9.4
Mostre que a distribuicao Gaussiana maximiza a entropia

S = —/P(:c) In P(z)dx

para uma varianca fixa. Use dois multiplicadores da Lagrange: um para nor-
malizar ([ P(z)dz = 1) e outro para impor a varianca = o.

Exercicio 9.5

Calcule o valor esperado (¢®*) ou seja a transformada de Fourier da dis-
tribuicao Gaussiana. Tomando derivadas em relagao a b calcule os momentos
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(z™)[10].
Exercicio 9.6

Calcule o cumulante x4 = (dz*) — 3<(5x2>2, com 0x = (x — (x)). Mostre que
k4 se anula para uma distribuicao Gaussiana, mas é diferente de zero para
uma distibuicao binomial.

Exercicio 9.7

Num campeonato de tenis dois jogadores igualmente competentes disputam
sete jogos. Quem ganha mais jogos é o vencedor. A organizagaose compro-
mete a pagar ao vencedor um milhao de dolares de qualquer maneira. Depois
do primeiro jogo um fiscal descobre um caso de covid na assisténcia e o
campeonato ¢é encerrado. Qual seria uma maneira justa de dividir o premio?
Resposta 21 : 11.

Exercicio 9.8

Considere uma moeda com as probabilidades de cara/coroa iguais a p, =
1/3,p, = 2/3. Qual é a probabilidade de obter cara no primeiro lance, se
langarmos a moeda tres vezes. Resposta:1/3. Qual é a probabilidade de
obter coroa no segundo lance, se lancarmos a moeda tres vezes.

9.2 O limite do continuo e processo de Wiener

Vamos tomar o limite do continuo At — 0. Para que o andarilho execute o
passeio dele num tempo finito, devemos tambem fazer N — oo, ou seja

N — o0, At — 0 com t = NAt > 0 fixo. (9.18)

O deslocamento do andarilho num intervalo At é Az = [ e este obviamente
deve obdecer [ — 0. Precisamos ainda asegurar, que a media e a varianga do
deslocamento sejam finitos. Segundo a equ.(9.6) temos com N = t/At

2

(z(NAt)) = %t, Var[z(NAt)] = 4p]5&t

devemos impor que (p — p)l e I? escalem como At, ou seja®’
(p—p)l = vAt, 1? = 2DAE, (9.19)

O comportamento [ ~ v/ At, muito diferente do comportamento ”balistico”
[ ~ vt, é tipico de processos de difusao. Consequentemente p — p ~ v/ At. O

27Com 0 < p < 1, o produto pg é finito.
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limte do continuo dependera de duas constantes, com D chamada constante
de difusdo e v caracterizando o arrasto.
Obtemos portanto

1 At 1 v
=—(1 —)==(1 VAL 9.20
e resultando para o produto
1 V2
p=—(1— —=At). 21
pp= (1= 55AL) (9.21)
No limite At — 0 resulta 4pp = 1 e obtemos para media e varianga
. (p=p,
(x(t)y = AI?BO A7 t=vwvt (9.22)
l2
2 _ St
o =Var[z(t)] = Al}go 4ppAtt 2Dt. (9.23)
Partindo de x1 = 0 apos N passos de tamanho [ = Ax o andarilho estara
no instante ¢t = NAt na posicaioxy = ml com probabilidade dada pela
equ.(9.8)
1 [z—(2)]?

Ple(NAL) ~ ml] =

e 22 Aux. (9.24)

2w o?

Resulta neste limite a seguinte densidade de probabilidade para o processo
continuo x(t)

pplx(t)|dx = \/éljr—Dte(IZS?Q dx com /_Z pplz]dr =1 (9.25)
que é uma distribuicao Gaussiana com media e varianga ~ t:
(z(t)) = vt, o = {[x(t) — (z(t))]*) = 2Dt. (9.26)
A distribuicao equ.(9.25) satisfaz a equagao de difusao

(%% — aa—;) pp(z,t) =0, —oco<z<o0,t>0. (9.27)
E tradicional re-escalar para W = %x, incluindo um fator 2 por conve-

niencia. Com isto a densidade de probabilidade satisfaz a equagao

g 1 0

<§_§W> pp(W,t) =0, —oco <W < o0, t>0. (9.28)
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Fazendo ainda v = 0 obtemos o processo de Wiener W (t), cuja densidade
de probabilidade é

1 w? o
plw]dw = e 2dw plw]dw = 1. (9.29)
V2t _

Ou seja, a probabilidade de W (t) pertencer ao conjunto A: W (t) € A é dado
por

[e.9]

dx 22

W () € Al = /A o (9.30)

Se A — 0 entao a probablidade tambem tende a zero: a probabilidade do
processo "acertar” um ponto ¢é nula.
O processo W (t) satisfaz

W (0) =
(W(t) = [ WpW]ldw =0,
W2(@t) = [ W2p[W]dW =t. (9.31)

A primeira é reflexo de xy = 0 para qualquer caminhada. A segunda segue-se
do produto Wp[W] ser impar em W e a terceira tambem da equ.(9.26) para
w.

Calculemos a funcaode correlagao (W (t2)W(t1)). Notamos, que os in-
crementos x; na equ.(9.3) sao disjuntos®® e portanto independentes. Segue-se
que também os incrementos W (ty) —W (t1) e W (t4) —W (t3) sdo independentes
para t; < ty < t3 < t4. Logo para t; < ty temos

(W (t2) = W(t)]W (1)) = (W (t2) = W(t2))}(W (1)) = 0,

que implica
(W(t)W (1)) = (W*(t)) = t.

Para qualquer ¢, t5 isto torna-se?

(W (t2)W (81)) = min(t,, ts). (9.32)

Vamos introduzir o processo w normalmente distribuido com media nula e
variangaigual a 1, indicado como w € N(0,1). Com isto temos

W(t) = Vtw, t >0 (9.33)

28Queremos dizer: ”Tem no maximo um ponto em comum”.
29Para uma verificacdo numerica veja o Apendice F.1.
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De fato Var(W) = (W?) = ((Vtw)?) = tVar(w) = t. Denotamos estas
propriedades como

W(t)=W(t) — W(0) = Vtw, t > 0. (9.34)
Ja que a origem temporal é arbitraria, podemos escrever
W(t)—W(s) =Vt—sw, t>s. (9.35)

Estas propriedades na verdade servem para definir o processo de Wiener
como:

a. W(0) =0.

b. Os incrementos saoindependentes: para todo t > 0 os incrementos
futuros W (t+h)—W(t), h > 0 sdoindependentes dos valores W (s), s <
t.

c. Os incrementos W (ty) — W(ty), to > t; sdonormalmente distribuidos
com média nula e variancat, — t1:

W(tg) — W(tl) =\ tz — tlw. (936)

onde w é uma variavel distribuida normalmente como N (0, 1).

d. Como Wiener provou W (t) é continuo em .
Ao tratar o caso de processos aleatorios continuos podemos esquecer o pas-
seio aleatorio discreto e usar o processo de Wiener como definido pelas pro-
priedades a,b,c,d. Para uma verificagao numerica destas propriedades e ver-
ificar a sua intuicao, veja o codigo Scilab na secao F.1. Scilab é gratuito e
equivalente ao Matlab.

O processo de Wiener possui propriedades surpreendentes:

e A equ.(9.36) implica que o processo de Wiener nao ¢ diferencidvel, pois

t+ At) — t VAL
i WUEHA) =W wVAL L (9.37)
At—0 At At—0 At At—0 \/A_t
30Para detalher veja e.g. [22], cap. X.11

88



ou mais precisamente em termos de probabilidades temos para qualquer

A>0
Prob Wit + Al = W(H) < A] = Prob | ¥ At <A
At At—0 At
At—0
P b[—l <A} S0 (9.38)
= Pro - :
VAL At—0

Ou seja uma fracao infima das trajetorias possuem derivada finita. O

processo é extremamente ”pontudo”.

e No entando o processo de Wiener é continuo. Pois para qualquer 6 > 0

temos

Prob[|W (t + At) — W (t)| > 0]

At—0

= Prob {|w| > 0

= Prob [\/A_t|w| > 5]

Y% AJ At—0

At—0

— 0. (9.39)

Ou seja, a probabilidade de descontinuidades é nula.

e O processo de Wiener possui o mesmo aspecto em qualquer escala:
%W(ct), ¢ > 0 tambem é Wiener. W (t) é um fractal.

Exercicio 9.1.
Mostre que

u(z,t) = e

\ 27t

satisfaz a equacao de difusao

ou 10%u

ot 2022

(9.40)

(9.41)

Resolva esta equaciousando a substituicio & = z/v/t e U(€) = t'/%u(x, t).
Isto transforma a equacao de difusao numa equagao diferencial ordinaria para

U(&) de facil solugao .
Exercicio 9.2.

Mostre que o limite lim;_,o u(x,t) = d(x), onde §(z) é a delta de Dirac. Lem-
bre, que ffooo u(x,t)dr = 1, Vt. u(z,0) diverge, mas com area embaixo da
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curva igual a 1.

Exercicio 9.3.

Simule um processo de Wiener. Voce deve partir de um gerador com dis-
tribuigao uniforme entre 0 e 1 para gerar uma distribuigao Gaussiana. Veja
[55], capitula 7.2 para obter uma distribuicao Gaussiana.

Exercicio 9.4.

Estudar a se¢ao 2.5 de [10].

Exercicio 9.5.

Um aluno argumenta assim. Para gerar um processo de Wiener lancamos
uma moeda ”"Gaussiana” em cada instante t. Como os resultados destes
lances sao independentes, resulta que as probabilidades de p[W (t1)] e p[W (t2)]
para t, # to sdoindependentes p[W (t1), W (t2)] = p[W (¢1)]p[W (t2)]. Logo

(W(t), W(ts)) = (W(t1)){(W(t2)) = 0.

Onde ele errou?

Exercicio 9.6: Calculando esperancas .

Voce acabou simular um processo de Wiener W (t) com incrementos AW (t) =
W(t + At) — W(t) em intervalos At e quer calcular o funcdode correla-
cao (W (t1)W (t2)) com ty > t;. Particione o seu grafico W(t) vs ¢, erguendo
duas colunas de larguras At no pontos t; e to. Para calcular a esperancade
W (t1)W (ts), vamos primeiro fixar W (t;) a fazer o media sobre W(t3). Como
os incrementos para ir de t; para ty tem media nula, eles nao mudam o seu
valor de partida, que é W(t;). Portanto tomando a esperancasobre W (t)
obtemos W (t1). Multiplicando pelo fator W (t¢;), que ficou esperando, obte-
mos W (t1)?, resultando em (W (t1)?) = t,. Verifique, que os seus valores para
W (t) satisfazem

a. (W(ty) —W(t1)) = 0 para trajetorias emanando de W(ty).
b. (W(t)*) =t

Exercicio 9.7.

Supondo que w seja uma variavel normal N (0, 1), entdo o processo Z; = v/tw
é normal N(0,t¢). Mostre que Z naoé Wiener. De fato os seus incrementos
Zyvs — Zy normalmente distribuidos com varianca Var(Z;,s — Z;) = s + 2t —
24/t(t + s), ao invez de Var(Z, s — Z;) = s! E se s for infinitesmal ~ ds?
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10 A distribuicaolog-normal para precificar
opcoes

Devido a complexidade do mercado financeiro é impossivel fazer prognosticos
muito confiaveis sobre precos de ativos. Podemos no entanto tentar domar
a nossa ignorancia modelando as flutuagoes dos precos por algum processo
estocastico. Poderiamos supor que os precos de ativos seguem um processo
de Wiener com coeficientes constantes. Mas esta hipotese é simples demais.
E que o processo de Wiener assume valores positivos e negativos, enquanto
os precos de ativos sao sempre positivos ou nulos. Alem disto no processo de
Wiener os deslocamentos saoindependentes. No entanto o retorno esperado
de um ativo é sempre proporcional ao preco do ativo. Se o preco do ativo esta
em S, entaoa taxa de retorno esperada deve ser uS com g uma constante,
pelos menos durante um pequeno intervalo dt. Se os investidores esperam
um retorno de 10% por ano e o precodo ativo esta a $100, entao eles querem
receber $110. Por estas razoesnao propomos, que o ativo seja proporcional
ao processo de Wiener, mas

log S(t) ~ W (t) (10.1)

ou seja S(t) segue uma distribuigao log-normal chamado processo de Wiener
geométrico. Baseado nesta distribuigao Black propos uma formula[31] para a
precificagao de derivativos vanilla. Note que este processo de Wiener geométrico
nao contempla ”caudas gordas” nas distribui¢oesou saltos, que ocorrem na
vida real.

Obviamente ha muitas outras razoes pelas quais o processo de Wiener
possui limitacoes, gerado por exemplo por fenomenos mostrados na Fig.4.2.
Mas ainda assim o processo de Wiener geometrico é muito usado por sua
simplicidade de calculo.

10.1 A distribuicao log-normal

Podemos obter a distribuicao log-normal para a variavel x > 10, substituindo
y = In x na distribuicao Gaussiana

1 -
Ny(m, &)dy = ———e~ W=/ gy
2no
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com media m e varianca 2. Lembrando que dy = dz/x, obtemos a densidade
log-normal

1 d
Loy (2)da = ———e~(ma=m)?/(26%) &L (10.2)
2m6 T

/ drL,,s(x) =1, / drlnzl,, ;(x) = m.
0 0

Ou seja: o log de x é normalmente distribuido. A figura 10.1 mostra esta
distribuicao junto com uma Gaussiana.
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Figure 10.1: Comparando distribuicoes normais com log-normais e suas me-
dias. Y = pu+ 0Z é uma distribuicionormal e X = e¥ ¢é uma distribuicio log-
normal. (Wikipedia).

A média é - .
(x) = i dx 27T56_(11””_"‘)2/(2‘}2). (10.3)
Com y = Inx temos
(x) = N edy ;W&e(ym)Q/(%z). (10.4)

Completando o quadrado no expoente resulta

(y—m)>  ~ [y—(m+a*)P
T VT

+ (m +6%/2).
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Ja que a distribuicao normal ¢ normalizada a integral sobre y d4 = 1 e obte-

mos Y
(x) = emFo/2, (10.5)

Note que m = (Inz) # In(z) = m + o2 /2!
Como
<$> _ <€1na:> _ <6y> _ em-|—&2/2 _ e(hwc)—&-Var(lnx)/Q’

provamos de quebra a identidade
<€Y> _ e(Y)-i—%Var(Y)’ (106)

para qualquer processo Gaussiano Y. Alias tambem vale o converso:
qualquer processo satisfazendo a equ.(10.6) é Gaussiano.

Analogamente ]
(2?) = e2m+e™), (10.7)

o que da a varianca

Var(z) = (z2) — (2)? = 2™ (7 = 1). (10.8)

Exercicio 10.1

Calcule (z") para a distribuigao log-normal.

Exercicio 10.2

Obtenha a solucao da equacaode difusaousando a tranformacaode Fourier

f(z,t) \/ﬁ e dke™ f(k,t).

10.2 A formula de Black

Para precificar opgoes vanilla num mercado risco-neutro, vamos aplicar a
metodologia da se¢ao 4 e exigir que sob a medida risco-neutra () a opcao descontada,
tal como o ativo descontado, sejam martingales e que () seja a log-normal L.
Supomos entao o seguinte.

1. A distribuigao risco-neutra seja uma log-normal £, 5();

2. Sy =e TSy seja uma martingales sob esta medida, implicando para
o ativo

(Sr) = €"'Sp; (10.9)
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3. A opgaodesontada tambem é uma martingale -veja e.g. a equ.(8.18) -
fi = e T9(Z|F),). Uma opgao call hoje em t = 0 vale portanto

c=e"{(Sr — K))c; (10.10)

4. Inspirados pelo processo de Wiener a variangaseja

& =oVT, (10.11)
onde ¢ chama-se volatilidade em finances3'.

Quer dizer, que passamos as instrucoes da secao 4 para o continuo. De acordo
com a equ.(10.5) e a condi¢do de martingale temos a relagao

(St) = Spe™ 712 = Spe T (10.12)
Resulta para a taxa livre de risco
r=(m+a5°/2)/T. (10.13)
Da equ.(10.10) uma opgao call no dia de hoje vale
c=Soe " {(sp — k) ), (10.14)

onde indicamos por letras minusculas as grandezas adimensionais s = S /S, k =
K/Sy. A esperangaacima é

«w—kp>=Lf£mA@@—kMx

= / L e (na=m)*/25%) (3 _ )da. (10.15)
k 2nox
Note que a integral |, koo L, 5(x)dz, que multiplica o fator —k, é a probabilil-
dade da opc¢aoser exerecida.
Analogamente a conta da media equ.(10.4), mas com limite inferior # 0
temos com y = (Inx —m)/d e (y* — 26y)/2 = (y — 6)*/2 — ¢%/2

(57— k)4 dye V"1 (e7V — k)

-
V2T J(nk—m)/&

31Note que & ¢ a variancade log St e ndoa variancade St.
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o0

w/_l | +~2/z/00 o2 /2
e dye~ W= /2 _ |, dyey/]
27 (Ink—m)/& (Ink-—m)/&

1 +52/2 (_lnk+m)/&d (y-5)2/2 (_1nk+m)/&d V22
= emte ye WS — ye ]»
V2T [ /_ /_
(10.16)

onde usamos [~ ° dye v/ = [ dyev*/2.

Usando a equ.(10.13) para eliminar m = rT—G2/2, obtemos comy — & — y

((s7 = F)+)

—Ink+rT+62/2) /6 —Ink+rT—62%/2) /5
_ 1 [GTT/( /)/ dye—y2/2 _ k/( ) dye—yz/Q}
V2T _ _

ou seja

[e.e] [e.e]

[e.o] e}

(St — K)4)e = Soe”" N'(ds) — KN(d-), (10.17)

onde N (z) é a distribui¢ao normal cumulativa da equ.(9.12)

N(z) = \/%/_ dye v’/

~ In(Spe™’ /K) + 52/2
dy = — .

com

(10.18)

g

Inserindo & = ov/T na equ.(10.14) obtemos a formula de Black para uma
opcao call Europeia

c(So,T) = SoN(dy) — Ke ™" N(d_) (10.19)

2, — 25/ K):\/(;i /AT (10.20)

Seguem-se dois comentarios.

1. A probabilidade da opcaoser exercida é
Prob[Sr > K| = (0(St — K)), = N(d_), (10.21)

com 6(z) definida na equ.(9.15).
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2. A primeiro termo da equ.(10.19) é o valor esperado do ativo S condi-
cionada ao exercicio da opgao:

o0

Prob[Sr|Sy > K| = / sL(s)ds = SoN (d5). (10.22)

3. Por simplicidade escolhemos ¢t = 0 como ponto de partida, mas nada
impede de escolher qualquer instante 0 < ¢t < T'. Podemos repetir o
mesmo raciocinio acima fazendo

T — T—t
So — S (10.23)

para precificar as opgoesem qualquer 0 < ¢t < T. Resulta pois para
uma opcao call no instante ¢ com o valor do ativo igual a s

c(s,t) = sN(dy) — Ke "N (d-), (10.24)
o In(s/K) + (£ 0%/2)
n(s +(rxto T
di(S) = .
o\T
Voltaremos ao caso na se¢ao 15, onde discutiremos tambem a estrategia

auto-financiante. Iremos escrever uma equagao diferencial - a equagao de
Black-Scholes, que tambem fornece a evolucao temporal de opcoes .

Podemos tambem introduzir o prego-a-termo Fr = Spe™’ = (Sr)g para
escrever mais concisamente, absorvendo o termo ~ r em Fr,

c(So,T) =
e (BT en(MEITTY o)

Analogamente obtemos para uma opcao put? Europeia
p(s,t) = Ke "N (—d_) — sN(—dy). (10.26)

Denotando ¢ = ¢(dy,d_) vemos que p = —c(—dy,—d_) com N(—z) =
1 —N(x).

32Repare que N(—z) =1 — N ().
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10.3 Dividendos

Em geral ativos pagam dividendos aos acionistas em dias predeterminados.
Para simplificar vamos supor que dividendos sejam pagos continuamente a
uma taxa igual a d, medida em % por ano, tal como r. Desta maneira o
ativo vale menos, pois o dono do ativo pagara os dividendos aos acionistas.
Assim o valor esperado do ativo descontard como e" ¢,

Na dedugao da formula de Black devemos mudar a equ.(10.9) para

(Sr) = "= ITs, (10.27)

que ¢ igual ao preco-a-termo do ativo Fr = =978, Resulta para o
preco de uma opcao call

¢(D) = Soe™ TN (dy) — Ke TN (d_) = e~7 (FTNC((L) - KNC@))
2

co1m

G W(So/K) + (r—dEo*/T _ In(Fr/K) + 50°
£ VT Y

Analogamente para uma opc¢ao put.

Exercicio 10.2: Opcoes digitais
Uma opcao digital paga um valor fixo, se S > K. Este valor pode ser

1. em dinheiro, digamos um real ou seja o retorno é (#(Sr — K))
2. uma fragao fixa do ativo com retorno (Sp0(Sr — K)).

Mostre que o valor destas opgoes é e "7 N'(d_) no primeiro caso e e "7 Fp N (d)
no segundo. Veja as equs.(10.21,10.22).

11 Arvore de N passos e a formula de Black

A imposicaodo ativo poder pular somente para dois valores naoé uma re-
stricdo importante, se pudermos escolher dt suficientemente pequeno. No
entanto para simular um processo real serd preciso repetir o processo de dois
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passos para um numero grande de N passos. O processo andard numa ar-
vore de n passos com Ndt =T, onde T' é o tempo de maturacao da opcao .
Tomaremos o limite limy_., para descrever o processo no continuo com
0t = T/N — 0. Porém é imediatamente 6bvio da equ.(8.12) por exemplo,
que o numero de termos para calcular o valor da opc¢ao explode exponencial-
mente para arvores nao-recombinantes, o que torna inviavel a obtencao de
uma férmula fechada para o precode uma opcao. Precisamos impor alguma
estrutura sobre a evolucao temporal do ativo para obter formulas fechadas.

Vimos na se¢ao 9, que um modelo "tratavel” matematicamente necessita
passos independentes®®. Alem disso a probabilidade de risco-neutra deve ser
independente do n6. Consideremos entao a evolugao de um ativo numa arvore
recombinante como fizemos na se¢ao 8, especificando a seguinte regra: o ativo
estando num certo né com valor s,,,,, ele podera subir ou baixar no préximo
no para os seguintes valores

_ _ Ot+ov ot
Su = USnow = Spowt
_ _ ot—oV ot
Sq = dASnow = Snowc” (11.1)

com alguma probabilidade p. p caracteriza o arrasto do ativo ou seja a
variacao nao -aleatoria do ativo. Impondo que s, e s4 sejam proporcionais a
Snow, Sera possivel obter uma probabilidade risco-neutra independente do né
e ainda mais um processo de Wiener geometrico. Note que a aleatoriedade
+o aparece no expoente e o fator Vdt, que multiplica o, foi escolhido para
obter um resultado finito no limite do continuo dt — 0.

Para precificar a opcao precisamos calcular esperancas sob a probabilidade
risco-neutra. Ela resulta da imposicaode que o ativo descontado seja uma
martingale. Resulta a equ.(8.3), que especifica ¢ como

B erétsnow — 84 B erét . euétfa\/(g B 6(7”*#)& _ efa\/tﬁ (11 2)
q Su — S4 €u6t+a\/g — euét—am 60\/& _ e—om ’

A dependencia em $,,,,,, S, € Sq cancelou e ¢ é independente do né! Usaremos
g somente para 6t pequeno e obtemos expandindo ate ordem 4t :

q¢= %(Hﬂx/&). (11.3)

33Na secio 9 a extensdodos passos era igual a [, que ndoé o caso de nossos ativos na
rede. Poderiamos ter comecado com passos diferentes [ e I’. No entanto no limite N — oo
tanto | como !’ tendem a zero com uma razao possivelmente diferente de 1. Isto somente
mudaria o valor das constantes v e D.
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Note a presencade /6t como na equ.(9.20).

A posicao do ativo na arvore recombinante segue uma distribuicao bino-
mial com (f{ ) caminhos subindo em n passos com probablidade ¢ e baixando
em N —n passos com probabilidade § = 1—¢. A probabilidade deste caminho

N ~N—n
( ) qnqN )
n

Partindo de Sy em t = 0, o valor St do ativo em t = T para um caminho
com n saltos para cima e N — n saltos para baixo é dado por

ST _ Sounden — Soe(,uét%»cr\/ﬁ)ne(,uétfa\/ﬁ)(an)
— S, eHNot+aV/5t(2n—N)

Como ja vimos na se¢a09.1 a equ.(9.2), que m = 2n — N é a "posi¢ao” do
andarilho/ativo. E uma variavel aleatoria, que vamos chamar de Xy, de
modo que temos com 0t =T /N

ST = Sg€uT+g\/%XN = 506“T+0\/TYN (114)

com Yy = Xy/VN.

Naquela segao equ.(9.6) tambem vimos, que no limy_,, a distribuigao de
Xy tende para uma Gaussiana com media N(q—q) e varianca4N¢q. Resulta
para a media

Yy = % _ Wﬂ\/& _ ﬂﬁ

Note que o arrasto p cancela na equ.(11.4), pois
<,uT + O'ﬁYN> =uT + (r—p—o0?/2)T
q

=(r—o*/2)T
e é portanto irrelevante para a precificacao do derivativo. Para a varianga obtemos

4Nqq

Var(Yn) = Var(Xy)/N = =14 O(dt),

pois escolhemos a aleatoriedade convenientemente na equ.(11.1). Ou seja
In(S7/Sp) converge para uma distribui¢ao normal com media igual a log Sy +
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(r— %(12) e varianca o?T. Podemos portanto caracterizar a evolucao do ativo

Como )
ST = Soe(ria /2)T+U\/Tw, (115)

com w ~ N(0,1).
Para uma opcao call Europeia Z = (St — K) e seu valor em ¢t = 0 é dado
pela equ.(8.18), a esperanca descontada

c= <e*’“T(ST - K)+>q (11.6)

ou seja

c= dze="" /2 (Soe"’QT/”‘”/Tx — Ke’TT) (11.7)

7). :

Para que o integrando seja positivo devemos ter x > xy com

—g2 _
S()e o T/2+O'\/T(E0 — Ke rT

ou seja
—In% + (o2 —1)T

VT

Ty —

Resulta

c= dze=""/? Soe_‘TQT/H”‘/T‘T — Ke_TT> (11.8)

V2 /
Completando as contas como se¢ao 10 obtemos a formula da Black equ.(10.19).
Ela serd discutida com mais detalhes na se¢ao 17.1. Vale aqui tambem o co-
mentario da secao 10 de que naoera necessario partir de t = 0. Com a
substituicao

T — T-—t
S(] — St,
c = o (11.9)

obtemos o valor da op¢ao num instante 0 < ¢t < T' qualquer. Como prometido
analisaremos nas segoes seguintes o limite do continuo 6t — 0 com mais
detalhes. Neste limite o nosso procedimento discreto da secao 8.3.3 serd um
guia muito valioso. Pois considere e.g. a derivada da equagao f; = ¢Sy +1; By

df Bt d¢t di

¢t ¢t dt — S + %Bt
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Isto concorda com a descricao discreta somente se

dgy dipy
—S,+ —B;, =0,
et at
o que sera garantido pela estratégia auto-financiante também no limite con-
tinuo®*.
Para um efetivo controle do continuo dando sentido a diferenciais e inte-
grais de processos aleatorios precisamos do calculo de Ito da secao 13.

12 Martingales

Voltemos ao conceito de martingale, aqui tambem para processos continuos.
Nos captitulos 4 e 8.1 vimos que para S; = B; 'S, vale a equacao

(Sitot)g = S, (12.1)

ou seja o ativo descontado S, é uma martingale sob a medida risco-neutra
¢, pois a esperancano instante seguinte ¢é igual ao valor presente. Chegamos
a este resultado estudando a precificacdo de uma opcao f. Vimos que B; ' f,
tambem era uma martingale sob a medida risco-neutra. Vamos portanto
repassar o conceito de martingale, um item central na precificagao de ativos
financeiros.

Todo processo discreto X; satisfazendo

¢ uma martingale®*. Ou seja, condicionando até o instante i (conhecendo
toda a historia evolutiva do ativo até o instante ), a esperanga nos instantes
seguintes ¢ igual a Xj.

Para precificar as nossas opgoese executar a correspondente estratégia
de hedging acompanhamos uma historia do ativo na secao8.2. Era preciso
saber os valores [¢y, 1] e estes dependiam da particular trajetoria, que o ativo
assumiu para tempos < t. Definimos portanto uma esperanca condicionada a
uma particular histéria ou filtracao F;. F; é o conjunto de todos os eventos,
cujo desfecho é conhecido no instante t. Ela codifica as possiveis trajetorias

34Em muitas publicacdes o autor simplesmente observa, que nao devemos derivar ¢ e 1.
Eu como leitor ficaria completamente perdido com esta matemaética nebulosa.
350 processo tambem deve satisfazer a condigio ”tecnica” (| X,|) < oo.
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comecgando em ¢t = 0 e terminando em algum né no tempo ¢. Mas nao codifica
a probabilidade com que o ativo evolui. Denotamos a esperancasob uma
medida p de algum processo aleatorio X, condicionada a uma filtragao f,
como

E = (X|F), (12.3)

Ou seja, sentamos num noé determinado pela filtragao F; e tomamos a es-
perenca futura ao longo de todos os segmentos saindo do né. No caso de
um ativo S evoluindo a partir do né 1 no instante ¢ = 0 a filtragao J; con-
sistiria somente do né 1, ou seja Fy = {1}. Apesar de termos tomado a
esperanca (...),, a grandeza (X|F;), ainda é um processo aleatério por causa
da dependencia em F;: para cada tempo temos varios nés com suas proba-
bilidades para la chegar.

No caso de um processo continuo a expressao (X, 11 | X1, ..., X,,) se torna
um valor esperado condicionado & historia anterior do processo®®

(X, | X1,.., X)) = (X() | X(s),s <)
e a definicao de martingale é
(X(t) | {X(7),7 < s}> = X(s),Vs <t (12.4)
ou mais concisamente?”
(X, | Fo) = X,,Vs < t. (12.5)
Pondo s = 0 segue-se a ”conservacao da esperanga”
(X¢|Fo) = (X)) = Xo = (X0),V0 <. (12.6)

Derivando a equacao acima obtemos a seguinte condigao para que o processo

X, seja uma martingale
d(X;) = (dX;) = 0. (12.7)

Alguns exemplos de martingales sao:

e O passeio aleatério para p = 1/2 é uma martingale: como as proba-
bilidades de ir para esquerda e para a direita saoiguais, entao a média
nao muda durante todo o processo.

36Por mais detalhes veja e.g.[27].
370 caso s =t 6 trivial.
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e Uma combinagao linear de Martingales é uma martingale

e Seja x;,1 = 1,..n uma sequencia de variaveis aleatorias independentes
e distribuidas identicamente com (z;) = 1 e X,, = I ;z;. Entao X,
é uma martingale, pois

<Xn+1|]:n> = <xn+1><Xn|‘Fn> =1-X,

e Se num passeio aleatorio tivermos p # ¢ = 1 — p, podemos ainda assim
construir uma martingale. Considere um passeio aleatério

Xn_;’_l - Xn:I: 1

com +1 para um passo a direita com probabilidade p e —1 para um
passo a esquerda com probabilidade ¢. Defina uma nova variavel Y,,
como

Y, = (¢/p)*". (12.8)

Y, é uma martingale, pois
(Y1 | Vi, Ya) = (Yo [ Xo, o Xo) = plg/p) + alg/p)™

= q(q/p)*" + pla/p)*" = (¢/p)*" = Ya. (12.9)

e O processo aleatorio Y = (X|F;), é automaticamente uma martingale
qualquer que seja p. Apesar de termos tomado a esperanga, 0 processo
Y é aleatorio por causa de sua dependencia em F;. Peguemos o exemplo
da Fig(12.1), mostrando um ativo S evoluindo de t = 0 até T' = 2. Note
que S nao é uma martingale sob nenhuma probabilidade, pois nao vale
120 < 55 < 160!

103



110 9

60
t=20 t=1 t =2

Figure 12.1: A evolucaodo ativo S numa arvore binéria.

A tabela 12 mostra as filtracoes possiveis e as esperancas correspondentes
aplicando a equ.(12.3) ao ativo S. Iniciando na raiz em ¢ = 0 a es-
peranca condicionada dd o mesmo valor que a nao-condicionada, pois
temos que somar sobre todas as possibilidades futuras. Em ¢t = 1
a aleatoriedade aparece, pois temos varias historias possiveis. Nos
nos finais ela desaparece de novo, pois naoha aonde evoluir e a es-
peranca condicionada é igual ao valor de S.

’ Esperanca  Filtracao F; Valor de (S|F),
<S|]:o>p {1} p1p3 * 160 + p1p3 * 120 4 p1ps * 80 + p1ps * 60
(S1F1)p {1,2} P2 * 80 + pa % 60
(1,3} 3 % 160 + s % 120
(S| F2)p {1,2,4} 60
{1,2,5} 80
{1,3,6) 120
{1.3,7} 160
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Tabela 12: A esperanca condicional (S|F;),

A equ.(12.2) afirma, que todo processo X é uma martingale sob a prob-
abilidade p, se valer

(X1 F)y = X Wi < j. (12.10)

Podemos agora verificar, que o processo aleatorio (S|F;), ¢ automaticamen-
te uma martingale qualquer que seja p, se valer

((SIFNIF) = (F, Vi<y (1211)

E claro que calculando a esperanca a partir do né j e depois a partir do
no ¢ < j é o mesmo que calculando de uma vez a partir do né ¢. Por
exemplo da tabela 12 temos parat=0e j =1

<S|f0>p = D1P3 * 160 + plﬁg % 120 +]31p2 * 80 + ]51]52 * 60
= p1(ps * 160 + p3 * 120) + P1(pe * 80 + pa + 60)
= p(SHL 3D, + A (SIL2), = ((SIF)IF) |

onde (..|Fy), ¢ a instrucaode tomar a esperancado processo aleatorio
(S|F1)p. Para p = 1 mostramos o resultado na Fig.(12.2). E imediato
verificar que a media dos valores seguintes é igual ao valor presente
para todos os nos.
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t=20 t=1 t =2

Figure 12.2: A evolucdo da esperancacondicional (S|F;), para p = 1.

e O valor de uma opcao com retorno Z ¢ dado pela equ.(8.18):
fe=(B:B:'Z|Fi)q = er(t_T)<Z|]:t>qv

com B, = €"By e q é a probabilidade risco-neutra. Resulta, que o
portofolio descontado

i =(Br'Z|F)g = B{ ' f; (12.12)

é uma g-martingale, pois usando a equ.(12.11) temos
el Fida = ((Bi'Z1Fissdal Fo) = (Bi'Z1F)y = fie  (1213)
q

Vejamos alguns exemplos de martingales baseados no processo de Wiener.

e J4 que o processo de Wiener ¢é o limite de um passeio aleatorio sime-
trico, deve ser uma martingale. Usando a notagao W; = W(t) temos
de fato para 0 < s <t

<Wt|fs>:<(Wt_Ws)+Ws|FS>
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:<(Wt_WS) |‘Fs>+<Ws|Fs>
— 0+ W, (12.14)

Aqui usamos a equ.(9.36), dizendo que W; — Wy sdoincrementos inde-
pendentes de F; com media nula, o que implica (W, — Wy) | Fs) =
(W, — Wy) = 0. Usamos também

(W | Fs) = W

e Para que o processo X; = ut + W, seja uma martigale é necessario e
suficiente que p = 0.
Pois se u = 0 temos X; = Wy, que é uma martingale. Se p # 0 teriamos

(Xi|Fo) = (Wil Fo) + put = Wy + put = X, + p(t — s)
e X; naoseria uma martigale por causa do termo adicional u(t — s).
e O processo

)\2

para A real é a martingale de Wald. Para demostrar note, que para um
processo Gaussiano X de média nula, a equ.(10.6) mostra, que

(e¥) = 3%, (12.16)
Resulta para 0 < s <t
(Y, | Fo) = (V3| By = e | F)

e—%/\2t<e)\(Wt—W5)+)\Ws ]_—S> _ 6—%)\2t<6)\(Wt—WS)

F

e%AQ(tfs) — eAWS*%)PS — }/;’ (1217)

onde em (a) usamos ( F,) = eMs e as equs.(12.16,9.36) para
(W, — W), que por sua vez é independente de Wi.

Fs)

—

142
@) AW, —1x%t

eAWS

o Se
dXt - O'tXtth (1218)
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para um processo o; eventualmente aleatorio, entao X; é uma martin-
gale®®. De fato

(Xy + dX4|Fe) = (Xo|Fp) + (oo XodWy | Fy)
= Xt + O_tXt<th‘~F-t> = Xt> (1219)

onde F; garante, que conhecemos o;, X; e podemos tira-los da es-
peranca. Ou seja: um processo de Wiener geometrico sem arrasto
¢ uma martingale.

Exercicio 12.1: Conservagao de media

Suponha que o processo X seja uma martingale. Verifique que, se o processo
tiver um valor esperado num certo instante, entaoa sua esperancasera a
mesma dai em diante:

(X,) = (Xp_1) = ... = (X)) = Xo. (12.20)

Note que aqui as esperangas nao sao condicionadas!
Exercicio 12..2

Contraexemplo

Exercicio 12.3

Mostre que a martingale de Wald Y; satisfaz

dY; = \Y,;dW,. (12.21)

13 Calculo de Ito

Precisamos modelar o processo aleatério regendo ativos S(t), supondo e.g.
que eles seguem um processo tipo Wiener W (t) ou Wiener geométrico. Mas
nao podemos escrever uma equagcao diferencial, ja que neste caso as derivadas
dW (t)/dt e portanto dS(t)/dt ndo existem. Precisamos ainda modelar a de-
pendencia temporal de opcoes f, que dependem de S, além de possiveis outras
varidveis. Mas mesmo com f(W) diferencidvel, a derivada

df _ df aW
dt — dW dt

38Contanto que obdecaa condicido (e% Js

Xoeff; o’Sdsté Joids

2 . ~
75d8) < o0, para que exista a solucio X; =
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também nao existe. No entanto podemos trabalhar com diferenciais

df
= —dW. 13.1
df = AW, (13.1)
Usando para dW a equ.(9.36)
AW (t) = W(t + dt) — W (t) = Vdtw (13.2)
com (w?) = 1, temos
(dW?) = dt. (13.3)

Sabemos que W (t) é um processo Gaussiano e portanto caracterizado pela
media e a variancade W (t). Se pudermos provar, que a variancase anula®, a
equagao acima valerd com probabilidade 1 sem as medias (.). De fato temos

Var(dW?) = (dW*) — (dW?)2.
Para um processo Gaussiano vale (dW*) = 3(dWW?)2. Resulta portanto
Var(dW?) = 3dt* — dt* = 2dt?

e desprezando termos da ordem de dt? anulamos a varianca. Somos portanto
motivados a propor o lemma de Ito

(aw (t))* = dt. (13.4)

Esta é uma equacao central do calculo de Ito, mas naotem nada de intu-
itivo! E obvio que nao pode valer assim "no seco”, pois o quadrado de uma
variavel aleatoria continua sendo aleatoria. Na verdade ele vale somente
dentro de integrais, ou seja ele é violada somente num conjunto de medida
nula. Note que as trajetorias de Wiener possuem uma enorme rigidez, pois

39Um processo com variancanula ainda assim é aleatorio. Pois considere o processo
aleatorio X (z) com x real e 0 < z < 6 , definido por

B 1, sex=11,2,3,4,5,0]
X(x)_{ 1,2,3,4,5,6

com z distribuido uniformemente. Ou seja, nao é impossivel escolher um numero inteiro.
Mas probabilidade de escolher um numero inteiro é nula conforme a equ.(9.30). Entaoa
probabilidade de escolher um nio-inteiro é 1. Logo (X) = 0 = (X?) e a variangade X
é nula. A igualdade X = 0 é violada apenas num conjunto de medida nula.
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todas tem que satisfazer o lemma de Ito com probabilidade 1. Para uma
verificacao numerica veja o Apendice F.

Portanto ao calcular df e colecionar corretamente todas as potencias de
dt até primeira ordem, sera preciso manter dWW até segunda ordem, abando-
nando termos superiores como dW?3, dWdt etc. Resulta

) = fOV)AW + 5 (V) ()2
e com o lemma temos
df (W) = f/(W)dW + % £ (W)dt. (13.5)

Generalizando um pouco temos:

Se X (t) for um processo estocastico satisfazendo
dXt = /Ltdt + Utth (136)

e se f(x) for duas vezes continuamente diferenciavel, entao o pro-
cesso estacastico Y; = f(X;) obdece

1 N
dY; = f'(X,)dX; + 3 (X)) d*X,

1
= f(Xy) (pudt + o, dWy) + 502 (X)) dWE,

onde d? indica, que temos que omitir termos ~ dt?>. Resulta
portanto

dY, = <Utf,<Xt)>th + <Mtf/(Xt) + %Ugf”(Xt)>dt (13.7)

ou seja: expandimos df = f(z + dx) — f(x) em serie de Taylor
até segunda ordem e omitimos termos maiores que dt.

Vejamos duas aplicagoes :

1. Suponha que X obdegaa equ.(13.6). Usando a equ.(13.7) com f(x) =
e, resulta para Y; = X

1
dY, = Yt<ath +(u+ 502)dt>. (13.8)

Se i = —0?/2, entaoY; é a martingale de Wald da equ.(12.15), pois
naotem o termo de arrasto:

o2
Yy = Yoo T, dY; = oYidW.
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. Para dois processos satisfazendo
dX; = pxdt + oxdW,;
dY; = pydt + oydW,
e usando
d(zy) = (x + dz)(y + dy) — 2y = xdy + ydx + dxdy (13.9)
obtemos, desprezando termos ~ dtdWj, (dt)?, a identidade

E imediato generalizar estes resultados para n-processos Wiener. Suponha
que X; possa ser expresso em termos de n processos de Wiener W} in-
dependentes:

dX; = pdt + Y o dW} (13.11)
=1

Temos a seguinte propriedade
AW} dW] = §;dt (13.12)
Verifiquemo-la para dois processos W7 e Ws. Primeiro note, que
(dW1dWs) = (dW7)(dW3) = 0.
Quanto a varianca temos
Var (dWdWs) = {(dW1dW5)?) — ((dW1dW3))?

= ((dW1)*){(dW2)?) — 0 = dt*

2

Podemos esquecer o termo ~ (dt)*, resultando

VCLT(dWldWQ) =0.

Ja que dW1dW5y é um processo Gaussiano com media e varianca nula,
segue-se temos
dWldWQ = <dW1dW2> - O

com probabilidade um, demostrando a identidade.
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O processo Y; = f(X;) com X; obdecendo a equ.(13.11) satisfaz por-
tanto

n

av, = (ouf (X)) awi + (nr'(X0) + Z o2f"(X))dt. (13.13)

=1

Para dois processos satisfazendo

dX, = pdt + Y o;dW}

i=1

dY, = vdt+ Y p;dW} (13.14)
j=1
temos
d(XtY;) = XydY; + Yid Xy + 7 - pdt (13.15)

- = n
com o -p =" 0ip;

Exercicio 13.1 Serie de Taylor

Para calcular df usamos a serie de Taylor ate segunda ordem. E um polinomio
de segundo grau em torno do ponto zy com as mesmas derivadas que a
funcao original.

!/ 1 "

f(@) = f(wo) + (x = o) [ (o) + 5(x = w0)* [ (o) + O —w0)*)  (13.16)
Para © — xy = dx resulta
df = F(wo + 02) — f(wo) = 02 f' (o) + %5952 (o). (13.17)
Para uma funcaode n variaveis a expansao seria
- 1 . 2
df = 07 - f (7o) + 5(55- 8f(:fo)> (13.18)

com Ty = [x1, To, .7, € (Of;)F = 0% f JOxk.

Destrinche a notacao acima e verifique, que as derivadas correspondem.
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13.1 Integral de Ito

Neste captitulo generalizamos a integral de Riemann para variaveis esto-
. . t .

casticas®’. Para calcular a integral [, F(t)dW procederiamos usualmente

escrevendo

t t
[ Fwaw = [ Fo
to to dt

Mas como a derivada de W () nao existe, precisamos uma formulacao, que
emprega dWW diretamente. Para definir a integral ftz F(t)dW de uma funcao F'(t)
que pode ser estocastica, vamos dividir o intervalo [ty, ] em subintervalos

o<t <..t,1<t (13.19)
e com pontos intermediarios em

Como na integral de Riemann tomaremos o limite das somas parciais
Su =Y _ F(m)[W(t:) = W(ti_i]. (13.21)
i=1

Na integral de Riemann a func¢ao a ser integrada deve ser de variagao limitada
e a escolha de 7; é irrelevante no limite. No entanto uma funcao estocastica
pode em principio assumir qualquer valor e a integral depende de escolha.

De fato para exemplificar vamos calcular a esperanca da discretizacao desta
soma com F'(t) = W (t): Parametrizando as posigoes intermediarias
como

i=0—-a)ti1+at;, 0<a<1 (13.22)

temos:

(Sn) = <Z W () [W (t;) = W (ti-a])

n

= Z(W((l — Oz)ti_l + ati)[W(ti) - W(ti—1]>

=1

400 leitor pode saltar esta secio numa primeira leitura sem muitos prejuizos. Recomen-
damos no entanto lé-la pelo menos em ”diagonal”.
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=>7" 1 [(1—a) min(t;—1,t;)—(1—a) min(t;—1,t;—1)+omin(t;,t;) —a min(ts,t;—1)]

= alti—ti1) = alt —t), (13.23)
i=1
que explicita a dependencia em c.

Na integral de Ito escolhemos o ponto 7; = 1;_1, i.e. &« = 0, o que resulta
em

/t F)aw () = lim { 3 )W) - W)} (1329
TemOS OS ComentériOS:

1. O limite aqui é entendido como limite de minimos quadrados(lmq). A
sequencia X, converge para X se

lim ((X,, — X)?) = 0. (13.25)

n—o0

2. Notemos que a funcdo F'(t) toma valores no passado dos incrementos.
Isto é essencial para usar a propriedade de incrementos independentes
do processo de Wiener.

3. Integragao por partes
Para obter esta rela¢ao vamos reescrever o somando A,, = F'(t;_1)[W (t;)—
W (t;—1)] da equ.(13.24) da seguinte maneira como

Ay = [Ft)W(t;) = F (i)W (ti-1)]
W) (F(t) — Fti)))- (13.26)
No limite esta identidade se torna uma formula de integracao por partes
[FdW ]y = d(FW) — [WdF), (13.27)

O indice se refere ao valor de «, com o = 0 para a integral de Ito e
a = 1 para a integral em que o integrando é inserido no ponto final do
intervalo At. Portanto a integracao por partes relaciona duas integrais
diferentes!
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4. A integral de Stratonovich ¢ definida com a = 1/2. E uma escolha
mais simetrica, mas é mais dificil fazer calculos.

Todos os processos tratados a seguir serao adaptados.

Um processo G é adaptado em rela¢ao ao processo X (t), se para
todo ¢t > 0 a variavel aleatéria G(t) depende de X (s) somente
para s < t, mas naode t. Ou seja G(t) depende somente do
passado de X(t).

Exemplos sao :

. f; AW (t), jjo dt'G[W (], fjo AW (t)G[W (¢)].
. ftf) dtG(t), ftg AW (t)G(t').

e Suponha que queremos modelar o precode um ativo por um processo
estocdstico e estamos tentando encontrar a estratégia apropriada. Por
exemplo uma estratégia em que a cada instante t compramos ou vende-
mos uma unidade do ativo como na equ.(8.24). Esta estratégia s6 sera
possivel no continuo, se a integral for de Ito e se G(t) = v, for um pro-
cesso adaptado, pois temos nos basear nos valores do ativo no passado
e naonum futuro inacessivel.

Seguem-se algumas propriedades centrais do integral de Ito[1%8]. Para mais
detalhes veja [15], segao 4.
1.
t n
| aw @) =t { S0V (e) - Wt} = W) - W (ko).
to n—o00 —
(13.28)
2.
Lemma de Ito:  dW (t)? = dt. (13.29)

Na verdade isto quer dizer que podemos usar a identidade equ.(Ito2)
somente dentro de uma integral®!

/t "G [aw ()] = /t "Gthat. (13.30)

41Se a funcio G(t) for estocastica, entdo G(t) deve ser independente dos incrementos
W(s) — W(t) para s > t, ou seja um futuro aleatério néo pode afetar o passado.
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Segundo a equ.(13.25), para provar esta identidade temos que verificar,
que o seguinte limite de minimos quadrados se anula*?

I = lim <[i Gi 1 (AW?2 — At))) =0 (13.31)

n—oo

De fato temos

n

I = lim {< Z (Gio1)* (AW? — At;)?

n—00 -
=1

1237 GGy (AW? — Aty (AW? — At) >}

-~

i<j
Os termos marcados com _ . saoindependentes e podemos fatorar as

medias. Usando
(AW?) = At;

vemos que os termos mistos se anulam. Para calcular o primeiro termo,
note que para um processo Gaussiano vale?

(X1 = 3(X?)? = (AWy)") = 3(AW7)*.
Obtemos
(AW? — At;)?) = 2At7,

Resulta entao

I =2 lim [Zn: A {(Gi1)%)] < 2At/G(t)2dt

n—00 4

com At = max(At;). Se [ G(t)*dt for finito, I se anula linearmente com
At. Significa o limite de minimos quadrados, definido pela lim;"%  da
equ.(13.25), obdece

Tim (i Goaaw? =3 Gi1A;) = 0.

i=1
Isto implica que

/t Gt [dW (t))? = /t G(t)dt'.

to to

42A soma Y., AW? chama-se varia¢do quadratica.
43Expanda equ.(10.6) com (X) = 0 ate ordem de X*.
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dW ()" = 0,n > 2. (13.32)

/t W (s)dW (s) = % W () = W(to)” — (t — to)],  (13.3)

onde aparece um termo adicional, que naoestda presente na integral
de Riemann. Tomando esperancascom (W (t)?) = t vemos, que isto
recupera a equ.(13.23) com « = 0.

Para calcular a integral acima, vamos usar o lemma de Ito para a
funcao f(z) = 22, Resulta df = d(z?) = 2zdx + dz*. Ou seja, a regra
da cadeia usual nao vale para W (t)! Logo temos

d(W?2(t)) = 2W (t)dW () + dt,

cuja integral é

W2(t) — W2(ty) = 2 /t W(s)dW (s) + (t — to). (13.34)

< / AW ()G (1) / AW (s')F(s)) = / dt' (G(t')F(t'))

to
(13.35)
De fato temos

O G AW, Y iAW) = G Fry (AW;)?)

+ Z Gi1Fj <AWiAWj> = Z Giflﬂfl<<AM/i)2>a
i>j i

j& que nos termos mistos com ¢ > j podemos fatorar as esperangas como
(AW, AW;) = (AW;)(AW;) e estas se anulam. Com ((AW;)?) = At;
o resultado segue.
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6. Lemma de Ito para dois processos de Wiener correlacionados.
Dois processo de Wiener dW;,1 = 1, 2 sao correlacionados, se

(AW aw Py = pdt (13.36)

e vamos exigir que a funcaode correlacao p satisfaca—1 < p < +1.
Verifiquemos que esta relagao vale sem (.):

AWM aw? = pdt. (13.37)

Como Wt(z) sao processos Gaussianos, basta calcular a esperancae a
varianca . Quanto a varianca temos

VCLT(dWldWQ) = <(dW1dW2)2> — (<dW1dW2>)2

Usando ((dW1dWs,)?) = (dWEdW3) = (dt?) = (dt)* e a equ.(13.36)
resulta

Var(dW,dWs) = (dt)* — (pdt)* = (1 — p?)(dt)*. (13.38)

Em integrais mantemos somente termos até da ordem dt, de modo que
podemos esquecer o termo ~ (dt)? obtendo

Var(dWldWQ) = 0.

Ou seja, o produto dWdW, é deterministico e podemos eliminar as (.)
da equ.(13.36), corroborando a equ.(13.37).

Exercicio 13.1
Mostre que a integral de Ito [, = fot g(u)dW, é uma martingale:

<It|Fs> = ]5, S S t

pal"a g(u) adaptadO Dica: Quebre a integral em duas partes: © < s e u > s.

13.2 Equacoes diferenciais estocasticas

Para modelar a aleatoriedade de ativos financeiros, iremos postular que eles
evoluem por equagoes diferenciais estocasticas. A seguir apresentamos alguns
exemplos importantes de equacgoes construidas a partir do processo de Wiener
W (t). Note que usaremos o lemma de Ito nos calculos de diferencias, mas
serd temporariamente: no final das contas sera abrigado dentro de integrais.
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13.2.1 dX = a(t)dt + b(t)dW(t)

Este ¢ um processo de Wiener com arrasto a(t) adicionado™. A integral é

X(t) = Xo + / ta(t’)dt’+ / t b(t') AW (). (13.39)

to to

A esperancaé t
(X(1)) = (Xo) + / a(t')dt. (13.40)

A funcao de correlagao é

S

t

(X0 = LX) - CXall) = ([ b)) [ b(s)aw(s). (13.4)
to to

Supondo t > s extenda a integral ftz ate t, impondo b(s’) = 0 para s’ > s

nesta integral. Podemos agora usar a isometria de Ito equ.(13.35) para obter

min(t,s)
(X(8) — (Xo) [X(s) — (Xo)]) = / arb(t?, (13.42)

que vale para qualquer ¢, s > .
Para a(t), b(t) constantes a equagao é

dX = adt + bdW (t). (13.43)

Para Xy = 0 temos (X) = at e variancaVar = b*. A densidade de proba-

bilidade é portanto

1 _ (z—at)?
X0 = o ™ (13.44)

analogo a equ.(9.25).

13.2.2 dX = a(t)Xdt + b(t)XdW(t)

Este processo ¢ do tipo de Wiener geometrico ou seja X segue um processo
log-normal. E muito usado para modelar o comportamento de ativos finan-
ceiros. Usando a variavel

Y =log X (13.45)

44 Suporemos que as funcoes a(t), b(t) sejam continuas.
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e o lemma de Ito temos

qy — %dX - %(d}()? ~ la(t) - %bQ(t)]dt AV (E).  (13.46)

Integrando obtemos Y (t) — Y (t9) = log(X(¢)/X (t9)) ou seja
X () = X (t)elio @117 WOl MW ) (13.47)
A esperancade X" é

(X") = X (to)" & Fo 1ot 3 0k en f 02w )

= X (t) et @)= 35 ()] <€n L b(t')dvv(t'>> (13.48)
Para um processo Gaussiano Y vale a equ.(10.6)
<6y> _ e(Y)—l—%Var(Y)‘ (13.49)
Usando a equ.(13.35) obtemos, ja que (W (t)) =0 e (dW (¢)?) = dt,

/ 4 / n? ’ /
(X™) = X (tg) el @A) =3 ] 5 iy dv(E)

= X(to)"e [n ftto dt’[a(t')+3 (n(n—1)b (t/)}] _ (13.50)

Para fungoes constantes com a(t) = p, b(t) = 0 e X = S resulta a equagao
dS = uSdt + oSAW. (13.51)

Sua solucao é
S(t) = S(to)e(uf%)(tfto)ww((t)fw(to))' (13.52)

A média e varianga sao com ty = 0
(S(t)) = S(0)er, Var[S(t)] = S(0)2e2(e”t —1). (13.53)
A densidade de distribuicao correspondente é a log-normal. De fato fazendo
a substituiciom — (u — 1/20%)t na equ.(10.2) resulta

L]s] = L eumdonipzt o5 (13.54)
osv 2wt
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com s = S/5(0). Isto reproduz corretamente as esperangas:
(S(8) = S(0) / sC[s)ds = S(0)eH,
0

(S(t)?) = 5(0)? /0 h $2L[s]ds = S(0)2e2e. (13.55)

Note que tanto p como o2 tem dimensao [t~!]. Note ainda que o valor mais
provéavel de S(t) dado por Spet*=7"/2) é menor que o valor medio e,

Para que a evolugaode S(t) seja uma martingale é necessario que pu = 0,
pois ai temos

(5()) = 5(0)  (u=0). (13.56)

Este resultado estd de acordo com a equ.(12.6) e o processo S(t) com p =0
¢ a martingale de Wald equ.(12.15). Idem o processo X () ¢ uma martingale
se a(t) = 0. Uma caracteriza¢gdo muito util de uma martingale é : estes
processos construidos a partir de um processo de Wiener sao martingales, se
o arrasto se anular.

13.2.3 Equacgaode Ornstein-Uhlenbeck
dX = —kXdt + VDdW (t) (13.57)

A solugao desta equacgao é
t
Xt =[X(0)+ VD / e aw (1] e,
0

o que verificamos facilmente derivando a solucao. A média e a varianga sao :

(X(t)) = X(0)e™™ (13.58)

Var{X(t)} = <[X(t) — (X(t)>]2> _ <[\/ﬁe*kt /Ot ekt/dW(t’)r>

t t t
— D€—2kt/ ekt/dw<t/)/ eks/dw<8/) — De—th/ €2kt'dt/
0 0 0
D

- ﬂ(l — efzkt). (13.59)

121



Usando o truque da equ.(13.42), obtemos para fungao de correlagao

(X(8), X (s)) = X (0)2 ) ¢ Dy /0 ek g (1) /0 e Mg ()

min(t,s)
_ X(())Ze—k(t-i-s) —|—D/ e_k(t+s_2tl)dt/
0

D D
- {X(0)2 - %}e_k(t“) + sz, (13.60)

No limite £, s — oo para k > 0, obtemos

D —k|t—s
ﬁe [t
que ¢é invariante por translagaotemporal, pois depende somente da diferen-
cat — s.

Para modelar a evolu¢dode uma taxa de juros r(t) aleatoria podemos
usar a seguinte equacao tipo Ornstein-Uhlenbeck

(X(1), X(s)) =

dr = (6 — ar)dt + cdW(t), (13.61)

que rege o modelo de Vasicek/Hull-White. O termo adicional ~ 6 forgao
"retorno a media”, que reflete esta tendencia da taxa de juros. Poi se r; for
abaixo de 6/« o arrasto puxa r; para cima e se r; for acima de 6/« o arrasto
puxa r; para baixo.

A solucao é

t
re=0/a+ (ro—0/a)e” ™ + ae_o‘t/ e dWs. (13.62)

0

Fazendo a integral obtemos
_ 62at -1
re=0/a+ (ro—0/a)e™ + ge " W( 5 ), (13.63)
a

de modo que 7, é normalmente distribuido com media 6/« + (rg — 0/a)e™

. _ ,—2at
e varianga o2 1=—
(0%

Exercicio 13.1
Mostre que a solucao da equacgao

dX (t) = (AX(t) + a(t))dt + o (t)dW (¢) (13.64)
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X(t) = eMXy + /t eA=9q(s)ds + /t o(s)dW (t). (13.65)

Aqui X; é um vetor 1xn. A é uma matriz nxn, a é 1xn, os dois determinis-
ticos, e W(t) é um processo de Wiener n-dimensional. Exercicio 13.2
Considere o processo X; satisfazendo a equacao

dX, = 3(t) - AW, + pdt, (13.66)

onde & = [01, 09, ..0,] € p; sdo processos aleatorios adaptados e W; é um vetor
de n processos de Wiener independentes. Verifique a solucao

¢ ¢
X, =Xo+ / F(s) - AW, + / 1sds (13.67)
0 0

e que a volatilidade total de X; é \/o1(t)2 + .. + 0,(t)?, calculando a var-
iancade Xj.
Exercicio 13.3 Demostre a equ.(13.63).

1. Para aquecer mostre que uma combinagao linear com um numero finito
de termos de distribuigdes Gaussianas tambem ¢é uma Gaussiana. Veja
e.g. exercicio 9.1.

2. Calcule a media e a variancade r; da equ.(13.62)

3. Conclua pela veracidade da equ.(13.63).

14 A formula de Feynman-Kac e a equacao de
Fokker-Planck

Vamos expor uma conexao entre processos estocasticos X e uma equacao dife-
rencial parabolica®, da qual a equacao de difusao e a equacao de Black-Scholes
sao exemplos. Obteremos uma solugao da equacao diferencial em termos de
uma esperanga do processo aleatorio X . Isto fornecera o prego de opgoes vanilla
- a ser usada na secgao 16.

45 A equachio atlyy + 20U + cuy + dug + eur + fu =0, com uy = g—g etc, é parabolica,
se b?2 — 4ac = 0. Consideraremos o caso: b = ¢ = 0.
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Para isto consideremos o processo X; = X(s) com s no intervalo s € [t,T]]
satisfazendo a equacao

dXs = a(Xs, s)ds + b( X, s)dWs. (14.1)

Imporemos a condicaoinicial X; = x, onde x e t sao dados e fixos*®.

14.1 A formula de Feynman-Kac

Para obter a equacao diferencial associada considere uma funcao diferenciavel
f(z,t). A diferencial do processo f(Xs,s) é

A (X0 ) = (X 5)ds + 1. 9o,
9 o 1 o
_ a_£<XS, s+ {(ale, )= + 5b(e, 025 5) (@) oo, ds
+b( X, s)%(XS, s)dWs. (14.2)

Introduzindo o gerador infinitesimal A:

0o 1 0?

a equacao para df fica assim

of
0s

(Xs,8) + Af(Xs, 8)]ds + b(X,, s)g(XS, s)dWs.  (14.4)

df(XS7S) = [ o

Integrando entre de t a T" resulta

f(XTaT):f(Xtyt)vL/t [W—FAJC(XS,S)}CZS

46Para que a solugao da equ.(14.1) seja unica, é suficiente que as funcoes a(z,t) e b(x,t)
tenham derivadas continuas e sejam limitadas e.g. |a(z,t)| < Alz|, A > 0 V¢. Suporemos
isto daqui em diante. Um contra-exemplo é a equagao

dX, = 3X,3dt + 3X2/3aw,

com a condigaoinicial Xy = 0. Temos duas solugoes X; = 0 e X; = W2, porque as
fungoes a(z,t) e b(x,t) ndosio continuas em z = 0.
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T
+ /t b(X., s)wdm. (14.5)

Suponha agora que queiramos resolver a seguinte equagao diferencial par-
cial

U@ | Af(a,t) =0, (14.6)
ot
Impondo esta condi¢do, o termo entre [..] na equ.(14.5) se anula e ela se
reduz a .
X
f(Xp, T) = f(Xy, 1) —|—/ b(XS,S)WdVVS (14.7)
t
e a equ.(14.4) se torna
of
df(X57S) = b(X57S)a_(XSaS)dWs- (148>
x

Tomando a esperanca (..|F;) da equ.(14.5) e notando? que (dW,|F;) = 0,
resulta (f (X7, T)|F) = (f(Xe, t)|Fe).

A unicidade da solucaoda equ.(14.6) exige uma condigao: fixar f(z,1)
para algum instante. Vamos escolher a condicao final, que é a relevante para

precificar opcoes,
f(a,T) = o(x) (14.9)

com a funcao ®(r) dada®®. Para o processo X; ja escolhemos a condicio
inicial X; = x e obtendo assim f(X;,t) = f(z,t). Com isto a solucaoda
equacao diferencial (14.6) fica

F(.) = (2(X0) | Fi) xyma (14.11)

com o processo X, satisfazendo a a equ.(14.1)

dXs = a(Xs, s)ds + b(Xs, s)dWy

4TRepare, que dWy = W5 — Ws, portanto é independente de b(Xs,s)iaf(gi“s) e a

esperanca fatora:(b(Xs,S)deév):(b(Xs,s)WXdWs). Lembre, que |F; indica,
que o processo é conhecido até o instante t.
“8Imporemos, que ®(x) seja integravel e satisfaca [19)]

|P(x)] < Mea‘xlz) para x — oo (M,a > 0) (14.10)

com 0 < ¢t < 1/4a. Com isto garantimos a existencia de integrais do tipo equ.(10.15) de
®(x) com uma gaussiana.
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e condicaoinicial X; = x.

Sob as condigbes enunciadas acima para a(x, t), b(z, t) - fungoes limitadas com
derivadas continuas - a solucao ¢ unica.

A equagdo acima é a famosa formula de Feynman-Kac|[24] e representa
a solucao da equacao diferencial
o2
g{(az t) + a(z, t)gf(a: )+ b( t)? e J;(:c t)=0 (14.12)

em termos da esperancade um processo estocastico associado. Ela tambem
é chamada de Kolmogorov regressiva devido a condigao final (14.9) T' > t.

A equacao de Black-Scholes a ser tratada na se¢ao 16.2 possui um termo
adicional rf(z,t). Vamos generalizar um pouco e adicionar um termo tipo
”potencial”®® V(z,t) f(z,t) considerando a equacao

of of 1 LPf
E(Lt) + a(a:,t)%(m,t) + Eb(:v,t) a—xz(m, t)
—V(x,t) f(x,t) + g(z,t) = 0 (14.13)

com V(xz,t) > 0, g(z,t) funcoes dadas e a condigao final equ.(14.9).
Para incorporar estes termos considere o processo

Y(S)ZeftsV(X”)de(Xs,s)Jr/ e VT (X w)du,  (14.14)
t

Usando a equ.(13.9) para diferenciar Y'(s) obtemos

AY (5) = dy (e VORTIT) £(X, ) + e IVORTITG £(X )

—l—{ds (e_ I V(XT’T)dT)df(XS, s)} +ds ( /S e~ I VIXendr g x u)du)
t

O termo entre {-} ¢ da ordem de dsdf e podemos despreza-10°’. Usando a
equ.(14.2) para df resulta

1Y (s) = i v(xf,r)d7<[ — V(X,,8)f(Xs,8) + g(X,, s)

4Tmpomos V (z,t) positivo e limitado. Com isto a solugdo é a unica com crescimento no
maximo polinomial. Na verdade existe no maximo uma unica solucao nao-negativa para
t > 0,Vz[19].

Note que d(e &V XDy — V(X s)e [TV Xrmdrgs o ds.
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L (X, 9)]ds + AF(Xo, 1) + (X0 )2 (X, s)dWS), (14.15)

8 Ox

onde obtivemos os temos adicionais ~ V' (z,t), ~ g(z,t). Supondo que f(x,t)
satisfaga a equ.(14.13) resulta

dY (s) = e~ JW VEDdry( x of

S,S)%(Xs,s)dWS. (14.16)

Tomando esperangas resulta (dY (s)|F:) = 0 e obtemos

Y (D) F)xi=e = V()| Ft) xp=a-

Da equ.(14.14) vemos, que o lado direito é igual a f(z,t) e inserindo a
definicaode Y (T) no lado esquerdo resulta finalmente

fla,t) = (eI VI (Xy)

T
+ / dse™ 0 VXrmdr g x s)|]-"t> (14.17)
t

Xt:?E

Esta representagao é indentica ao integral de trajetoria de Feynman, veja e.g.

[ ]51'

Para g(z,t) = 0 e V(x,t) = r = constante a equagcao diferencial é

of of 0*f

1
E(w,t) + a(x,t)%(x,t) + §b(x, t)? e 5@, t) —rf(v,t) =0,  (14.18)

cuja solucao tem a seguinte representacao

fx,t) = e " T=ND(X1) | Fi) xy—a- (14.19)

Note que f(z,t), por ser uma esperanga, é uma martingale analogamente
ao caso discreto da equ.(12.11). Pois vejamos.

5INa integral de Feynman as esperancassao tomadas com um peso ~ €*5¢, onde S, é a

agao classica do sistema S, ~ [(T'—V) e a equagdo diferencial é a equagdo de Schrodinger.
Podemos passar desta equacao para equacaode difusao fazendo a substituicao z% — %.
Isto implica (I' = V) — —(T'+ V). O termo ~ T néo aparece em nossa formula, porque as
trajetorias de Wiener j4 incorporam o termo gaussiano ~ e~7: é o chamado ”caso livre”

em teoria de campos. Para detalhes veja [32]

127



Da defingao de martingales no continuo temos
((XIF)plF) = (XIF)p, W<

Inserindo X = B;'Z = fT, s =1T,P = Q nesta equacao, resulta
((Br'2|Fr)ol i) = (B;'Z1F)e

ou seja 3 .
(fr|Fi)q = [, (14.20)
quer dizer, que ft é uma Q-martingale.

Note ainda que a esperancaé (..|F;), de modo que f(z,t) independe de
X5, 8 < t. Com isto f(x,t) depende somente de x e ¢t e naodo caminho
para la chegar.

Temos pois o seguinte resultado:

O processo (X, t) é uma martingale condicionada a filtracao 7,
se e somente se f(x,t) satisfizer a equagao diferencial

of (x,1)

o TAf(@t)=0. (14.21)

O enunciado "se e somente se” requer que mostremos que f(x,t) satisfaz a
equagao diferencial, se for uma martingale. Isto é imediato, pois a condi¢ao de
martingal impoe que df ~ dW. Anulando os termos que naosejam ~ dW
na equ.(14.15) resulta na equagao diferencial acima.

Para a(z,t) = rz,b(x,t) = ox obtemos a famosa equacaode Black-
Scholes-Merton(BSM)

af af 1 ,  o0°f
I~ BT 7~ St A S Y 14.22
ot T ™55 7275 952 — 7 (14.22)

Pondo ¢(Xr) = Z com Z o retorno de opgoes call e put, sua solugao (14.19)
¢ a versao continua da equ.(8.18). Na sec¢ao 16.1 calcularemos explicitamente
a esperanca (.| F;).

Exercicio 14.1
Obtenha a solucao da equacao
g 1,02
(5 + 37 92/ (1)

128



com o = constante e f(x,T) = z*. Para isto considere o processo
dX, =0ds + cdWg, com X; = x.

Integre a equagao acima obtendo X = x + o(W, — W;). Mostre que
flo.t) = (X7) = 0*(T —t) +2°

Use (X?) = (X)? + Var[X].
Generalizando um pouco, se f(z,T) = fo(x), entaoa solugao é

Fla,t) = (fo(X7)) = (folz + o (Wr — W) = (fo(z + oV/T — tw)).

A esperancaé

flz,t) = \/%/ dwe™"" " fo(z + oV/T — tw)
= /OO Gz — w,t) fo(w)dw

Obtenha a fungao G(z,t) e compare com a fung¢do de Green do apendice C.

14.2 A equacoes de Fokker-Planck

A equacaode Fokker-Planck rege a dinamica da probabilidade do processo
estocastico X da equ.(14.1):

dX = a(X,t)dt + b(X,t)dW (). (14.23)

Para obter a equacaode Fokker-Planck consideremos uma funcao auxiliar
arbitraria f(x), mas diferenciavel. Para poder integrar por partes e es-
quecer os termos de fronteira®® suporemos, que f(z) se anula fora de uma
regiao compacta. A diferencial de f[X (t)] é pela equ.(14.2)

GFIXO] = FIXWIAX () + 3 IX X (1) +
= A fIX ()] + 0(X, 1) f[X(8)]dW (1) (14.24)
52Para uma discussao deste ponto veja [15], secao 3.4.1.
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com A,,; dado pela equ.(14.3: A,; = a(z,t)2 + %b(x,t)2aa—;2). Tomando
esperangas obtemos com (dW (t)) =0

d d 1 292
(G /IX@]) = X @) = (X, )0 f + 56X, %00 ). (14.25)

Seja p(X, t|zo,ty) a probabilidade de observar o valor X no instante t,

dado que o processo assumiu o valor X (tg) = zo no instante {, < t. A
esperanga da fungao f[X (¢)] é entao

LX) Py o = / dap(z, t)o, o) f 2], (14.26)

No lado direito acima X virou uma variavel de integracaoe somamos sobre
todos os valores finais possiveis. Note que [ dxp(z,t|zo,to) = 1 ou mais geral

Prob.(X; € A|X(to) = 9) = / dxp(z, t|zo, to).
A
A propria definicao da probabilidade condicionada reza

/dx(]p(xv t‘l’o, to)p(flfo, tO) = p('ra t)7

da qual segue que lim;_,;, p(x,t|zo, o) = 0(x — x0).
Derivando a equ.(14.26) e usando a equ.(14.25), obtemos

d

E(f[X(t)]} = /dxf(x)ﬁtp(%ﬂxoa%)

= /dx [a(z, )0, f + %b(x,t)Qaif] p(z, tlxo, to). (14.27)
Integrando por partes para isolar f(x) resulta
[ des@ate.teoto) = [ dof@)(-0,(ate.0p) + 502 (bla 1))
(14.28)

Ja que f(zx) é arbitraria, obtemos a equagao de Fokker-Planck para a proba-
bilidade condicionada

Ap(x, t|xo, to) + Oz [a(x, t)p(x, t|xo, to)]
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1
—Eaj [b(x, t)*p(x, t|xo, to)] = 0. (14.29)

Esta equacao é tambem chamado equacao de Kolmogorov progressiva, porque

utilizamos uma condigaoinicial em [z, ?y] e ndofinal como na equ.(14.12).

Utilizaremos esta equacao na dedugao da equacao de Dupire na segao 21.
Podemos escrever a equ.(14.29) como

Op(z, tlxg, to) — A*p(x, t|zo, to) = 0. (14.30)

O operador
A*h(z,t) = =0, [a(z, t)h(z,t)] + %aﬁ [b(z,t)*h(z,1t)] (14.31)

¢ chamado operador infinitesimal adjunto®.
Para o caso particular a(z,t) = 0,b(x,t) = ¢ com o = constante temos

dX = odW,
Op(x, t|xo, to) = 5002p(x, t|xo, to), (14.32)

cuja solucao com a condicao inicial

p(z, tlxg, to) = 0(x — xo) para t — tg

1 (z—2g)?
1 -1 0

x,tlxg, tg) = ———€ 2%t 14.33
o (14.33)

Ela aparecerd de novo sob o nome de func¢do de Green no apendice C.

14.3 Formula de Feynman-Kac multidimensional

Opgoese outros derivativos dependem em geral de mais de uma variavel
aleatoria. Por exemplo de varios ativos aleatorios X;(t),7 = 1,2, ..n. Reunimo-
os sob o vetor coluna

X, = [Xi(t), Xa(t), ..., X ()]

537 adjunto” aparece, porque fizemos uma integraciopor partes. Lembre a de-

mostracaoem Mecanica Quantica, que o operador momento angular L = —18%5
é autoadjunto para adequadas condi¢oes de contorno.
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A seguir vamos obter correspondente formula de Feynman-Kac. Como os
passos sao analogos a secao 14.1, seremos bastante concisos.
Suponhamos, que os X; satisfacam

dX = a(XP t)dt + b;( XD, )aw?, i=1,2.m, (14.34)
onde a,-(Xt(j), t)saoi = 1,2, ..n funcgoes das n variaveis Xt(j) e do tempo. Supn-
hamos ainda, que os processos de Wiener sejam correlacionados como

dx{VdxX? = pydt, p7 € [-1,1] (14.35)

Com a notagao vetorial X} — Xy, W} — Wy e a;( Xy, t) — a,b;(Xe, t) — b
temos

dX, = adt + bdW. (14.36)
Usando a equ.(13.18) a diferencial do processo f(X,,t) é
df = [g{ + Af]dt + +V f - bdW,
com
Z piibib;Os f + Za 0, f (14.37)

zyl

e 0if = g f(a', 1),

iy . Tomando esperancas e supondo, que f satisfaca

af o AS = (14.38)

e com (V f-bdW,|F;) =0 resulta
df =0 = f(X7,T) = f(X4,1)

com a condigaofinal f(Xr,T) = ®(X7). Seguindo os mesmos passos da
secao 14.1, obtemos para solucao da equagao

Gf +Af—rf=0 (14.39)
ot
a seguinte representacao
flx,t) = e "T"NO(X )| Fi) x = (14.40)
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15 A estrutura no continuo e o teorema de
Girsanov

Vamos transportar a estrutura de precificagao de opgoes da se¢ao 8 para con-
tinuo At — 0. Apesar do mercado na vida real operar necessariamente em in-
tervalos discretos, o limite do continuo permite a obtencao de equagoes diferen-
cias. Estas saomais trataveis do que equacoes de diferencas. Na arvore este
limite j& foi discutido na secao 11, onde supusemos que o ativo pode evoluir
para dois valores s, e s; dados pela equ.(11.1). Esta foi adaptada para con-
vergir neste limite para um processo de Wiener geometrico, que ja vimos no
capitulo 10.

Para iniciar vamos supor, que o ativo S; siga no mundo real um processo
de Wiener geométrico:

dSt = /,LStdt + O'Stth, (151)

onde W; é o processo de Wiener da equ.(9.29) com a distribuigao de proba-
bilidade/medida P:
1 2
Probp{W, € dw} = ——e~""/?duw. 15.2

1 é a arrasto e 0 > 0 é a volatilidade.

Para que o ativo descontado com taxa r seja uma martingale, devemos
encontrar uma medida que mude p — r. Adicionando e subtraindo o termo
rSidt na equagao acima temos

dS, = rSdt + ast(“ T+ th). (15.3)

g

Se encontrarmos uma medida Q sob a qual

W,=M+W, A=2"" 5>0 (15.4)

o

seja Wiener, entao S; obdecera
dS; = rSydt + 0.S,dW, (15.5)

e o ativo descontado S; = e~ "t S, nao terd arrasto. Serd portanto uma martin-
gale sob a medida Q e poderemos precificar opgoes usando esta medida. Ao
mudar de P para Q devemos impor que as duas medidas sejam equivalentes.
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Basicamente isto diz que toda historia possivel sob a medida
original P, também ¢é possivel sob a medida Q. Por simplici-
dade considere o caso de uma arvore. Seja p;; a probabilidade
de passar do no6 ¢ para o né j e g;; a correspondente na medida
Q. Entao|g;,1 — ¢;j] deve-se anular somente nos elos em que
[pij, 1 — pij| se anularem. Assim todo caminho possivel numa me-
dida tambem sera possivel na equivalente e mantemos o conjunto
de caminhos possiveis.

Explicitando:
e W, é um processo de Wiener sob a medida P dada pela equ.(15.2).

e Analogamente VNVt deve ser Wiener sob Q:
1

\ 27t

® dSt = ,UStdt + UStth = TStdt + UStth

Probo{W, € dw} = e~ 2t qp (15.6)

Temos que absorver o termo A = = na medida. E facil ver que as medidas
sao relacionadas pelo fator muhtphcatlvo

DQ oy p—r
D — — t/2 )\Wt — 1 X
t — DP € ; )\ o ) ( 5 7)

que é a martingale de Wald equ.(12.15), satisfazendo portanto - veja a equ(12.21)

th = ADtdWh Ds = <Dt‘Fs>,8 S t (158)
A relagaoentre a duas medidas é
DQ
Yo = / DQ= [ 22DP = (D)), (15.9)
analogo a mudancade variaveis para fungoesdq = dqdp. As duas medidas
sao equivalentes, pois D—g > (0 e as duas medidas se anulam nos mesmos
eventos.
A nova medida é corretamente normalizada
<1>Q =1,

54D é um caso particular da derivada Radon-Nicodym.
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pois

A2¢
1 D) dwe_?e_T_”\w
(o= (Prr == [

dwe=WTAD?/2t _

W;—m_ m/

Para que W, seja Wiener sob a medida Q, devemos mostrar que
W)o=0, (Who=t. (15.11)

Como D, envolve W, na exponencial, € mais conveniente calcular a esperanca de
et com  uma constante arbitraria. Lembrando que (W;)p =0e (W2)p =1t
e a equ.(10.6) para uma distibui¢ao Gaussiana

(9X) = I+ Var(X), (15.12)

calculamos
(eWVt)Q _ <€7)\2t/27)\Wt+9Wt>P _ <€7)\2t/27)\Wt+0Wt+9)\t>7)
e—)\2t/2+0)\t<€(9—)\)Wt>P _ e_)\2t/2+0)\t€%(9—)\)2t _ 6%9%‘ (15.13)
Resulta pois
5 1
(1) = 3%, (15.14)

Ja que 0 é arbitrario, a equ.(15.12) requer que
<Wt>Q =0, <Wt2>Q =1, (1515>

vindicando as equs.(15.11).
Resumindo temos

e Se W, é Wiener sob (.)p, entdao W, = W, + At é Wiener sob (.)g

e Q é a medida risco-neutra.

Note que a volatilidade ¢ permanece intocada ao passar de P para Q.
Mudéamos o arrasto de .S; por meio de uma mudancade medida. Na ver-
dade tudo que uma mudanga de medida pode fazer num processo de Wiener
é mudar o arrasto, sem afetar a volatilidade o. Isto é facil de verificar, pois
temos

(%)2 = (pdt + ath)2 = o?dt (15.16)
t

135



e esta relagao vale independente de tomarmos esperancas. A possibilidade
da esperanca poder mudar o arrasto é formalizado pelo teorema de Girsanov:
existe uma medida equivalente de probabilidade Q sob a qual W, é uma
martingale. Por outro lado podemos extrair o valor da volatilidade o de
qualquer trajetoria, pois todas daoo mesmo valor para o. Ja que o custo
de hedging é determinado por o e o é independente da trajetoria, podemos
utilizar o esquema BS para inferir a volatilidade a partir dos dados, que o
mercado fornece sobre o ativo S, - veja secao 21.

Generalizando um pouco podemos enunciar o Teorema de Girsanov
para processos i, r, A adaptados e dependentes do tempo

1 A = u(t), 7(t), Mt)

com 0 < fOT dsA%(s) < 00™. A equ.(15.7) é o caso particular, quando estas
funcgoes sao constantes.

Seja W (t),0 <t < T um processo de Wiener sob a medida P.
Adicionando um arrasto obtemos o processo

W) = W)+ /0 "A(s)ds. (15.17)
Por meio da derivada de Radon-Nikodym (RN)
Da(t) = e~ Jo MW ()= [ 2 (s)ds (15.18)
obtemos a nova medida de probabilidade Q
(-0 ={-Da), (15.19)

e o processo W (t) é uma martingale sob a medida Q nao possuindo
arrasto.

O converso deste teorema tambem vale: se W; é Wiener sob P e se
Q for uma medida equivalente, entao existe um processo adaptado
A(t) satisfazendo a equ.(15.17) .

55Ge esta condicdonao for satisfeita, o processo é chamado de martingale local.
56Para mais detalhes veja [15, 27].
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Este teorema sera usado nas se¢oes 29 e 31.

Exercicio 15.1

Suponha que ft seja uma martingale sob a medida (). Qual é a medida sob
a qual f, = e f, é uma martigale?

Exercicio 15.2

Mostre que a derivada de Radon-Nikodym da equ.(15.18) e uma martingale,
diferenciando Dy. Mostre que <15>\> p=

15.1 Girsanov para tempos discretos

Vamos explicitar o funcionamento de D numa arvore de dois passos. Usare-
mos a notacao ( fazendo ¢t = T' e omitindo o indice temporal ) na equ.(15.7)

DQ 2
D _ v _ - T/Q—/\WT 1 2
Da equ.(15.8) temos para tempos 0 <t < T
D
D, = <D—g|ft>, (15.21)

pois a derivada D é uma martingale.

Notemos, que no discreto temos probabilidades p;, ¢;, que codificam tanto
um valor - a probabilidade, como uma ”geometria” - de onde para onde cam-
inha o processo. Estas duas propriedades saoseparadas: (-)p, (-)o codificam
a medida/probabilidade e F; codifica a ”geometria”.

Exemplo 15.1

Suponha que langemos duas moedas com probabilidades P(u) = 1/3 e P(d) =
2/3 e probabilidades Q(u) = Q(d) = 1/2. Os possiveis valores sdao) =
{uu, ud, du, dd}. Entaoa derivada RN é Q(w)/P(w) com w €

D(uu) = (1/2)?/(1/3)* = 9/4, D(ud) = (1/2)*/(1/3%2/3) = 9/8,

D(du) =9/8, D(dd) = (1/2)?/(2/3)* = 9/16.

O processo RN é ilustrado na Fig.15.1 e podemos verificar a equ.(15.21)
nela, tomando as esperancas adequadas. Incluindo o indice em D; tomari-
amos a derivada ate o instante ¢ < T. Por exemplo para t = 1 temos
duas trajetorias e as possiveis derivadas seriam 2—1, 1%’ se os caminhos fossem
Xo — X1, Xy — X respectivamente.
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Na filtracao F; resulta a igualdade de D%Oi) = Z—i, pois

0i G192 . G142 Q192 Q1G> g2 + G2 1
Dg )_pQ +Ppo— = + :Ch( ):_
pP1ip2 DP1p2 D1 D1 P1 1

Na filtracao Fp; temos analogamente

DOV _ q1Q2 + s 621(%2 _ 61~QQ N Q2 _ @1((12 :i‘ 52) _ @
P1P2 P1p2 y4! 4! h h

Podemos dividir por ¢; sem medo, porque se algum ¢; se anular, o correspon-
dente p; tambem anular-se-a, pois as as medidas P e Q saoequivalentes.

< . % X13

Figure 15.1: O processo Dy (pi=1—pi, ¢ =1—¢)

Numa notacao adaptado ao continuo, podemos escrever para um processo
especificado em t =T

(Xi|Fo)g = (Xi|DXr|Fo)p

Para tempos t < T a derivada D, deve substituir corretamente os p’s por ¢’s.
Deve portanto valer a seguinte equacgao

(Xi|Fo)g = Dy DX Fo)p, s <t (15.22)
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Para saber quanto vale (X;)g calculamos (D;X;)p. Se quisermos saber
(X¢|Fs)g, devemos mudar a medida de s ate ¢, fornecido por D, /D;.
Vamos ver a mecanica da substituicao em datalhe, primeiro na arvore!
s=0,t=1
(X1[Fo)g = Xiq1 + Xiqa

Dy (D1 X1 | Fo)p = 1[p1p_X1 +]51q—1X | =Xiq1 + X541 (15.23)
s=1,t=2
(Xo|lF1)o = Xi2g2 + X15¢2
D1_1<D2X2‘F1>p = Ii[le lei] = X12QQ —|— Xligz (1524)
q1 P1pP2 P1P2

Para provar a equ.(15.22) no continuo vamos usar a fungao ”indicatriz”
14 para um evento A € F,:

L= {0 s o vt vaocore (15.25)
Simplificando a notagao (.)p = (.) = (.| Fr) verificamos, que
(14 | ><Xﬂ)]}" >> = (P14 <D|1FS> (X/DIF.))
(DIF) s (KiDIF) ) = (LXDI7))
— <<DXt1A]]?S>> — (DX\14lF,) = <Xt1A|}“S>Q
= (Xilao = ((XilF)La), (15.26)

Usamos (-14) = (-14|Fs), pois de qualquer maneira A é nulo fora de F,. Ja
que A ¢é arbitrario, segue-se a equ.(15.22).

16 Precificacao via Martingales e Arbitragem

Ja vimos que o conceito de arbitragem é uma chave para precificacaode
derivativos. Usamos este conceito no caso discreto para impor limites na
probabilidade risco-neutra ¢ e no precode opgoesna secao4. No continuo o
procedimento é analogo ao exposto naquela secao .
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Por tratar de processos aleatorios, temos que reformular o nosso conceito
de arbitragem das equ.(4.26) em termo de probabilidades. Pois nao temos
agora dois estados possiveis, que o ativo possa assumir, mas S; pude assumir
qualquer valor S; > 0. Nesta situacao voce poderia observar o mercado e ver-
ificar que o ativo assumiu um particular valor, que nao viola a equ.(??). No
entanto em outro instante o valor da ativo poderia sim violar esta equacao .
Nesta situagao existe ou nao a possibilidade de arbitragem?

Um portofolio é de arbitragem, se o seu valor hoje satisfizer
I1(0) for <0 (16.1)
e no futuro:
1. possuir probabilidade nula de ter valor negativo
Probp[II(T) < 0] =0 (16.2)
2. possuir probabilidade nao-nula de ter valor positivo:
Probp[II(T) > 0] > 0 (16.3)

As condigoes equ.(16.1,16.3) implicam, que a esperangado portofolio no fu-
turo seja positiva: (II(7")) > 0. Isto quer dizer, que custa nada para formar
o portofolio e no futuro possuir um valor positivo. Ou seja: é uma maquina
de fazer dinheiro de graca. Em nosso mercado ideal nao admitimos esta pos-
sibilidade. Podemos agora enunciar o
Primeiro Teorema Fundamental

Um modelo nao permite arbitragem, se e somente se existir uma
medida de martingale risco-neutra Q.

Que a existencia da medida Q proibe arbitragem ¢é facil de provar.

Vamos supor que o portofolio é de arbitragem satisfazendo por-
tanto as equs.(16.1),(16.2) e (16.3). Mas é facil de ver, que a ex-
istencia da medida Q for¢alIl(0) > 0 contradizendo a equ.(16.1).

A equ.(16.3) afirma que (II(T")|Fo)» > 0. Devido a equivalencia
das medidas Q e P, esta relacaotambem vale para Q:

(I(T)|Fo)g > 0.
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O portofolio deve descontar pela taxa r°‘, resultando em

I1(0) = e " (II(T)| Fo) g > 0. (16.4)
Devido a equivalencia esta relagao tambem vale para P:
(IL(T)|Fo)p > 0.

Violamos portanto a hipotese equ.(16.1) e a existencia de Q proibe
arbitragem®®. Num instante 0 < ¢t < T temos portanto

I(t) = e Z| Fo) o (16.5)

e o portofolio TI(t) = e~"II(t) deve ser uma martingale
sob a medida Q para proibir arbitragem.

O reverso - se nao existir uma medida (), entdotemos a possibilidade de
arbitragem® - tambem ¢ verdade, mas é bastante tecnica ¢ nao discutir-la-
emos®.

Outra questao é se podemos sempre construir um portofolio replicante e
auto-financiante em termo dos ativos subjacentes®’. Em caso afirmativo o
modelo é chamado de completo. A resposta é dada pelo

Segundo Teorema Fundamental
Um modelo € completo, sse a medida risco-neutra Q for unica

Veja [23] pg.138 para a prova. )
Vamos portanto impor, que a opg¢ao descontada f; seja uma martingale
sob a medida Q. Tambem ¢é claro, que o valor do portofolio replicante deve

5"No expoente e~ "7 figura necessariamente a taxa livre de risco r e naoalguma taxa
7 diferente. Pois se # > r, implicando que o derivativo correspondente f < f, pedimos
dinheiro emprestado ao banco a taxa r. Investimos imediatamente na compra de um
portofolio f , que crescera a uma taxa maior resultando num ganho positivo em ¢t = T.
Temos portanto uma arbitragem. Por outro lado, se 7 < r, vendemos o portofolio a curta
e investimos a grana num banco. Novamente temos uma arbitragem.

58Supusemos aqui, que a estrategia seja limitada, proibindo apostas tipo dobrar o in-
vestimento inicial. Ou seja proibimos que o estrategista possa assumir dividas ilimitadas.
Veja [23], cap.10 e [33], pg. 253 para detalhes.

59Na secdo4 provamos este resultado no caso discreto: se ¢ estiver fora do intervalo
[0, 1], ou seja que nédo existe probabilidade risco-neutra ¢, entao existe arbitragem .

60Para mais detalhes veja [23].

61Na se¢ao 8.5 vimos um mercado incompleto.
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ser unico para evitar arbitragem. Pois suponha que existe um portofolio no
tempo 0 < t < T com precodiferente de f;. Entaocompramos o de menor
precgo , vendemos aquele com prego maior e embolsamos a diferenca. Como os
portofolios sao auto-financiantes, nao entra nem sai grana até a maturacao.
O vendedor executa a estrategia [¢;, 1;] baseada em martingales e pode sat-
isfazer sem custo as suas obrigacoes, usando o opg¢ao comprada para isto.

16.1 Precificando pela formula de Feynman-Kac

Sabendo que existe uma medida risco-neutra Q sob a qual S; = ¢S, é uma
martingale, podemos agora obter o pregode um derivativo com retorno Z
maturando em ¢ = T. Para opc¢oes Europeias call e put o retorno é Z =
(St — K)4, (K — Sr), respectivamente.

Considere entao um portofolio replicante, que no instante 7" vale I1(T) =
Z. Tanto S, como ft sao martingales sob a medida risco-neutra Q com
Sy evoluindo conforme a equ.(15.5:dS; = rS;dt + O'Stth>. Portanto pela
equ.(14.21) f,; satisfaz a equagao diferencial (14.22)

of af 1, ,0f

2 Q2 _
E"’TSt%‘i‘ia Stm _ftr_oa (166>

cuja solucao é fornecida pela formula de Feynman-Kac
fs,t) = e T=HD(S1)| Fr) 5= (16.7)
com ®(Sr) = Z. Para calcular a esperanga, que figura nesta equacao,

precisamos de S(T"). Para obte-lo evoluindo a partir de S(t) = s com 0 <
t < T, integramos a equ.(15.5) resultando

S(u) = selr= 37 w0 +o(Wu=We), (16.8)
No instante T" obtemos
2 ~
Sy = ser= )T D+oWr—t (16.9)

Substituindo S7 na equagaopara f(s,t) resulta para uma opgao call com
Z = (Sr— K)4

__-rT (7”—10'2)T+0'W7— .
c(s,t) =e <[se 2 K]+>Q

- / dibe™ "/ [5e7T 27T — K] (16.10)

\2TT
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n(s r—Lo2)r
com 7 =T —t. A condigao| |; fornece o limite w; = SRLCLSRRGES Ll

obtemos com y = (w — o7)/+/7 0 valor da opcao call

1 o .
(o) = =1 / seT=TT/2mqE _ fger / e di
1 { /OO 2/ _ T/OO —42/2
= S dye ™V /? — Ke™™ dyey/}
V21 Yt y

! { /d+d /2 _ KT /dd —y2/2} (16.11)
= S (& — € e . .
= y v

— 00 —00
Introduzindo a distribuicao normal cumulativa com argumentos

d, — ln(s/K)—l—(TiaQ/Q)(T—t). (16.12)

oV —t

obtemos finalmente
c(s,t) = sN(dy) — Ke ""N(d_), (16.13)
que ¢é igual a equ.(10.24). Analogamente para put temos

p(s,t) = —c(—dy,—d_).

Exemplo 16.1
Suponha que o retorno de um derivativo X seja

S™T), seS(T)>K
(X) ={ é ) <o SET; z % (16.14)

com n inteiro. 3
Da equ.(16.9) temos extraindo /7 de W:

S% _ Snen(rffo' )T+naﬁw'
Substituindo como na equ.(16.10) resulta para este derivativo

—rT n n(r—ig2 TH+no/Tw
fn(sat) =e <[S er=37) vr }ST>K>Q

143



(n—1)r— n o )T 9]
_ s" ( ) / dwe—ﬁ)2/2+naﬁw
vV 2w w1
n n—l)r'r-‘,—ln n—1)o2r 00
_ S 6( 27 ) / dwe—%(ﬁ;—naﬁ)z
V2T @
O

01
ln(K/s")—n(r—%UQ)T

com wyp = T

limite para a variavel W — no+/7 é

In(s/k) + (r + (n — 3)o?)7

W, — NONT = —

com k = K", Fazendo a integral resulta
fn(87 t) _ Sne(n_l)TT+%n(n_l)UQTN(d) (1615)

com

d:

In(s/k) + (7“ + (n— %)02)7"

~e (16.16)

16.2 A equacaode Black-Scholes e a estrategia auto-
financiante

Jé vimos, que f; deve satisfazer uma equagao diferencial com a solugao (16.13),
se tanto a opgaodescontada f; como o ativo descontado S; sao martingales

sob medida O:
fi=B'fy=e"f e S,=B'S, =TS,

E instrutivo obter as equs.(14.6,14.8) mais diretamente. Diferenciando f,
temos
of 10%f of

dS + = 525dS? + —-dt] — fire "dt.

d(Bflf) — d(efrtf) — efrt [aS 5557 ot

Com o ativo obdecendo
dSt = T’Stdt + UStth, dgt = agtth

resulta

of

0’f of ] -
08

(rSdt + o SdW) L 19 a2 4 Y g

d(B_lf):B_ [ 2052 ot

fre "tdt
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1 (0f of 0*f of =
_ p-1 25282 1
_B (aﬁ Sas+ 015 — fr)dtJraB SgedW.  (16.17)

Zerando o termo ~ dt para que B~! f seja uma martingale resulta a equacao de
Black-Scholes-Merton (BSM)

of af 52 o*f
- S— Z
;T + S2

—rf=0. (16.18)

O termo aleatorio ¢ df, = o B; 'S, gf dW, = gogtth = %dé} ou seja’?

af

df, = 555, (16.19)

Integrando esta equagao com a condicao inicial fg resulta ft = fg + fot PpdSy .
Podemos portanto escrever o valor da opcaoem ¢t = 0 como

¢
fo= fie"" — / B_Tt,@’(dst’ — rSypdt’)
0

t
= fte_rt —/ e_rtloqbt/St/th/. (1620)
0
Vamos mostrar, que deve valer
of
16.21
b= o2 (16.21)

para que o portofolio seja auto-financiante. De fato diferenciando f; = B, 1
temos® df, = Bydf, + f;dB,. Inserindo df; = ¢,dS; e f = 1, + ¢S, resulta

df; = Bt¢tdgt + ftdBt = Bt¢td§t + (Y + ¢tgt)dBt

62J4 que tanto ft como S sio Q-martingales, o teorema de representacao de martingales
garante, que existe um processo previsivel ¢; satisfazendo df; = $:dS;. Como assim?
Os dois processos sao martingales sob a mesma medida, portanto naotem drift, a unica
propriedade que os diferencia é a amplitude de cada processo: eles diferem somente pela
volatilidade e na verdade um é um processo re-escalado do outro. Podemos portanto em
cada instante definir um processo ¢;, que faz este re-escalonamento. Para mais detalhes
veja [30, 33]. O teorema de representaciode martingales mostra, que qualquer mar-
tingale é algum multiplo, eventualmente dependendo do tempo, de um processo de
Wiener!

63J4 que By ndoé aleatério, op na equ.(13.10) é nulo.
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— gbt(Btdgt —|— gtdBt) + @ZJtdBt
= ¢td(3t~§t) + dBy = ¢4dSy + Yd By

mostrando portanto, que o portofolio muda somente devido a variacao de .S;
e B;.

Pouco adianta dispor da solugao equ.(16.13) da equacao BSM, se nao sou-
bermos executar um hedge salvando-nos de possiveis perdas. Generalizemos
entao a nossa estrategia auto-financiante do caso discreto, apresentada
no capitulo 8.3.3, para o continuo. Para isto formamos um portofolio II;, que
contera:

1. Uma quantidade ¢ de ativos S;, que obdecem a equ.(15.5):
dSt = TStdt + UStth.

O valor descontado S't =B, 1S, é uma martingale sob a medida risco-
neutra Q.

2. Uma quantidade v de titulos B; obdecendo

dBt = TBtdt.

O nosso portofolio deve replicar a opgao com preco f; dado pela equ.(16.13)
e portanto devemos ter num instante ¢

Ht = ¢t5t + tht = ft- (16'22)

Vamos entao executar a seguinte estrategia de hedging ilustrada pela venda
de uma opcao vanilla.

1. Nos instantes ¢ = 0 recebemos f(Sp,0) ao vender a opgdoe 0 nosso
portofolio vale Iy = f(Sp, 0). Devemos possuir ¢ = g—g(So, 0) unidades
do ativo e investir simultaneamente o restante em titulos para render
juros.

2. No instante 0 < t < T devemos possuir ¢ = g—g(St,t) unidades do
ativo e investir simultaneamente o restante em titulos para render juros.
Fazendo isto o nosso portofolio vale

Iy = fi = ¢4S: + ¥ By (16.23)
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ou seja o portofolio replicante deve conter

¢r = %(St, t) unidades do ativo
Py = (ft — %(St, t)St)/Bt unidades de titulos  (16.24)

valendo f; por construcao ou seja é replicante para qualquer t. O porto-
folio muda somente devido a mudancasde S; e B;. O hedging altera
somente a proporgao relativa do ativo e do titulo!

3. Na maturacaot = T temos usando a equ.(16.13)

(o7, 0] = N (s (In(S1/K)/(0)) ) = N (00)

B 1, se Sp>K (ITM)
= { 0, se Sp< K (OTM). (16.25)
Portanto o portofolio replica o retorno, satisfazendo
o _ (St — K), para call
r = fr = ¢rSr + rBr = { (K — Sy), para put (16.26)

E claro, que este procedimento funciona para qualquer retorno dependendo
de um s6 ativo subjacente - o modelo é completo neste sentido.

Devemos executar este processo de hedging, ou seja ajustar a relagao entre
a quantidade ¢, de ativos e ), de titulos continuamente. Na pratica isto
¢ impossivel, mas podemos fazer um hedge em intervalos pequenos. Porem
é preciso lembrar que um hedge envolve custos: encontrar ativos adequados
para comprar e curtar!

Nota Chamamos atencao para uma diferencaimportante em relagao ao
caso discreto.

1. Em geral ¢, é dependente do tempo e o nosso hedge sé funciona durante
um tempo infinitesimal dt.

2. O valor a ser inserido nas equs.(16.24) pode se qualquer um com 0 <
S; < o0o. Como assim, se supusemos que o ativo deve obdecer a
equagao dS/S = pdt + odW?

Lembre que a precificacao é independente da probabilidade governando
a evolucaode S; e o teorema de Girsanov garante a existencia de me-
dida Q e portanto na equ.(16.13) sé aparecem r e . O valor de §
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que aparece nesta equacgaonaorestringe S ter sido obtido por alguma
equacao de evolugao, mas pode ser qualquer valor 0 < S; < oo. No
entanto é crucial usar o valor ”correto” de o!

Exemplo 16.1: Autofinanciando e derivando um produto
Podemos tambem verificar que f; é auto-financiante procedendo da seguinte
maneira.

df = d(¢eSt + Ve Bt) = ¢1dSy + d By + Sidgy + Bidiy. (16.27)
e para ser auto-financiante é preciso que
A = Sidoy + Bidiy, = 0. (16.28)
De fato derivando v, = ft*T‘itSt resulta

diy, = —MdBt + dfy — Sddy — (btdSt.

B? B,

Inserindo esta derivada em A e usando dB; = r B, obtemos

fe= &
B

t

A= 5de, — dBi + dfy — Siddy — PrdS,

= —r(fi — ¢:Sp)dt + dfy — ¢dS; = (dfy — 7 fidt) — $(dS; — Sidt)
= d(e™" f,) — pd(e™S,) = df, — ¢dS,.

Portanto escolhendo em consonancia com a equ.(16.19:d f = ¢d§t) temos
A =0 e o portofolio é de fato auto-financiante.

Exercicio 16.1

Supondo que o ativo siga um processo de Wiener S, = W, e que r = 0,
mostre que os seguintes portofolios f; = ¢;.S;+1 By sdo auto-financiantes|15],
satisfazendo portanto a equ.(?7?).

Logr=v¢r=1
2. ¢t:2Wt; Q/Jt: —th—t
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16.3 Densidade de probabilidade risco-neutra no mod-
elo BSM

Podemos reescrever o valor da ¢(S, t) introduzindo a probabilidade risco-
neutra pg do modelo BSM. Para expor o fator ¢(Sr,T) = (Sr—K), vamos
trocar a variavel de integragaow na equ.(16.10) por

Sp = s o = (In"= — 1) /o
s

com p=r — 302 Com dSr = Srod resulta para (S, 7) da equ.(16.10)

o

¢S, t) = =T / po(Sr TIS, e(Sr, T)dSy,  (16.29)

0

com a probabilidade risco-neutra pg dada por

e ( In S%f(rféaz)f) 2/(20’2‘1')
oStV 2nT

po(St,T|S,t) é afuncaode Green equ.(C.10) da equagao de difusdo em outra
roupagem. Tambem ja vimos esta distribuigaona equ.(10.15).

po(St,T|S,t) é a densidade de probabilidade de transigao risco-neutra
para o valor terminal Sr em t = T dado que no instante ¢ o precoera S. Ou
seja, sabendo o valor do ativo hoje, qual seria a probabilidade da assumir o
valor S7 na maturagao. Dado que as transi¢oes de um certo S para qualquer
um dos possiveis valores de St saoeventos exclusivos e completos temos de
fato como na equ.(10.2)

pQ(STa T’S? t) =

(16.30)

| po(sr. 1S, 0ds0 = 1. (1631)
0

Para S = Sp,t = 0 podemos escrever a equ.(16.29) da seguinte maneira

C(S(),K, T)@TT = / dSTpQ(ST,T|S(),0)<ST - K) (1632)
K

Derivando duas vezes em relacaoa K resulta

2
.7 0%c

OK?

= pq (S, T[S, 0) > 0, (16.33)
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que na verdade é uma relacaoindependente de modelos para S, pois pode-
mos defini-la pelq equ.(16.32). A mesma relagao vale para uma opgao put.
Podemos e.g. obter a derivada segunda diretamente de dados do mercado
atraves de uma opcao call borboleta em torno de K.

Se por acaso obtivemos o precode uma opc¢ao vanilla por meio de algum
modelo, podemos testa-lo calculando pg(Sz, T'|So, 0) pela segunda derivada.
Se a densidade for nula em algumas regioes importantes para a precificcao,
entao devemos descartar este modelo. Se a densidade for negativa em algumas
regioes , entao o modelo permite arbitragem.

16.4 Parametros dependentes do tempo

Raramente os parametros r, o sao constantes, mas dependem do tempo. Supon-
hamos entaoque r; = r(t) e 0y = o(t) sejam processos adaptados e as
equacgoes para o titulo e o ativo sejam

dBt = TtBtdt
dSt = St(rtdt—i—atdwt) (1634)

com W, Wiener sob a medida risco-neutra Q. A equ.(13.52) fornece as
solugoes

B, = Boefgdsrs
S, = Syelodstrs=30+[ dsodW, (16.35)

Conforme a equ.(14.14) o pregode um derivativo com retorno Z é
fo= (e 42| F)o. (16.36)
Para precificar um derivativo usamos a equ.(16.35) com a condigao inicial
S(t)=s
T 1 2 T I
ST _ seft dT(TfngT)+ft d‘rcr.rdW-r.

Acabamos de relegar 7 a mera variavel de integragao. St depende somente
das seguintes integrais:

T T
rl :/ drr(t), o} :/ dro*(7), (16.37)
¢ ¢
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pois quanto ao termo aleatorio note o encadeamento seguinte:

T 9 T T 3 T
< / dTUTdWT> = / dro.dW, / dr'odW! — / dro?
t t t t
T

Um derivativo f(S7,t) dependerd portanto tambem somente de r] e o .
No entanto ao computar a esperanca (-)g, usamos a densidade de prob-
abilidade do processo de Wiener. Nela 7 aparece isoladamente em e=*"/27.

Para sanar este problema vamos usar o processo X; = cW;. Isto é equivalente

2 x
T
20‘t .

a trocar a exponencial acima por e~ e , que se torna e
Lembrando a equ.(14.17) usamos a equ.(16.10) agora com parametros
dependendo de t:

e "t o 2 /9T T_1_T
c(s,t) = dre™™ /27 [ge™+t —2% — K
(5:9) V2rol J [ ]+
dx [se~ ("~ ol 2l _ e”"tTK]Jr, (16.38)

v/ 27r0t

que é identico a equ(16.11) com as substituicoes
rr, ot =l o]
Podemos portanto faze-las diretamente na equ.(16.13) para obter

c(s,t) = sN(dy) — Ke™ Ji 4 Af(d_) (16.39)

com

(16.40)

Para outra dedugao veja apendice D.

Exercicio 16.2
Para obter a formula equ.(16.39) introduza as seguintes variaveis

S(t) = St)e™ @ f(S,t) = f(S,)e” D 7 =0b(t).
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Note que

Of 0 (o —aw) a))). _ af(S,t) . 8_f at) | i F
o'~ &(ﬂse t)e )'5_ ( ot aSag>€ +of
of  Z0Sf
“os = Vs
com a(t) = da(t)/dt etc. Substituindo as derivadas na equ.(16.18) obtenha
of v OF
b(t)a + (r(t) + a(t))S(t)%
L oo O°F NF
50 (t)S (t)@ — (rt)+a(t)f=0. (16.41)
Escolhendo

resulta . o7
of 1:,,.0°f
—_ 4 — —_— = 16.42
o+ 3552 = (16.2)

cuja solucao é f (g , 7). Retornando as variaveis originais verifique que
F(S,1) = el 4@ F(5(1)e ), b(t)) (16.43)

reproduz a equ.(16.39).

17 A equacaode Black-Scholes 11

Vamos inserir a equagao BSM no contexto historico e apresentar mais uma
deducao desta equacao. A custo de algumas repeticoes esta secao pode ser
digerida sem ter passado pela secao16. Ja vimos no caso discreto, que
nao é necessario conhecer o valor i do arrasto do ativo para a precificacao de
opcoes . Como fica explicito nesta secao, isto tambem é verdade no continuo.

Em 1973 Black, Scholes e Merton[25] mostraram, que é possivel obter
uma equagao diferencial para um derivativo f; dependendo de somente um
ativo, cuja solucao é a equ.(16.13). A equagaoindica ainda a estrategia a ser
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seguida para um hedge perfeito, fornecendo e.g. o valor de ¢ da equ.(16.19).
Os trabalhos de Black-Scholes e Merton geraram uma explosao [26] no campo
de derivativos. La pelo ano 2007 da ordem de um quadriliao de dolares por
ano em derivativos foram negociados. Ajustando pela inflagao, isto é 10
vezes mais do que o valor de todos os bens manufaturados durante o século
passado. Por seu trabalho pioneiro Scholes e Merton receberam o prémio
Nobel de Economia em 1997, mas Black ja tinha falecido nesta data.

O modelo teve tanto sucesso, que foi aplicado desastrosamenten tambem
em situacoes para os quais nao foi inventado®.

Para opcoes call e put Europeias as formulas analiticas para o preco das
opgoes dependem apenas de uma parametro desconhecido: a volatilidade o.
O modelo é muito usado para inferir a volatilidade a partir de observaveis
accesiveis Sy, K, T, r como veremos no captitulo 21. Para obter a equacao de
Black-Scholes-Merton, vamos lembrar as propriedades, que o mercado deve
ter.

1. O mercado é liquido e fundo. Liquido quer dizer: sempre existem
opgoes para comprar e vender. Fundo quer dizer: existe uma taxa
livre de risco r constante e acessivel para todos para negociar qualquer
quantidade de grana.

2. Nao hé possibilidades de arbitragens sem risco, pois a solucao da equagao BSM
é unica.

3. A venda curta é permitida.

4. Nao ha custo envolvido nas transacoes e eventuais dividendos sao pagos
continuamente.

Considere um certo derivativo, cujo preco f seja uma funcao continua do
pregodo ativo subjacente S e do tempo ¢: f(S,t), mas independe de outros
aspectos do mercado como e.g. demanda e oferta. A opgao f(S,t) é portanto
uma funcaode duas variaveis independentes e .S nao é necessariamente igual
a um S; especificol A dependencia no tempo ¢ permite, que a opgao possua
valor temporal. Quanto mais distante do instante de maturacao 7, mais uma
opgao call valerda para o mesmo valor de S. Pois assim possibilita ganhos

64Num mercado real ajustes continuos niosio possiveis, o que tambem implica, que o
modelo é vulneravel a saltos abruptos do mercado como na Segunda Feira Negra de 1987

[21].
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praticamente ilimitados, se o ativo subir acentuadamente. Se o ativo baixar,
a perda é limitado ao valor do premio. No instante ¢ = T" a opg¢ao assume
seus valores ”intrinsecos” e nao tera mais valor temporal.

Como flutuacoes de f sao acoplados a flutuagoes de .S, isto permite compor
um portofolio sem risco replicando o derivativo. De fato derivando f(.9,t)

resulta af 1 82f of
2
dfe = as t 9952 a5zt ot

Suponha que o ativo obedeca um processo de Wiener geométrico como na
secao 15

—dt.

dSt = /JJStdt + O'Stth. (171)

Inserindo dS; na equagao para df; e usando o lemma de Ito equ.(13.4) para
converter dW? — dt resulta

1 82 a
B af ()f 1, ,0%f ()f
- (US,L()S>th—|— <;1 Sige + 5025 o+ >dt (17.2)

Por outro lado o portofolio f; = ¢.5; + 1y B; precisa ser auto-financiante
dfy = ¢dS; + Y dBy. (17.3)
Com dB; = rBdt e a equ.(17.1) para dS; resulta
dfy = 0510 dWy + (uSedy + 11y By )dt

Inserindo ¥, B; = f; — ¢S, obtemos®
df, = 05,0 dW, + <rf, 4 (- r)S,o,)dt. (17.4)

Comparando com a equ.(17.2) resulta igualando os termos em dW;
of
oS’

55Note que efetivamente usamos o valor de f; no instante ¢ para calcular o valor de fis¢
no instante t + dt.

b = (17.5)
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relacdo, que identifica explicitamente a funcao adaptado da equ.(??). Igua-
lando os termos em dt

Of |1 ,,0%f Of _ of
Ja que os termos ~ pu cancelam, obtemos finalmente
of Of o02820%*f
— S— — = 17.7
ot "85 T 2 asr =T 7.7

que ¢é a equacao de Black-Scholes-Merton.

Note que a equacaovale para qualquer opgao contendo um sé ativo
subjacente. Obteremos formulas fechadas para opgoes vanilla, cujos retornos
sao lineares em S, na proxima segao .

A equacao de BSM permite calcular o valor de opgoes conhecendo a evolu-
¢ao do ativo subjacente S(t), a equ.(17.1) em nosso caso. Ou seja ela fornece
uma precificacaorelativa! Para obter a solucao desta equacgaoa derivadas
parciais, necessitamos de condigoesiniciais (ou finais) e de contorno. Como
vimos na secao 14 no caso de um dominio semi-infinito 0 < S < oo a inte-
grabilidade da condigao final é suficiente. Num dominio finito 0 < § < L
¢é necessario especificar condigoesem S =0 e S = L - veja segao E.

Ja vimos, que a solugao é dada pela equ.(16.13). Relegamos ao apendice
B a verificagao explicita, que a solucao acima satisfaz a equacao BSM e ao
apendice C a solucao ”explicita”, transformando-a na equacaode difusao,
metodo este, que foi usado por Black-Scholes.

Introduzindo a notacao

df = g fdt + o, fdWs, (17.8)
a equ.(17.2) informa que

Lo 0f 1,0 0 s
nr=( 5oLy o0 L Oy, Uf20}¢t7

s 2 T as2 " ot
onde i é 0 arrasto da opgaoe oy é a volatilidade da opcao. Da equ.(17.6)
resulta

(17.9)

Br 7 _ AT (17.10)
O'f g

As razoes acima sao chamadas de Sharpe ratios: para impedir arbitragem as
razoes de Sharpe do ativo e da opc¢ao devem ser iguais.
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No numerador de *-* temos u — r, onde y é retorno do ativo acima
do retorno do titulo sem risco r e no denomindor temos a volatilidade o,
que é uma medida do risco. Assim a razaode Sharpe é o retorno extra por
unidade de risco, tambem chamado de o precode risco do mercado. Note,

que a razao de Sharpe nao ¢é adimensional, mas possui dimensao
dim[\] = 1/v/t

e é portanto medido em %/v/t.

Costuma-se usar como unidade temporal o valor de um ano, pois assim
o valor A = 1 separa ativos preferiveis pelos investidores(A > 1) dos outros
com A < 1. Para gerar razoes de Sharpe mais altos, um trader deve procurar
ativos com retorno p mais altos e/ou diminuir os seus riscos o.

Exercicio 17.1.
Mostre que a equacaode BSM com S pagando dividendos a taxa d é

%—F(T—d) %Jrg%:rf (17.11)
Exercicio 17.2 (Volatilidade local).
Se substituirmos a equ.(17.1) por
dS; = pSidt + 1 (£, Sp) SedW, (17.12)
nada muda na dedugao da equacaode BSM. Verifique que obteriamos

E claro que em geral nio temos uma solucio exata e serd necessario recorrer
a aproximagoes numericas. A wvolatilidade local dependendo de t e S(t) serd
tratado na sec¢ao 21.

Exercicio 17.3.

A equacao BSM é uma equacao diferencial deterministica para f;. No entanto
fi € uma variavel aleatoria como ja foi evidenciado na Fig.12.1. Isto é uma
contradicao ?

17.1 Comentarios sobre a equagaode BSM

Seguem-se aqui alguns comentarios sobre a equacaode BSM.
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e O modelo BS nao permite arbitragem pelo Primeiro Teorema, pois ex-
iste uma medida risco-neutra.

e O modelo BS é completo pelo Sequndo Teorema: podemos replicar
qualquer opcao f(S,t), pois a medida risco-neutra é unica.

e Particularmente na area financeira vale a afirmacao: ”Todos os mode-
los estao errados, mas alguns sao uteis”. Pode até ser surprendente, que
o modelo de Black-Scholes depois de 50 anos apos sua introdugao ainda
seja intensamente usado para precificar opcoes. Isto a despeito de
seus defeitos como distribuicoes log-normais, volatilidade constante. E
que o modelo possui uma solucao exata, que pode ser calculada rapi-
damente para milhares de opgoes. Modelos mais complicados podem
até descrever melhor a dinamica do mercado, mas necessitam com-
putacoes complexas como simulacoes Monte Carlo. Portanto existe uma
constante procura para obter um equilibrio entre precisao e velocidade
para gerar resultados.

e Das equs.(17.5,B.6) sabemos que a quantidade de ativos do portofolio
para uma opcao call é

dc
S BYS = N<d+)
com 0 < ¢, < 1. O valor do titulo para o hedging é
By = ¢ — ¢Sy = —Ke" "IN (d_),

que ¢é sempre negativo para uma opc¢ao call, mas limitado por K. Para
um put temos —1 < ¢, < 0.

Como na maturacao c(Sy, T') = (S; — K) 4

A—{ 1, se Sp > K (ITM)

0, se Sp < K (OTM), (17.14)

o valor de A é usado pelos investidores para aquilatar a probabilidade
da opgao ser exercida.

e Dependencia temporal.
Para T" — 0 a opcao tende ao seu valor intrinseco (Sr — K), para um
call . ParaT — oo call — S e para valores intermediarios temos curvas
do tipo mostrado na Fig.(6.2).
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e Como ¢é que a opgao varia com a volatilidade? Conforme o aumenta,
serd que o precoda opc¢ao diminui, porque o ativo é de maior risco ou
serd que o precoaumenta, porque o ativo tem mais chances de subir?
Qual é a sua intuigao ?

— O que acontece quando a volatilidade ¢ — 07 Ja que o ativo
é sem risco, o seu preco crescerd como Spe”! e o retorno de uma
opcao call serd (Spe™” — K), na maturacaoem t = T'. Descontando
temos o seu valor em t = 0 como

e (S — K) = (S — Ke ™).

A equagaode BSM da o mesmo resultado. Pois em ¢t = 0 para
o =0 vale

In(e?'Sy/K)

d.=d_~
- o T

e temos

lim [N (dy), N(d_)] =

c—0

(17.15)

1, se Sp> Ke T
0, se Sp< Ke™ ™

Inserindo na equ.(16.13) d& (S; — Ke™"T),, que coincide com o
limite inferior dado pela equ.(6.10): sem risco naotem petisco.
Idem para a opcao put.

— Para ¢ — oo com os outros parametros fixos, temos N (d) —
1 e N(d_) = 0 como podemos ver da equ.(16.12). A opgaoc
entaovale S. A opcao put vale Ke ™. Portanto as opcoes aumen-
tam com o atingindo para ¢ — 00 0s seus maximos vistos na
secao 6.1.

— O grafico do precode ¢, p em termos do precodo ativo S é do tipo
mostrado nas curvas azuis da Fig.(6.2). Portanto as probabili-
dades N (d;) codificam o valor temporal TV das opgoes.

— O modelo de BS supoe que haja somente um ativo e que os
parametros sejam constantes. Para precificar derivativos com
parametros dependentes do tempo veja appendice D.

Os agentes do mercado cobram taxas para administrar os investimen-
tos dos clientes, alguns % do ativo Sy. Para isto é conveniente ter a
disposi¢ao um formula aproximada simples.
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e Se K for igual ao precoa termo Fr = Spe™"?7T a opciochama-se
ATMS®. E uma escolha bastante popular para uma opgao, que acabou
de aparecer no mercado e a expectativa do mercado é que as chances do
ativo subir acima de K e cair abaixo de K sejam parecidas. Expandindo
a equ.(10.28) em torno de K = Fr, obtemos

¢ = Spe= T Fr (/\/’(%aﬁ) - N’(—%aﬁ))

1 3
- = T SooVT + O[(aVT)?). (17.16)

Para d ~ 0 simplifica como
¢ ~ 0.40VTS,. (17.17)

Esta formula é muito usado por investidores, pois fornece um valor
tipico para opcgoesvanilla. Se por exemplo quisermos comprar uma
opgaocom T = 1 ano, com ativo subjacente Sy = 1000$ e volatilidade
o = 10%, o precoserd ¢ ~ 0.4 - 0.1 - 1000 = 408.

Para completar o exemplo da secao7.2.1 poderiamos verificar, se os
custos iniciais ¢y, co sejam razoaveis, usando por exemplo a formula de
Black. Para ter uma ideia suponhamos, que as opcoesestejam [TM
com Sy ~ Ke™' com r = %5 e suponhamos tambem, que a volatilidade
seja 20%, i.e. 0 = 0.2. Obteriamos ¢ ~ 0.40v/TSy = 0.4%0.2%0.5S5, =
0.04Sy. Ou seja, as opgoes custam da ordem de 4% de Sy.

e Ajustando o risco VaR%".

VaR mede o valor do robustez do portofolio, tipicamente medindo o
valor em dollar, que poderiamos perder com 1% de probabilidade em
10 dias. Os bancos saoobrigados a manter em deposito da ordem de
quatro VaR. Para calcular o VaR, precisamos saber a volatilidade o, ja
que é ela que rege as excursoes das flutuagoes. Para um investimento
de Sy temos®®

VaR = 2.33S00(10 dias) (17.18)

56Em ingles at-the-money. H4 outras definicoesde ATM: quando o precodo dia S; no
instante t for igual a K.

67" Value at Risk”.

68Uma Gaussiana G(x) com media zero contem 1% de area para x > 2.33-desvios
padrao.
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e Suponha que facamos um contrato a termo para comprar um ativo S
por um prego K numa data futura t = T'. Isto é igual a um call, sem a
possibilidade da escolha de exercer ou nao, pois sempre sera exercido.
Uma instituicao financeira intermediando um contrato destes, precisa
lhe atribuir um prego para e.g. cobrar taxas de administracao. Pondo
N(d+) =1 na equ.(10.19) resulta para o pregodo contrato

c=Sy— Ke T, (17.19)

igual ao limite inferior de ¢ da equ.(6.10). Se o ativo paga dividendos
a taxa d, obtemos da equ.(10.28)

c=Se " —Ke" =e(Fr — K) (17.20)

com Fp = er=dTG,.

18 As gregas em BSM

Alem do tempo ¢, uma opgao f depende dos seguintes parametros:
S,K,r,o,T

e é importante explicitar esta dependencia codificada nas derivadas de f. Em

financés elas se chamam as gregas®:

A= Y T—24

as» 852
0= 9 (18.1)
-
p= o

e por razoes que se perderam na historia, a letra v chama-se vega. Nao contem-
plamos aqui derivadas terceiras etc, pois controlando o risco até segunda or-
dem ja é uma tarefa formidavel. Tanto opcoes call como put saoconvexas,
valendo portanto

r>o. (18.2)

69Para evitar confusdo A foi chamado de ¢ nas secdes anteriores. Para derivadas maiores
h& uma pletora de nomes!
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De fato para uma opc¢ao call temos e.g. da equ.(10.14)
ce'” = ((Sr — K)4)o-

Da linearidade da medida e usando a equ.(6.5) segue-se que

convex|[ce™] = convex [((S — K)+>Q] = <com)ex[(5’ — K)+]>Q > 0. (18.3)

Obviamente temos convexidade tanto em S como em K!
Notamos tambem, que derivando a equ.(16.29)resulta

e T00%c(S,1)J0K* = po(K, TS, ) > 0 (18.4)

ou seja
D*c/OK? > 0 (18.5)

valido em geral, contanto que exista uma densidade de probabilidade risco-
neutra’™. Idem para put:

e TOPp/OK? = po(Sr.T|S.1) >0, &*p/oK* >0.  (18.6)

Das equagoes da sec¢ao (B) obtemos para opgoes vanilla no mundo BSM com
T=T—1

A, = N(dy) >0 A, =N(dy)—1<0 (18.7)
N/
T, = >0 r,="r.
ag ! —rT USN/(d ) —rT
@c: —% —rKe N(d_) @p: _TT-F—’_TKG N(-d_>
= —35%°T +r(c—AS)
v, = SVTN'(dy) >0 vy = Ve
= ST
Pe = Kre ""N(d-) >0 pp=—Kre""N(—d_) <0

Para uma opgao call longa, i.e. refletindo a posi¢ao do comprador, temos
a seguinte tabela’™.

"OEm particular ndo é necessario supor que os processos sejam Wiener, podendo inclusive
haver saltos em S.
"IPara o comprador invirta o sinal como na secdo 4.
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Tabela mostrando a dependencia do preco de uma opgao call

Parametro Razao Intuitiva CBS
S(t) lucro potencial cresce Ac=25>0
t menos valor temporal TV O.=2 <0
T mais valor temporal TV e >0 (18.8)
K lucro potencial decresce 9 =—e (TN (d_)<0
r valor presente de K decresce pe >0
o chance St > K aumenta v, >0

O raciocinio intuitivo é corroborado pela férmula de Black-Scholes mostrada
na ultima coluna.

Exercicio 18.1 (Precificando uma opgao digital). .

O pregode uma opgao digital é e (0(Sr — K))g. Calculemos a probabili-
dade sob medida risco-neutra de Sy > K ou log Sy > log K. Sabemos da
equ(15.5: dS; = rSdt + aStth), que

1
log St = log So + (r — 502)T +oVTN(0,1).

Precisamos entao da probabilidade de

log(K/So) — (r — 10*)T
T |

Verifique que ela ¢ igual a N'(d_) e o precoda opgao digital é e™"7 N'(d_). E,
como deve ser, o fator que mulitplica K num call .

Exercicio 18.2.

Complete a tabela acima para uma opcao put. E util usar a paridade put-call.
Exercicio 18.3.

Suponha que uma opcao call seja ATM no instante t =T ou seja S = Sy =
K. Verifique que A2TM = 1/2

N(0,1) >

XXX KXXKXX XXX KXXKKXKX
fazer grafico de gregas
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Delta e BSM
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Figure 18.1: A, de uma opgao call em fungao do ativo com
K =507 =4,7r =5%,0 = 20%.

A figura 18.1 mostra, que para S << K Delta tende a zero, demostrando
que a probabilidade da opgaoser exercida é pequena. O numero pequeno
de ativos € necessario para hedge a pequena probabilidade, que o vendedor
tenha que entrega-los ao comprador na maturagao. Para S >> K Delta
tendo a um, indicando que a opg¢aosera exercida com grande probabilidade
e é melhor, que o vendedor se protega comprando ativos.

19 Hedging opcoes no continuo

Ao tratar com opgoes a primeira coisa que usualmente fazemos é calcular o
preco. Mas seria inutil, precificar sem saber como se proteger contra per-
das . O procedimento para hedge opgoesé identico ao que ja fizemos us-
ando a arvore da sec.8.3 no caso discreto e na secao 16.2 no caso continuo.
Mas ¢ importante voltar ao caso, pois temo-nos que proteger naoso contra
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flutuacoes do ativo subjacente, mas contra as outras variaveis e naoso até
primeira order de derivadas. Note porem que na pratica é impossivel hedge
continuamente, assunto este que abordaremos na segao 25.

Um trader num banco de investimento.

Nestas notas sempre supusemos, que os portfolios considerados
sejam autofinanciantes, pois queriamos demostrar que na matura-
caoo vendedor pode satisfazer suas obrigacoese hedging nada
mais era do que um rebalanceamento entre e.g. ativos e titulos.
Mas imagine o trader de um banco sentado em sua mesa de tra-
balho. Ele cisma em comprar um milhao de dollar de call da
compania DreadCo para um de seus clientes. Para se proteger
contra perdas o trader calcula o Delta e deve entao comprar AS
de ativos da DreadCo, sendo que qualquer compra deve ser finan-
ciada com juros r emprestados do banco. Mas ele é do proprio
banco? O banco empresta para si mesmo?

Na vida real um trader™® administra uma dezena de contratos,

possivelmente em mercados diferentes com volatilidades difer-
entes. Deve fazer um grande esforco para determinar o A cor-
reto para cada contrato. Com este A ele faz seu hedge e o
banco lhe empresta (ou ele empresta ao banco) a grana, ele pa-
gando(recebendo) juros pela CDI mais uma taxa FTP(Funds
Transfer Pricing) para transferir a grana. O importante é que
no fim do dia o Profit&Loss - o chamado de P&L - dele esteja
”controlado”, ou seja estd dentro de limites pre-estabelecidos.

Assim ele nao verifica na maturacao, se o hedge funciona para
cada contrato. Portanto naoinsistiremos na questaodo auto-
financiamento a naoser em casos especificos, e.g. na secao 25.

Considere um call e vejamos como se proteger de aleatoriedades do ativo.
Lembre-se, que um call se valoriza pelo aumento do precodo ativo (A, > 0),
o que favorece o comprador, mas prejudica o vendedor. Devemos portanto
adquir um instrumento que faga o contrario para eliminar a dependencia do
portofolio das flutuagoes do ativo: se compramos um call, devemos curtar um

"28e voce joga na investopedia, voce nio trabalha num banco e deve continuar verifi-
cando, se voce esta protegido corretamente!
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numero”® ¢ de ativos. Se vendemos um call, devemos comprar um numero ¢
de ativos.

Especificamente veja os seguintes exemplos, que tambem ilustramos na
se¢ao 7 e que seguem a regra do fim da segao 8.3.

e Call curto/ativo longo com A, dado.
Suponhamos que o precode uma unidade do ativo seja S; = $100, o
preco de uma unidade da opcao call seja ¢ = $6 e A, = 0.5.

Um investidor langou/vendeu 1000 opgdes call por $6.000. Para se pro-
teger contra subidas do ativo, o investidor deve comprar A, x 1000 =
500 unidades do ativo por $50.000. Esta variacdodo ativo deve com-
pensar a variagao da opcao. Se por exemplo o preco do ativo subir por
dS = $1, isto acarreta um ganho de $500 por conta dos 500 ativos
comprados pelo investidor. Por outro lado esta subida acarreta um
aumento de dec = A.dS = 0.5 x $1 = $0.5 por opgaoou no total um
valor de 1000 x $0.5 = $500. Isto resulta numa perda para o investidor,
pois a sua obrigacao em relacao ao comprador aumentou por este valor.
Mas o portofolio nao muda, o ganho no ativo compensando a perda no
valor da opgao. O portofolio é delta neutro - tanto para o vendedor
como o comprador.

e Put curto/ativo curto com A, dado.

Suponha que um investidor lancou um put. O comprador adquiriu o
direito de vender o ativo pelo preco K. O investidor teme que o prego do
ativo caia abaixo de K, porque neste caso terda que pagar ou entregar ao
comprador a diferenca K — Sp. O A, de um put é negativo. Logo para
se proteger o investidor curta a quantidade |A,| do ativo e lucra, se o
ativo cair abaixo de K. Com este lucro ele satisfaz sua obrigacaoem
relagao ao comprador.

Seja S; = $100 o pregode uma unidade do ativo e o precode uma
unidade da opgao put p =3$6e A, = —0.5. Um investidor vendeu 1000
opcoes put por $6.000. Para se proteger contra descidas, o investidor
deve curtar |A,| x 1000 = 500 unidades do ativo por $50.000. Esta
variagao do ativo deve compensar a variacao da opcao. Se por exemplo
o precodo ativo baixar por $1, isto acarreta um ganho de $500 por

"3Para evitar confusio chamamos A de ¢ nesta secdo, a ndoser que A seja especificado
com indices.
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conta dos 500 ativos curtados pelo investidor. Por outro lado o prego da
opc¢aomuda por dp = A,dS = —0.5 x §1 = —$0.5 e esta baixa isto
acarreta uma perda de 1000 x $0.5 = $500, pois aumenta a obrigacao do
lancador. O portofolio nao muda, o ganho no ativo compensando a
perda na opgao .

19.1 Hedging com BSM

Vamos supor que o ativo siga um processo de Wiener geometrico
dSt = TStdt —+ O'Stth (].91)

com W, uma processo de Wiener sob medida Q e precificamos opgoes por
BSM, e.g. para call pela equ.(16.13:¢(s,t) = sN(d;) — Ke7""N(d_)). Us-
amos esta tambem para calcular as gregas. Vamos lembrar a estrategia de
hedging ja vista na secao16.2. O portofolio replicante 11 = ¢;.S; + ¥y B,
tambem deve ser auto-financiante, satisfazendo portanto

ou

d]._.[ - ¢tdst - wtdBt'

Usando dB; = rdtB; para a evolucao do titulo, resulta que o portofolio delta-
hedged .
Ht == H - d)tSt (193)

evolui como
dIl, = dII — ¢ydS, = Y dB, = Y, Byrdt = (I — ¢,S,)rdt = rIl,dt.
Ou seja o portofolio II; evolui como a taxa do titulo B, sem risco
dil, = rII,dt (19.4)
garantindo ausencia de arbitragem:

A Se II valesse mais, emprestariamos a grana para comprar o portofolio
pagando a taxa r e o venderiamos em t 4 dt embolsando a diferenca.
Se valesse menos curtariamos II para comprar titulos, que renderiam
mais.
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df — ¢dS.

/4

Odt dS

Figure 19.1: Portofolio delta-hedged df — ¢dS vs dS com ¢ = 85

A equacdo dII, = rII,dt com a equ.(16.21:¢ = %) implicam a equacao BSM
para o portofolio replicante II; = f;. Pois expandindo f(S,t) até primeira
ordem em dt temos

of of 10%f

f(S+dS,;t+dt) = f(S,t) + =dt + ==dS +

ottt 5595 + 3 (@ (199)

Inserindo isto na equagdo para dIl; e usando (dS)? = 02S%dt e ¢ = 9L resulta
dil, = a{ &‘éds + %%(d&*) — $dS,
= (g—{ —52 SS]; o?)dt = r( g;’; )dt (19.6)
que implica a equaco BSM
g—{ + Sg—g + = 282% —rf=0. (19.7)

Essencialmente repetimos o raciocinio da secao 17 de tras para frente, mas
voltaqmos ao assunto para resaltar pontos, que mudaraocom hedging dis-
creto. Mostramos dII na Fig.(19.1). Ou seja subtraimos a tangente a f (.5, 1)
sobrando uma curva concava ~ S? com tangente horizontal:
af 1 ,0%f

- 2 2Q2 —
S+ 50 aS2dS (0+2F S*)dt, T =

o’f

drI(S, t) = o5

>0, (19.8)
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O ativo e consequentemente a op¢ao e ¢ mudam continuamente no tempo.
Precisamos pois rebalancear continuamente o nosso portofolio ajustando o
delta - obtido da equ.(19.7) - para eliminar o risco associado a flutuagoes do
ativo S. No mercado financeiro este rebalanceamento costuma ser feito diari-
amente - pelo menos antes da IA. Veremos no entanto na secao 25, que para
um ot finito, é em geral impossivel construir um portofolio, que ao mesmo
tempo seja replicante e auto-financiante.

Exemplo 19.1 %Suponha que um investidor lan¢ou um put com maturacao de
5 meses e K = $70 milhoes para venda ativos valendo hoje $80 milhoes com
r = 8% e a volatilidade seja 25% por ano. A situagaoé a seguinte:

Sp=80-10° K =70-10%r =0.08,0 = 0.25,T = 5/12.
Da equ.(10.20) temos

i - In(80,/70) 4 (0.08 + 0.252/2)(5/12) o

0.25+/5/12

o _ In(80/70) + (0.08 — 0.25%/2)(5/12) _ 0.953.

0.25,/5/12

c = 13.21 x 10°, p=0.925 x 10° (19.9)

e verificamos S — K~ = ¢ — p. Resulta para delta
A, =N(d;)—1=0.8675 —1 = —0.1324.

O investidor deve curtar 13.24% de Sy e investir o restante para gerar um
portofolio delta neutro I = p — A,S = (13.21 4 0.13.24 % 80) * 10° = 23.802 *
105 . O A do portofolio muda de um dia para outro e devemos monitorar a
quantidade a ser curtada. Se por exemplo o valor do portofolio baixar para
$78 milhoes, o delta muda para

d, = 0.9578, N'(d,) — 1 = —0.1690.

Devemos curtar a quantidade adicional (16.90 — 13.24)% = 3.66% de Sp.
Se por outro lado o ativo aumentar para $82, o delta serd A, = —10.24 ¢
neste caso devemos recomprar (13.24 — 10.24)% = 3% do portofolio original.
Exemplo 19.2 Hedging um call
Suponha, que queremos vender uma opcao call sob 1000 ativos subjacentes
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nas seguintes condicoes

Sy = 365, K — 370
o= 20%, r= 2%,
T = 1/4ano, T =1.005 (19.10)

Aplicando BSM equ.(16.13) com ¢t = 0 obtemos:
co = $13.094.

e vendemos a opcao por $13.094.

Vejamos o risco, que corremos, sem fazer um hedge continuo, mas somente
uma vez. Consideremos dois casos possiveis: S < K e Sp > K.
Suponha, que nao possuimos ativos, mas tambem fazemos nada.

1. Em T o precodo ativo é 360 ou seja S < K. Embolsamos $13.160 =
1.005 - $13.094, pois a opcaonao é exercida.

2. Em T o precodo ativo é 390 ou seja Sy > K. Temos que comprar o
ativo por 390 e entregar por 370, perdendo 20 por ativo negociado. E
um valor maior que os $13.160 recebido pela venda da opc¢ao e perdemos
$6.840.

Agora suponha que tenhamos comprado um ativo por 365 como protecao contra
um aumento do ativo. Vejamos o que acontece agora nos dois casos.

1. Em T o precodo ativo é 360 ou seja St < K. A opcaonaoé exercida
em embolsamos os $13.160, mas perdemos pela depreciacao do ativo o
valor 365 — 360 = $5. Mesmo assim o lucro é 13.160 — 5 = $8.116.

2. Em T o pregodo ativo é 380 ou seja Sy > K. Vendemos nossos ativos
por 380 ganhando 380—365 = $15, mas perdemos o valor de 380—370 =
$10 para pagar o comprador. Mesmo assim o lucro ainda é 13.16+ (15—
10) = $18.16.

Agora vamos fazer um hedge a BSM. O numero de opgoesé n,. = 1000
e temos que comprar um certo numero ng de ativos. O valor do portofolio

é Il = —n.co + nsS. Para ser A-neutro devemos impor 9I1/9S = 0 ou seja
000
Ng =Nexzgqg = ncAc
oS
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Resulta A, = N(dy) = 0.485, N (d_) = 0.445 e precisamos comprar n, =
485 unidades do ativo para hedge as opcoes .

E claro que devemos fazer este hedge continuamente conforme a evolugao do
ativo até a maturacao para um hedge perfeito. Isto é , se a volatilidade se
mantiver constante - o que acontece raramente! Mesmo assim consideremos
o seguinte
Exemplo 19.3 BSM-hedge com ¢ constante

Suponha, que um banco queira vender uma opcao call nas seguintes condigoes

Sy = 19, K= 50
o= 20%, r= 5%,
T = 1/52ano, e =1.005 (19.11)

Aplicando BSM obtemos para o precoda opcao call o valor de ¢ = $0.7362.
Reajustando o hedge quatro vezes por semana, resulta para os tempos até
maturacao

7 =[0.0769, 0.0576, 0.0384, 0.01923,0].

Vamos analisar dois casos: um I'TM e outro OTM.
1. Suponha que nas proximas cinco semanas o valor do ativo seja
Sy = 149,48, 47,52, 53].

Usando a fungao Scilab [f;, N'(d.), N (d_)] = Vanilla(S, K,r,0,7,1,0.01)
obtemos os seguintes resultados para a opcao

t 0 1 2 3 4
St 49 48 47 52 53
Ct 0.7362765 0.2875877 0.0521464 2.0945588
N(dy) | 0.3946819 0.2219243 0.0656649 0.9282297
N(d_) | 0.3734965 0.2078945 0.0607989 0.9243456

— = o

A decomposicao entre ativos e titulos é dada por

N J/
-

ativos titulos

e =N(dy)er+ (e — N(dy)er),
———’
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ou seja em t = [0, 1,4] temos

0.7362 = 0.3946 % 49 + (0.7360 — 0.3946 + 49) = 19.338 + (—18.602)
0.2875 = 0.2219 % 48 + (0.2875 — 0.2219 % 48) = 10.652 + (—10.364)
3= 1%34+(3—1%3) =3

e assim por diante fazendo emprestimos. Note que N, Ny — 1 na
maturagdo, pois o opgao estd ['TM. O retorno é (S;p — K)4 como deve
ser e temos $3 para satisfazer a nossa obrigacao para com o comprador.

2. Suponha que nas proximas cinco semanas o valor do ativo seja
Sy = 49,48, 47,46, 42].

obtemos os seguintes resultados para a opgao, N (dy) e N(d_)

t 0 1 2 3 4

St 49 48 47 46 42

Ct 0.7362765 0.2875877 0.0521464 0.0005612 0.
N(dy) | 0.3946819 0.2219243 0.0656649 0.0015491 0.
N(d_) | 0.3734965 0.2078945 0.0607989 0.0014153 0

Em ¢ = 4 0 nosso portofolio é nulo, pois a opgaonao é exercida.

Note, que s6 precisamos conhecer os valores do ativo até o instante do hedge
e nao volores futuros.

19.2 Hedging Gamma, volatilidade o

Suponha, que temos um portofolio [T mantido A-neutro negociando con-
tinuamente no ativo subjacente. Mas o gamma I'y do portofolio é positivo.
A tabela 18.8 mostra, que isto que acontece no mundo BSM, se possuirmos
opcoes Europeias. Ela tambem mostra, que I' > 0 — v > 0 ou seja nao é po-
ssivel ter I' sem v.

Para comecar vamos ficar alem de A-neutro tambem [-neutro. Para isto
precisamos incluir e.g. opcoes vanilla call e put disponiveis no mercado, cujos
Gammas ["’s sao positivos. Mas como isto tambem mudaria o A, precisamos
adicionar ativos tambem, que convenientemente possuem I' = 0:

Ag=1,Tg = 0. (19.12)
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O portofolio portanto contera alem de I, tambem opgoes call com A, e
I'. e ativos adicionais S

T1(S,t) = IIy(S, t) — nec(S, t) + nsS, (19.13)
onde n, =T'y/T. e ng = n.A.. Com isto temos
o1l
75 = —nA.+n,=-nA.+nAA.=0,
011
w = FO - TLCFC = FO - FO/FCFC =0.

Atingimos I' e A neutralidade, contanto que a volatilidade permanega con-
stante, ou seja: estamos tomando uma posicaoem relacao a volatilidade. Na
verdade o trader administra varios contratos e entao se empenhara em manter
a neutralidade de modo que a soma de todos os I'’s de seus contratos seja
nula. Ele levara em conta tambem ”valor temporal” do dinheiro, a grana do
nosso portofolio rendendo/pagando juros™ a taxa r.

Exemplo 19.4

Suponha, que um banco tenha vendido um certo numero n. de opgoes call
sob ny, = 1000 de ativos subjacentes. Suponha, que queremos estar I'-neutro
ou seja obter protecao contra flutuacoesdo ativo no exemplo ?? com um
numero ng = 1000 de ativos e n. de opcoes call. Neste caso temos que usar
mais uma opcao para protecao . Nao podemos simplesmente usar mais ativos,
porque % = 0 e precisamos algo nao-linear. Por outro lado comprando ou
vendendo ativos naomuda o valor do portofolio. Suponha que existe uma
opcao put com K, = 355 e adquirimos n, delas. Com um call curto o nosso

portofolio vale entao

II = ngS + nyp(t, S) — nec(t, S)

2
a—H—‘9—H:()ecomgzﬁp:qbc—ltemos

edeas— z

ns = Ne-De—mny- A,
0 = n.-I'e—mn, T
Resolvendo para n,, ns obtemos

n, = ﬁ—;‘nc
ns = ne(A.— 1% “Ap) = (A — Ap).

"Lembra, que a contabilidade do caixa do trader envolve juros!
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Exemplo 19.5

Suponha que sua posicao é presentemente Delta-neutro, i.e. Delta=0. Mas
seu [' = —3.000. No entanto voce consegue encontrar uma opgao call com
A.=0.620 e I'. = 1.500. Voce precisa zerar o seu portofolio ou seja

FH =1 1—‘posi(;éo presente + nch =0

necessitando —3.000 + n.. - 1.50 = 0. Compre portanto n. = 3.000/1.5 = 2
call para zerar o seu Gamma. O problema é que o Delta do novo portofolio
é

A =1-042,000- A, =2.000-0.62 = 1.240.
Portanto voce deve vender 1.240 de ativos para ficar Delta-neutro. Note que
esta venda naomuda o I" e voce é A- e I'-neutro.

Exercicio 19.4.

Suponha que voce possui uma opc¢ao call com A =0.60e' =0.05e0 = —9.1
(0 tal como r,0 sdocotados "por ano”.) e que o ativo valha hoje $100.
Quantas unidades do ativo voce compraria ou venderia para fazer um A-
hedge da opcao? Quanto seria a variacao de seu portofolio apos o A-hedge,
se o0 ativo subir ou baixar por 1% de um dia para o outro? Suponha 365 dias
por ano e 7 = 0. Use a equ.(19.8: dII(S,t) = 6dt + s'dS?). (Resposta: 03).
O mesmo para um put, se o ativo subir ou baixar por 5%7 ( Resposta: $0.6.
Para n unidades do ativo n - $0.6.)

Exercicio 19.5.

Voce possui 100 put s, com A = —0.3,I' = 0.04,0 = —7.0. Quantos items
do ativo, cada um valendo $100, voce deveria curtar ou comprar para fazer
um A-hedge? Apos faze-lo, quanto voce espera ganhar ou perder, se o ativo
subir 1% no proximo dia? Suponha 365 dias por ano e r = 0.

20 Calibrando BSM e volatilidade implicita

Vamos ver o que acontece, se um trader usar o modelo de BSM para precificar
uma opcaoe.g. um call e fizer um hedge. Ele supoe entao que o ativo obedeca

dSt = TStdt + OStth

sob a medida risco-neutra com algum ¢ constante e calcula o preco do deriva-
tivo. Mas traders podem acessar dados do mercado para saber por quais
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precos os derivativos estao sendo negociados e raramente o preco BSM calcu-
lado coincide com as indicacoes do mercado. Um atitude possivel é calibrar
o seu modelo BSM contra o mercado: ajustar o valor da volatilidade ¢ do
modelo BSM para refletir os precosdo mercado e usar este valor de o para
por exemplo precificar opgoes exoticas até o proximo rebalanceamento. No
modelo BSM ¢ ¢é o unico parametro a ser ajustado, o que nao sera verdade
para os modelos a ser vistos na secao 22.

A calibragao é feita da seguinte maneira. Usamos a equacaode BSM de
maneira reversa: conhecendo o valor fornecido pelo mercado de opcoes vanilla™
fr(So, K, T,0), ajustamos o valor de ¢ na equ.(10.19) minimizando a dis-
repancia entre o valor BSM e fy(Sy, K,T,0),. Ou seja, usamos a equagao

fM (S(), K, T, 0') = fBS (S[), K, T, O'Bs(So, K, T)) (201)

onde no lado esquerdo inserimos os valores do mercado e extraimos o que
se chama volatilidade implicita™ opg. A solucaoé unica, pois o f é uma
funcao crescente de o, mas temos que obter esta solucdonumericamente’” .
Usamos o modelo de BSM para obter uma grandeza naonegociavel ¢ em
termo de opgoes negociaveis. Certamente nao estamos supondo aqui, que o
modelo BSM descreva bem o mercado, mas usamos BSM como uma maquina,
que fornece o em troca de valores de opc¢oes do mercado!

Tudo bem, mas no mundo BSM ¢ é constante independendo de Sy, K, T
No entando a volatilidade implicita opg resultante da calibracaonaoé con-
stante, pelo contrario pode ser bastante aleatéria. Podemos ver isto na
Fig.(20.1) da ref.[38] mostrando calibramento diario. A Fig.20.2 mostra os
indices VIX e S%P, onde observamos volatilidades mais altas em periodos
de crise. Este procedimento de calibrar a opcaono instante ¢ obviamente
s6 pode usar tempos t' no passado t' < t, esperando com isto advinhar a
volatilidade real futura em ¢ 4 dt. Algo dificil de fazer e na verdade estamos
apostando na volatilidade futura. Note ainda que, mesmo fixando K e T,
temos que fazer uma calibracao para cada(!) opgaoe para cada Sp!

"SEstas opcoes sdo negociados com frequencia e seus precos sdo bastante acessiveis.

"Podemos ver resultados para para ativos listados na S&P 500 no site https://br.
investing.com/indices/volatility-s-p-500.

“"Implementado por exemplo no Scilab.
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Grafico 12
Volatilidade de sessenta dias das agdes da Telemar e média da volatilidade implicita fazendo-se uso da
equacao de Black & Scholes
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Figure 20.1: Volatilidade implicita e volatilidade média em 2000-2003.
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Figure 20.2: Indices VIX e S&P vs. t.
Temos agora um modelo BSM, que replica "bem” opc¢oes vanilla num in-
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stante ¢, pois acabamos de calibra-lo e podemos operar no mercado. Vende-
mos por exemplo uma opgao call em ¢t < T pelo prego c(S, t,opg) fornecido
pela equ.(16.13). Mas precisamo-nos proteger de riscos: executamos o hedge
baseado no modelo. Para calcular o A. de uma opcgao call no instante t,
usamos a equagao

In(s/K) + (r £ 0%4/2)7
UBS\/F ’

Montamos um portofolio auto-financiante II; contendo a quantidade ¢; =
Jf/0S; de ativos e titulos no valor restante de I, — ¢;.5;

Ac(Si,t,ops) = N(dp(S), du(s) = T=T—1.

Ht — thSt + Ht - thSt . (202)
ativos titul

A variacao do portofolio autofinanciante em dt - o P&L - é dIl; = ¢,dS; +
Y/)tdBt = ¢tdSt -+ Q/)tT’Btdt ou Seja

dl_.[t == ¢tdSt + (Ht - gtht)Tdt (203)
com I1(0) = ¢(0, 5(0)).

20.1 Um dia na vida de um trader

Voce estd sentado um sua mesa de trader e tem que negociar calls e usa o
modelo BSM com uma certa volatilidade opg para precificacao.
Mas suponha agora, que o pregodo ativo seja na verdade bem modelado
pela equagao
dS; = p(t, S)Sidt + 015c(S, ) S dWy, (20.4)

onde 05,.(S,t) chama-se wvolatilidade local a ser abordada na secdo 21.
Temos agora um portofolio hedged com A calculado usando a equagao BSM
com volatilidade opg, mas sua evolugao segue a equagao acima com algum
T10¢(S, ). 010¢(S, t) pode inclusive ter sido extraido do mercado, neste caso
chamada de volatilidade historica.

Ja sabemos que o valor do arrastos nao deve ser importante, mas o valor da
volatilidade é crucial e o erro cometido deve ser proporcional de diferenca das
volatilidades (055 —0y,.). Pois vejamos. Seja Y (t) diferenca entre o portofolio
I1(¢) evoluindo segundo equ.(20.4) e o valor de uma opgao BSM f(S(¢),t)

Y(t) =1L — f(ﬂ St)
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com Y (0) = 0, ou seja eles coincidem no instante inicial, mas evoluem com
volatilidades diferentes. A sua variagaono tempo dt é dado pela diferenca das
equagoes BSM: equ.(17.7) para o constante e a equ.(17.13) para o,.(t,S).
Cancelando os termos 1S5 = rSA, pois II(t) na equ.(20.2) usou A, = ¢,
obtemos

0 f

L9s?

De fato usando a equagao de BSM (17.7) para df/0t, a equ.(20.3)
com ¢y = Jf/0S para dIl; e a equ.(20.4) para dS obtemos

of 10%f

dY()—rYtdt+ 52 (0% — op.)dt. (20.5)

dY = dll—df = ¢;dS + (11 — S)rdz‘—(T(ﬁ— _5@6152
= ¢ydS + Ilrdt — rSo,dt
2 2 92 ¢ 9 A2
s OpsuSTONf alocS o f
_<—/AS(),L*T@+/]‘>(H— 5 352dt
(U%S B 0?06)82 an
= Ilrdt — rfdt + 5 aSth,

onde usamos dW? = dt no termo em azul e a equagao BSM para
%. Resulta entao

192f

AY, = rYdi + 55

——-S%(0%g — of )dt. (20.6)
Integrando com Y (0) =0e ' = gis]; obtemos o P&L

1 T
Yr =3 /0 " TITS% (0% — of,)dt. (20.7)

Segundo a equ.(18.3: T' = % > 0) tanto para opgoes put como call. Na

equacao acima a volatilidade o;,. pode ser uma funcaodada fornecida por
um modelo nosso ou até a wvolatilidade realizada. Quer dizer contanto que
0%ey > 0Ob ., a nossa estrategia de Delta-hedging resulta num ganho, pois
Y; > 0.

Por outro lado I' depende do ativo aleatorio S e se o prego fizer saltos
seria dificil manter esta condicao e obter vantagens. Concluimos, que hedging
eficiente depende pois de uma boa estimativa da volatilidade, assunto a ser
tratado nas proximas segoes .
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Figure 20.3: Sorriso convencional da volatilidade implicita opg vs precoalvo K
com S fixo.

20.2 Sorrisos de volatilidade

O CBOE publica indices da volatilidade implicita como o VIX-Volatility
Index. O VIX é calculado a partir de um grande numero de opgoes call e put
da Standard&Poor por periodos de 30 dias. A volatilidade implicita muitas
vezes exibe a forma U no grafico opg vs K ilustrado na Fig.20.3, o que gerou
o nome ”sorrisos de volatilidade”. Acabou-se usando este qualificativo para
qualquer volatilidade nao constante. Alem disso a volatilidade tambem varia
com a maturacaol. Temos portanto para cada instante ¢ uma ”superficie
de volatilidade” o, (K, T).

Sorrisos de volatilidade sao geradas na volatilidade implicita conforme o
ativo muda de Sy > K(ITM) para Sy < K(OTM) com ops maior para
ITM, OTM e menor para calls com Sy = K(ATM). Portanto temos ££ < 0

e g—[p( > 0. O sorriso tambem costuma diminuir proximo a maturac¢aoem

t =T como vemos na Figura 20.4.
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Maturity t1

Maturity t2

Figure 20.4: Volatilidade vs. precoalvo K para duas maturidades t1 e t2 > t1.

O sorriso sugere que opcoes OTM e I'TM com maiores ogg $40 mais procu-
rados que opcoes ATM. Demanda aumento o preco! Pois considere investi-
dores que perderiam dinheiro, se o ativo cair. Eles comprariam opcoes put
OTM com baixo K. Por outro lado aqueles que perderiam, se o ativo subir,
comprariam opcoes call OTM com alto K. Como ha mais compradores que
vendedores, o preco de opgoes OTM é maior. Ja que o preco calibrado contra
o mercado aumenta com a volatilidade, resulta que a volatilidade é maior
para OTM com S/K’s diferentes de 1. A figuras 20.5 mostra o exemplo de
uma superficie de volatilidade implicita opg em fungdode T' e S/K, porem
nao simetrico. Isto mostra que o presente argumento sobre a demanda de
opgcoes vanilla nao pode ser a historia toda. ¢ podera depender de t e S ou
inclusive seguir um processo estocastico proprio: sera preciso langar mao de
modelos especifico para uma descricao adequada de 0. Mas veremos a seguir,
que podemos extrair a volatilidade sem compremeter-nos com algum modelo
especifico e com isto precificar corretamente opcoes vanilla.
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Implied Volatility Surface
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Time to Matutity T

g

Moneyness M o

Figure 20.5: Superficie de volatilidade opg(S/K,T) com um sorriso conven-
cional, porem nao muito simetrico. T' é medido em anos.

Uma explicacao para o sorriso de volatilildade é sua possivel dependencia
no ativo S e do tempo. Introduzimos entao a wvolatilidade local, que podemos
obter a partir de precos vanilla do mercado usando a formula de Dupire.

21 A volatilidade local e a equacao de Dupire

No modelo BSM a volatilidade é constante. A volatilidade local o(S,t)
(VL) é a generalizagdo mais simples mantendo um sé ativo subjacente. A
fungao o(S,t) é uma funcaodeterministica, que codifica a volatilidade do
mercado: num particular instante ¢ ela fornece o valor de todos ativos nego-
ciados no mercado, supondo que S(t) obdega a equ.(20.4)

dsS = ,utStdt + Jloc(St7 t)Stth (211)
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A volatilidade nao é um item negociado no mercado, mas pode ser destilado
a partir por exemplo de opcoes vanilla - realizado pela equacao de Dupire.
Uma vantagem de modelos de volatilidade local é a sua facilidade de cali-
bragao, ja que a unica fonte de aleatoriedade é o pregodo ativo S. Uma vez
obtida a volatilidade local por construgao precifica exatamente opgoes vanilla
para qualquer K e T e podemos usa-la para precificar opgoes exoticas.

No modelo BSM a volatilidade é constante. A volatilidade local (S, )
é a generalizagdo mais simples. A func¢aoo(S,t) codifica a volatilidade do
mercado: num particular instante ¢ ela fornece o valor de todos ativos nego-
ciados no mercado, supondo que S obdeca a equagao

dSt = ,LLtStdt + O'(S, t)Stth (212)

A volatilidade naoé um item negociado no mercado, mas pode ser des-
tilado a partir por exemplo de opgoesvanilla, como faremos a seguir. A
partir dai podemos obter precos de opgoes vanilla usando a maquinaria BSM
equ.(16.38).

Para sobreviver bem no mercado ¢ essencial ter uma boa estimativa da
volatilidade. A equagao de Dupire expressa a superficie de volatilidade o (K, T)
em termo dos pregos de opgoes vanilla f(S, K, T,...) do mercado. Os valores
destas opcoes sao muito mais acessiveis do que as volatilidades em si.

Suponhamos uma evolucao do ativo sob medida risco-neutra () seja

dSt = (7’ — d)Stdt + O'(St, t)StdWQ, (213)

onde d ¢é a taxa de dividendos e o(S;,t) é a volatilidade local. O valor de
uma opcao call Europeia é

C(S,t, K, T) = eir(Tit)<(ST—K)+>Q = €7T(T7t)<(ST—K)9(ST—K)>Q (214)

Tomando derivadas em relagaoa T e K iremos destilar uma relagao para a
volatilidade local em termo de opgoes e suas derivadas a seguir.

Mas primeiro vejamos as condigoes, que estas derivadas devem satisfazer
para evitar arbitragem.

1. 2= <o
Na maturacao temos ¢(K+dK)—c(K) = (Sr—K—dK)—(Sr—K); <
0, logo ausencia de arbitragem assegura, que isto vale para qualquer
instante e 8‘9—10( < 0.

181



2. 2 >0
Para mostrar que 9% > 0 note que a funcdo f(z) = (z — K) é convexa
e portanto podemos usar a desigualdade de Jensen equ.(6.6) (f(z)) >

f({z)). Condicionando em S; e tomando a esperangasobre S;, temos
para t < T com a notagao E[X]| = (X|F)

Eo[(St — K)4] = Ey[Ei[(Sr — K)1]] > Eo[(Ei[Sr] — K) ]
= Eo[(S: — K)+].

Um argumento de arbitragem seria o seguinte.

Se 36 for < 0, vendemos um call com T' = T} e compramos
um mals barato com T" = Ty > T, embolsando a diferenca
D. Para simplificar consideremos r = 0. Se em T} tivermos
S, < K aopcaoem T; vale nada o nosso lucro é (Sp, —K) 1+
D. Por outro lado se Sy, > K, a opgao é exercida, curtamos
o ativo necessario, mas ficamos com K. Em T; pode ocorrer

1. Sp, > K. Usamos o nosso K para comprar ativos em
fechamos a curta de T7, embolsando o valor D.

2. St, < K. Compramos o ativo por St,, fechamos a curta
de T, embolsando K — Sy, + D > D > 0

21.1 A equacaode Dupire I

Para determinar a dependencia em relacaoa T', explicitamente via T e im-
plicitamente via S, calculemos a diferencial de ¢(S,t, K,T) com K fixo™

de de 1 9%
dTC(S,t, K, T)’K = a_TdT a_STdST + = 5 aSQ dsz

_ efr(Tft)< [ —7r(Sp — K)dT + dST]G(ST —K)+ %5(ST — K)d5%>,

levando em conta a dependencia explicita em T e a implicita via Sp. Fre-
quentemente supriremos os argumentos S, ¢ para simplificar a notagao !
Usando a equ.(21.3:dS; = (r — d)Sidt +0(S;, ) S:dWg) com t = T resulta

dTC\K =

Note que (...)o é a medida sob a qual S(t) é u a martingale e portante é certamente
independente de K e de T. Logo dr{(... > = (dr >
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(1) <_r(ST—K)G(ST—K)dT—i-@(ST—K) ((r—q)SrdT+o(S7,1)SdWq)
+%5(ST—K)S%02(ST,T)dT> )

Q
Logo fazendo Sr = K no ultimo termo, resulta

drelg = e""T‘“<9(ST — K)(rK — ¢Sr)dT + 6(St — K)%K%Q(K, T)dT

+O(Sy — K)U(ST,T)STCZWQ>Q. (21.5)

Usando (dWy)qo = 0 obtemos
dre|lg = e*’”<T*f><0(ST — K)(rK — qSr) + %5(5} - K)K**(K, T)>QdT,

onde fizemos Sr — K no termo contendo a 6(Sy — K). As derivadas da
equ.(21.4) em relacaoa K sao

Orc(S,t, K, T) = —e"T90(Sp — K)o,
0%eS t, K, T) = —e "T9(5(Sp — K))g. (21.6)

Para expressar os termos ~ 0(Sy — K) usamos a equacao para Ok c:
(Sr8(ST — K)o = (St — K + K)0(S5r — K))q
= (St — K)4)o +{8(Sr — K))g = " T0¢(S, 1, K, T) + (0(Sr — K))q
Resulta a seguinte equacgao

L ——(—)K&— +1820
oTlx — VT VR T T 5K

K2<02(K,T|ST - K)>Q. (21.7)

Isolando a volatilidade local e notando, que podemos eliminar esperanca (..)o,

pois nao ha mais variaveis aleatorias, resulta a equagao de Dupire em ter-
mos de ¢(S,t, K,T)[15]

Oc Oc
(ol (K,T|Sr = K)) = —& L (21.8)
2 K2 02c
OK?2 T
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A volatilidade local of,(S,t) é uma fun¢aode duas variaveis. Usando a
equagaode Dupire destilamos esta fungaoo? (z,y) para todos z = K e
y = T de opgodes call ¢(S,t, K,T) negociadas no mercado num certo in-
stante t. A variavel temporal sofre aqui uma certa ”transmutacao”: T é o
tempo de maturagao contado a partir de um certo instante inicial £ de uma
opgao vanilla, enquanto a variavel ¢ na fungaoo(9S,t) rotula a evolu¢aodo
ativo para, em principio, qualquer instante. A equacao21.8 fixa a dinam-
ica da volatilidade o(S,t). Note porem, que as opgoes c(S,t, K,T) tambem
evoluem com tempo. Precisamos portanto frequentemente recalibrar a volatil-
idade local™. Esta deficiencia ¢ aliviada nos modelos de volatilidade aleatoria
da secao 22.

Argumentos de Arbitragem

No instante ¢ < T usamos um conjunto de ativos subjacentes S para
obter opgoes call com maturidade futura 7' com pregoalvo K. Num
particular modelo o denominador da equ.(21.8) é sempre positivo, pois
a opcao ¢ uma funcao convexa de K. No mercado a derivada é calculada
como

9*C(K,T) y c(K—eT)+c(K+eT)—2c¢(K,T)

= 111m

0K? e—0 €2 ’

(21.9)

a chamada opcao borboleta. Ausencia de arbitragem obviamente proibe
opgoes borboleta com precos negativos.

No entanto a positividade do numerador requer uma prova[37], pois

temos 8‘9—[% <0e g—; > (). Para isto vamos re-escrever o numerador como

Oc

o - K25 tge= e L [ee(Sy, KT, T)]. (21.10)
K

OK |t dT

Devemos provar que

V(t,Th,Ty) = eqTZC(Ke(’"’q)TQ,TQ) —equc(Ke(r’q)Tl,Tl) >0, para Ty > T7.

™E claro, que recalibracdo somente é possivel para um conjunto discreto de valores z,y
- desafio a ser encarado na segao 25.
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ou seja V (¢, Ty, Ty) deve ser uma funcao crescente em T
eqTQC(Ke(T’q)TQ,TQ) > equc(Ke(T’q)Tl,Tl) para Ty >Ty. (21.11)
Temos duas possibilidades aqui:

1. Em nosso mundo ideal em que S; é uma martingale sob a medida
risco-neutra Q e a opcao call é uma esperanca descontada sob esta
mesma medida e veremos, que o numerador equ.(21.11) é positivo.

2. Para o valor de opc¢oes gerado pelo mercado o numerador é positivo,
mas somente se proibirmos arbitragem.

Provemos entao a positividade nestes dois casos.
1. O termo em T, é
€qTZC(]€FT2, TQ) = 6qT2€_TT2<<ST2 — kFT2)+>Q.

Precisamos de um gancho para acessar a opcaoem 77. Para isto
vamos calcular esta esperancacondicionada ao ativo ser igual a
St, em T e tomando esperancas em relagaoa St

TPy, Ty) = 6—(r—q)T2<<(ST2 - kFT2)+)Q\ST1>Q, (21.12)
obtendo portanto
eqTQC<kFT2>T2) = 6_(T_q)T2<<(ST2 - kFT2)+>Q}ST1>Q

1

_ F—T2<((ST2 - k;FTQ)+>Q|STI>Q.

A funcdo f(z) = (z — K)4 é convexa e portanto podemos usar a
desigualdade de Jensen equ.(6.6)

(f(z)) = f({z)).

80Note que os fatores Ke™ 9T garantem a mesma forward-moneyness para am-
bas as opgoes. Pois ela é obtida, dividindo o pregoalvo pelo valor do ativo a-termo
Fr = Spe"=9T) | temos

T

Kelr—aT:  gelr—aTh
Fr. - Fp

2 1

com algum valor para k > 0.
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na equacao acima obtendo
<<(5T2 - kFT2)+>Q‘ST1>Q > <(<ST2|ST1>Q - kFT2)+>Q

Por definicio S; = e~("~9%S, é uma martingale:
(e =TS, [Sr,) = eI Sy,

ou seja (S1, |9 )g = %Sﬂ- Com isto temos
S, — kFp))o|Sn ) =
((Sn, —kFr)dalSn )

(inlStdo—kFn)) = (7251 —KFr) Yo = 72{(Sn — KFn) Do

T1 B F T1
Otemos finalmente o resultado desejado

€qTQC(kFT2,T2) Z 6qT267TT2@<(STI — kFTl) >Q
Fr, +

= eIt x e_TTl((STl — k:FTl)+>Q = equc(k:FTl, Tl),
que mostra ”algebricamente” que o numerador é positivo.

. Agora suponha, que estas nossas opcoesvanilla venham precifi-
cadas pelo mercado. Ainda assim ausencia da arbitragem garante
positividade. Suponha, que a condicao acima seja violada

eqTQC(Ke(r’q)TQ, Tz) < equc(Ke(”’q)Tl, Tl).

Mostremos que isto proporciona arbitragem usando a seguinte es-
trategia:
Emt=0

1. compre uma opg¢ao com maturidade 75 e prego alvo kFrp,, a de

menor prego

T>—T1)

2. venda e~ opc¢oes com maturidade 7T e precoalvo kFp,,

embolsando a diferenca positiva.
Em T} assuma a seguinte posicao A

se Sp <kFp @ A=0
se Sy >kFp: A=-L

Em T5 nosso P&L contem
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1. recebendo o retorno da opgao comprada (ST2 — kFTQ) b

2. fechando/pagando a opgaovendida em 77 acrescida de juros
r e descapitalizado por ¢

67"(T2—T1)€—q(T2—T1) (ST1 - kFT1)+ = FTQ—Tl (ST1 - kFT1)+

= (Fpy-1,Sr, — kFr,)

3. a grana gerada pela posi¢ao A entrada em 7T} e vendida em T5
A(STz - FTQ*TI STI) = _H(STI - kFTl)(STz - FT2*T1 STl)

ou seja: recebemos Sp, pela venda em 75, mas tivemos que
que pagar um preco-a-termos em 77 para liquidar a posi¢ao A
em T5.

O nosso P&L em T, é

(Sr, — kFr,), — (Fr,-n,S1, — kFr,) . + A(St, — Fr,—1,S7,)

= (St, — kFp), — [(S*Tl — kFyp,), +0(St, — kFr) (S, - STI)}

= f(ST2) - [f(ng) + f/(§T1)(ST2 - ng)}

com Sy, = Fr,_p,Sry, onde f(z) = (# — kFp)4, cuja derivada
é f'(z) = 0(x). J& que f(x) é uma fungao convexa, qualquer tan-
gente fica abaixa do grafo de f(z) e o nosso P&L é positivo.

Note porem, que temos que manter a posicaoaté a maturidade
para obter um ganho e nao podemos "remarcar” as opgoes conforme
o mercado muda.

Podemos portanto de um lado extrair a volatilidade local, se soubermos no
instante ¢ < T o pregode opcoes vanilla para qualquer 7" e K, a superficie
de volatilidade sendo supostamente livre de arbitragem. Com isto podemos

precificar derivativos mais complexos.
Esta extragao por outro lado fixa a evolugao de ativo dada pela equ.(21.3)

- esta limitacao é superada por modelos de volatilidade aleatoria da sec¢ao 22-
nao sera no entanto facil de mante-los livre de arbitragem! Note que pro-
cessos com volatilidades ¢’ diferentes, mas com os mesmos valores para

(02 (K, T|St = K)),VT, K geram a mesma volatilidade e que as conclusoes
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desta sec@o valem nao somente para opgoes call com ((Sr — K), ), mas para
qualquer fungio convexa f(z) com x = 5L[37].

Neste ponto podemos esquecer esta equagaode evolucaodo ativo , cujo
papel é se esgota com a obtencaoda equacaode Dupire. No entanto o pro-
cesso da calcular as derivadas na equacao de Dupire é bastante instavel, pois
temos que tomar derivadas de dados ruidosos e isto requer interpolacoes ou
outros metodos de regularizagao [10] e é dificil evitar a possibilidade de ar-
bitragem. Outro problema é que em geral o mercado fornece o prego destas
opgoes somente para um conjunto discreto de T e K. Abordaremos esta
problematica no segao 25.

Exercicio 21.1
Verifique a equ.(21.12) para o caso BSM.

21.2 A equacaode Dupire II

Podemos re-escrever a equagao de Dupire como uma equacao diferential pare-
cida com a equagao BSM para opgoes call

dc de 1, , 0%c
— —q)=— — -0 (K,T)K —qc = 0. 21.1
As solugoes com a condigaoinicial ¢(K,T = 0) = (Sy — K),, fornecm os

precosde opcoes call com maturidade T e precoalvo K. Para opgoes put
basta mudar a condi¢ao inicial para C(K,T =0) = (K — Sp) .

Podemos tambem obter a equagao de Dupire via equagao de Fokker-Planck.
Para isto vamos introduzir a probabilidade risco-neutra pg(Sp; S, t) do ativo
assumir o valor S no tempo ¢, dado que era Sy em t = 0 - veja a equ.(16.30)
para o caso BSM. Temos entao para uma opgao call

o(S,t, K, T) =e ™ {(Sr—K) )g=e"" /OO(S—K)pQ(SO,s,T)ds. (21.14)

K

Diferenciando em relagdoa T' com a notagaosimplificada ¢y = ¢(Sy, K, T),
_ 9 _
Cx = 8—10(|T,CT = 8—;|K temos

> dpo(So; s, T
or =—rc+ e_TT/ (s — K)—pg( 0% )ds
. dT

188



Usando a equacao de Fokker-Planck (14.29: 8ip = —9, [ap] + $02[b?p]) cor-
respondente a equ.(21.3) para dpg/dT resulta

or=—rc+e"T /KOO ds(s — K)( — Os[(r — q)s p| + %882[(05)2]9]),

onde abusamos um pouco da notagao suprimindo os argumentos S;,t de a, b
e p. Integrando uma vez por partes o termo Js e duas vezes o termo 83
obtemos

o0 1
cr = —rc+ (r— q)erT/ sp(s, T)ds + §€7TT(‘7K)2P<K> ),
K

onde o ultimo termo é o integrando no limite inferior e supusemos, que

lim (ST — K)STP(S, ST, T) =0.

STA)OO

Usando ainda

Cx = —e_TT/ po(s,T;So)ds, cxx = e_erQ(K,T : So) (21.15)
K

e notando que

e_rT/ spods = e_TT/ (s — K)pods + Ke_rT/ pods = ¢ — Kcg,
K K K
segue-se que

1
cr=—-rc+ (r—q)(c— Kcg) + §(UK)20KK

1
= _<T_Q)KCK_QC+§(UK)2CKK- (21.16)

Resulta finalmente a equagao de Dupire em termos de ¢(S,t¢, K,T)

el + (r — K Flr + qe

2 0%¢
K25sr

%O’Q(S,t,[(, T) = (21.17)
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21.3 Volatilidade local em termos da volatilidade im-
plicita
Iniciamos com a equ.(20.1)

(S0, S = K,T) = cps(So, K, 085(50, K,T),T), (21.18)

que define a volatilidade implicita. E mais conveniente usar variaveis adi-
mensionais: a varianca de volatilildade total

¥(So, K, T) = Topg (21.19)

e ao invez de K usamos

z = log ( (21.20)

)

onde Fy = elo (M=d®)dtg ¢ o precoa termo do ativo, pagando dividendos
na taxa d(t). Com isto a formula de Black da equ.(10.28) fica

cns (S0, K, 0p5(So, K, T), T) = e~ Jo 7t <FT/\/'C(d+) - KNC(d2)>

= FreJo d [N(dy) — "N (d-)]
z VX

= _foT d(t)dt _— —_— — T — i J— @
Fre N ( st ) mEN (- =5 )| 2
e a equacao de Dupire fica
dc  ob. (9% Oc
o7 = 55~ gy O (21.22)

com pu(t) =r(t) —d(t).

XXXXXXXXXXXXXXXXXXX tomando algumas derivadinhas d dcgg, x, 2

2 oT
Oloc = z oY | 1 1 1, 22\/0% 1025 (21.23)
—EE i1 s T &)+ 357

Vadddddddddddddddddddads

Na proxima secao veremos modelos incorporando uma dinamica propria
para o.
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22 Volatilidade Aleatoria(VA)

A volatilidade implicita é na verdade aleatoria, pois depende de ativo sub-
jacente S(t), que é aleatorio. Mas pode ocorrer, que haja outras fontes de
volatilidade alem das flutuacoes do ativo. Isto acontece por exemplo, se as flu-
tuagoes das opcoes nao seguirem as do ativo. Seria bastante auspicioso poder
independentemente
1) calibrar hoje um modelo ao sorriso do mercado
e
2) especificar a dinamica futura da volatilidade, apesar de que isto difi-
culta garantir ausencia de arbitragem e que nao poderemos calibrar a maioria
destes modelos a superficie de volatilidade. Tambem veremos, que estes mod-
elos ndo sao completos!

Poderiamos entdo modelar a volatilidade aleatoria(VA) da seguinte maneira

dSt = ,uStdt + UtStth
dO't = (l(St,O't>dt + b(St,O't>tha
AW, dW? = pdt, (22.1)

com a, b especificando a dinamica de o; e W7 é um movimento Browniano
com correlacao (AW dW7) = pdt, i.e. W¢ é correlacionado com o processo
Wiener do precodo ativo W, para p # 0. Podemos expandir W) em termos
de dois processos Wiener independentes Wy, W, como

W = pW, + pW,. (22.2)

Impondo que (dW7dW7) = pdt, resulta p = /1 — p?. Assim W/ é normal-
mente distriuido e seus incrementes sao independetes, ja que os de W; e W/
0 sao. A equacao para o fica:

dO't = (I(St, O't)dt + b(St, Ut)(det + ﬁthI) (223)

Para b(S;,0¢) — 0 o modelo se reduz ao BSM com termos dependentes do
tempo. Este fato ajuda a adquirir alguma intuicaosobre o comportamento
dos precos de opcoes neste modelo de VA.

Podemos tambem neste contexto introduzir medidas Q equivalentes a P,
que terao derivadas Randon-Nikodym como na equ.(15.18)

4o T 1T, T 1T,
ﬁ—exp< /0 AW, — 5 /O Asds>+ /0 G, = /0 Csds) (22.4)
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Pondo A = (r — p)/o e ( = ((S,0) e usando a equ.(22.3) obtemos as
equacoes sob medida Q como

ds, = rSydt + 0,S,dW,
doy = a(Sy, o) dt + b(S;, 00)dWY (22.5)

onde W, W7 processos Q-Wiener com (W,W7) = pdt e
a(S,0) = a + b(pA + )

e vemos que a(S, o) faz o papel para o;, que a taxa r faz para o ativo S;. O
valor de uma opgao f(Si, o4, t) com ativo subjacente S; e retorno Z(Sy) é

f(St, Oy, t) = €7T(T7t) <Z(ST>’ST, O't>Q.

Mas como ¢ naoé um instrumento que possa ser negociado, argumentos
de arbitragem nao determinam seu arrasto, deixando ¢ e consequentemente
a(S(t),o(t)) arbitrario.

Modelos de volatilidade estocastica nao saocompletos: héa dois proces-
sos de Wiener e um so ativo e a medida risco-neutra naoé unica, resul-
tando em pregos diferentes, ja que dependem e.g. das flutuagoesde S(t): o
prego de opgoes depende do caminho! E uma instancia do Segundo Teorema
Fundamental da secao 16 afirmando, que um modelo é completo, sse a me-
dida risco-neutra for unica. Com o(t) uma variavel dinamica precisamo-nos
proteger contra as flutuacoes desta variavel, fazendo um o-hedge. Devemos
entao incluir em nosso portofolio um item negociavel nao-linear em S, por
exemplo outra opgao ¢(S, o,t). Desta maneira o modela serd completo.

Formemos entao um portofolio contendo alem da opgao f(S, o,t) tambem
outra op¢ao ¢(S,0,t). O ativo subjacente é o mesmo, mas K e/ou T po-
dem ser diferentes. O portofolio II contera além da opgaocom preco f, uma
quantidade —A do ativo e a quantidade —¢ da opgao g:

IMI=f—AS—4dg.
As opgoes f (5, 0,1), g(S, o, 1) satisfazem a seguinte equagao diferencial

Of | GOF 0 1 a0 1,0 )
ot 095 T, 5652 3 30z 175555,

Vamos calcular a d1ferenc1al dIl e fixar A e § para anular as aleatoriadades
como fizemos na dedugao de equagao BSM. Obtemos usando as equs.(22.1)

dll = —AdS

=rf.  (22.6)
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af af of 1O%f 5 . 10%f ,
- - ZL L —— 22.
+{Grdt + 55dS + 5hdo + S oo St + S-S (22.7)
1 0%f
5o SabSpdt}
—5{f —>g}
ou seja
of 10*f 10%f 1 0%f
Al = dt{ 5 + 55575 + 552 + 35,5870
dg 19%g o, 1 9% , 1 0%f
of  _dg of  .0g
g~ 05, AJds + [ — 95, |do
Imporemos
of dg
9F 599 A _ 2.
0S oS 0 (22.8)
of dg
L _5= = 0. 22.
do 680 0 (22.9)

Impondo estas condigoes matamos os termos ~ dS e ~ do obtendo

of 10*f , ., 10*f, 1 &*f
— S22 Sy b
dIl dt{8t+235205 +2802 +280850 Sp
dg 19% 5 . 19% , 1 0f
(Y 79 29 - 99.1
(5<atdt++285205dt+2802b dt+2aaaSUbSpdt)} (22.10)

Igualando o resultado com a variacao do portofolio, que agora é livre de risco
dll = rlldt = r(f — AS — dg)dt.

resulta

af 1 10%F 202, 19%f,2.,1 9°%f
Bt T3 5529 9 355,30 T3 555500501 f

2 2 2
-5 (%Jr% L4025+ 2402+ a"f,—agsobsmrg> +rAS=0.

Inserimos o valor de A obtendo

af 1 10%F 2¢2,198%f,2., 1 98%f of
9190028 +§87b +35 959500Sp+55rS—1f
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5( +%§T 252 "'2(9 9b2+é8‘16950b5p+657“5 rg)

Agora inserimos o valor de ¢ e obtemos

6tf+%—sf52 +5‘9f +1 fdbSp+%'rSfrf

9095
9o f
99 1 829 2421 E)ng2+1 029 oo 09, o
_ ot 73520 +7 952 2950357 p+3?r "9
- o g :

O lado esquerdo é funcao somente de f e o direito somente funcaode g. Por-
tanto as fragOes saoiguais a uma ”constante” de separagao, que chamamos
de a(S,0,t). Constante aqui quer dizer independentes das variaveis em
relacao aos quais tomamos derivadas ou seja independentes S, o,t. Obtemos
assim a equ.(22.6), tanto para f como para g.

Ja que f descontado é uma martingale devido as equs.(22.8), o processo

Y(t) = f(t,S(t),o(t)) obdece
dY; = rYdt + dW,, (22.11)

e da equ.(22.7) segue-se, que

of af

oSdW +
a8 0o
Acabamos de criar um modelo completo, pois temos dois items negociaveis .S;
e Y;, um para cada processo de Wiener com uma unica medida risco-neutra
associada

AW, = ZLbd W (22.12)

dS(t) = rS(t)dt+ o(t)S(t)dW, (22.13)
dY, = rYdt+ dW,,

Porem temos agora uma infinidade de modelos indexados pela fungao (.5, t).
Cada escolha - a criterio do investidor - de ( determinara uma volatilidade &.
Podemos calibr o modelo ao mercado fixando as fungoes a(z, y) e b(z,y). Por
exemplo se soubermos os precosde uma particular opgao g para ”"todos” os
valores de K e T, entao podemos calibrar via BSM a solugao ®! da equ.(22.6)
para f de modo a obter os valores do mercado g. Portanto a volatilidade o,
deve satisfazer a equacao

Y (t) = fsm(S,0,t).

81Note porem, que teremos que obter a solucio numericamente!
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Poderemos entao precificar outras opcgoes, e.g. exoticas, utilizando a
volatilidade o(t,S;). No entanto isto é mais dificil de executar do que A-
hedge com a equ.(22.8), pois para implementar a equ.(22.9) temos que usar
opgcoes vanilla, que sao menos liquidas que ativos e envolvem maiores custos
de transacao.

Ao invez de discutir maneiras de fixar a funcao a, apresentamos dois mode-
los populares especificando as fungoes a(S, o) e b(S, o). A falta de completeza
dos modelos se reflete na dependencia destes parametros.

23 Volatilidade Aleatoria: Modelos

Quando um trader é confrontado com um sorriso de volatilidade livre de
arbitragem, a escolha do modelo pode impactar significativamente tanto a
precificacao como a estrategia de hedging alem de simples Delta-hedging. Va-
mos apresentar dois modelos populares fixando as fungoesa(S, o) e b(S, o)
da equ.(22.1), que controlam o comportamento da volatilidade.

A volatilidade inicial o controla o nivel da volatilidade e b é a wvolatili-
dade da volatilidade: vol-vol. Com vol-vol alto a probabilidade de eventos
extremos - eventos com S longe da media - aumenta com o concomitante au-
mento do prego para opgoes OTM. O parametro p controla a correlagao entre
a variancado ativo e da volatilidade. Se p < 0, retornos negativos surgem
mais com alta volatilidade. E o que observamos tipicamente no mercado com
volatildade alto em tempos de crise.

Consideremos dois modelos, cujas equagoes de movimento sao

1. O modelo SABR[17] (Stocastic Alpha, Beta, Rho):

dat = gOétdZt (232)
0<a, 0<pB<1 (23.4)
2.
dSt = /J,tStdt + St\/thth (235)
dvy = qudt + &) dW? (23.6)
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com os processos de Wiener correlacionados como
172 _
dW;dW; = pdt.

com 0 < v < 1. O parametro £ controla a volatilidade da volatilidade.
Formariamos um portofolio replicando a opc¢ao contendo o ativo, um
titulo e um outro ativo dependendo da volatilidade.

Para ay = —A(1x — V) e v = 1/2 obtemos o famoso modelo de Hes-
ton[l1], que para este valor de -y é exatamente soluvel.

Em todos estes modelos temos um item negociavel e dois processos estocas-
ticos. Logo a medida risco-neutra naoé unical
Resaltamos, que:

e No modelo de volatilidade local estruturas futuras da superficie de
volatilidade saodeterminadas em ¢ = 0, mas mudam ao recalibrar-
mos o modelo ao sorriso do mercado. Nos modelos VA atribuimos uma
dinamica propria a volatilidade. Os parametros sao ajustados no inicio
e em geral nao sao reajustados.

e No modelo SABR o nivel da volatilidade é controlado pelo valor inicial
ap de oy, a kurtose por £ e a assimetria da volatilidade por 5 e p.
£ = 0.5 é um valor costumeiro.

Somente para 5 = [0, 1] o modelo é exatamente soluvel, mas tem boas
estimativas para € = o*T pequeno.

e A escolha da raiz /14 no modelo de Heston torna-o exatamente soluvel:
o valor dos precos de opcoes vanilla se reduz a uma integral unidimen-
sional. E uma das razdes responsavel por sua enorme popularidade. O
termo A(v; — 7)dt favorece o retorno a media ¥ com A controlando a
velocidade do retorno. Este retorno é ausente no modelo SABR, o que
prejudica a sua aplicabilidade para tempos ”longos”.

23.1 O modelo SABR

Faremos uma expansao assintotica para e << 1.
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23.2 O modelo de Heston

Neste modelo o precode opgoes vanilla pode ser obtido fazendo um inte-
gracao numerica. Isto permite uma calibracaorapida a sorrisos de volatili-
dade ajustando os cinco parametros. As equagoes definindo o modelo sao

dS, = pSedt + S/ dW), p=r—d
dv, = —MNv —D)dt + &/ dWE,
(dWrW?) = pdt, (23.7)

onde incluimos um retorno & media 7 e dividendos com taxa d. A volatilidade
o = /v é aleatoria e W} sdo processos de Wiener sob medida risco-neutra @,
portanto o valor de p = r — d. A escolha da raiz quadrada é crucial para a
solubilidade do modelo!

Passemos pelos parametros e suas fungoes. Na vida real a distribuicao do
ativo nao segue um processo de Wiener geomtrico, mas a distribuicao historica
em geral é mais estreito no centro e possui caudas gordas como ilustrado na
Fig.23.1. Dos retornos diarios da S&P de 1950 até 2022 podemos extrair
a probabilidade historica. Resulta, que retornos abaixo de 3% sao proximos
a 0.7%, enquanto que uma estimativa Gaussiana daria algo como 0.1% -
resultando num fator 7 entre as duas.

Daily Return Distribution S&P from 1950 to 2022

= (Gaussian Distribution
Historical Returns

Probability to have daily return below -3%:

Historical: 0.7% >> Normal Distribution: 0.1% &

Source: yahoo finance

Figure 23.1: As distribuigoes Gaussiana e historica com cauda esquerda em azul.

O nivel da volatilidade é controlada pela varianca inicial v, como vemos
na Fig. 23.2.
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Figure 23.2: 1 controla o nivel da volatilidade.
Implied
Distribution of S(T) Volatility
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£ controls the tail risk, the kurtosis

Figure 23.3: ¢ controla o risco de cauda: a kurtose.
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Distribution of S(T)

| 4

Probability Density

60 100 120 140
SiT)

p controls the asymmetry, the skewness

Figure 23.4: p controla o risco a asimetria.

O parametro £ é a volatilidade da volatilidade visto no Fig. 23.3. Volatil-
idade mais alta aumenta a probabilidade de eventos extremos, aumentando
a cauda da distribuicaode Sp. Isto traduz-se em maior risco e precos mais
altos para opcoes OTM e aumenta as asas da volatilidade implicita criando
assim o sorriso.

A correlacdo p afeta a asimetria da distribui¢do do retorno Z(Sr). Por
exemplo um p < 0 resulta em probabilildade alta para retornos negativos
acompanhados com volatilidade alta. E o que tipicamente acontece em pe-
riodos de crise. Implica em prego /risco mais alto, portanto volatilidade im-
plicita mais alta, para opcoes put OTM na esquerda e volatilidade implicita
mais baixa, para opcoes call OTM na direita no eixo Sr.
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Distribution of S(T)

004 E -
002
60 80 100 120 140
STi

Probability Density

p controls the asymmetry, the skewness

Figure 23.5: p determina a asimetria da volatilidade implicita.

Vamos agora a solugao exata do modelo de Heston. Introduzindo o ativo
a termo

E = Ste(T_t)Ma
que obdece
dF/F = /v, dW}
e z = log(F;/K), que obdece®?
1
de = dFy/F, — (dR)*/2F = md W} — St

obtemos

1
de = —§ydt+\/5dwl (23.8)
dv = —\v—7v)dt +n/vdW?, (23.9)

onde tiramos o subscrito ¢ para evitar confusoes, pois indicaremos a seguir
derivadas parciais por indices. A diferencial de uma opc¢aonao descontada

flxz,vt) é

df = fidt + fodx + f,dv + %( Fon(dz)? + 2f,,dxdv + f,,(dv)?)

= fudt + fo( - %tht + VAW + f, (= My = D)dt + ny/vdW?)

82Lembre que d(logz) = dx/x — §(dx)? /2% + ...
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1,- ~ N

Zerando o termo ~ dt, ja que f deve ser uma martingale resulta

ft — %Vfw — )\(l/ — ﬁ)fy + %(Vf;cx + QUVmeV + UQVfVV) =0 (2311)

Notamos que todos os termos sao lineares em v e

df = fo/vdW* + fny/vdW?.

Introduzindo 7 = T — t pelas mesmas razoes que na equ.(C.2), temos que
resolver a equagao acima com ft =— fT.

Para uma opgao call temos que é(t, S) = ((S—K))o. Vamos parametrizar
a solucao do modelo de Heston como®?

é(ryz,v) = K[expl(T, x,v) — Py(T, z, y)} (23.12)

com Pj, j = 0,1 duas probabilidades crescendo de 0 para 1, quando x cresce
de = —o0o para +oo®,
Substituindo esta parametrizagdo na equ.(23.11) obtemos

oP; 1 . QP dP;
"o Gty
1, 9°P, 2pr, ., 9P
+§(V 97 + WPy o + v 9 ) =0 (23.13)

com a = AV, b; = X\ — jpn.
Precisamos impor as condigbesiniciais em 7 = 0: ¢(0,z,v) = (S — K)4,
ou seja

1 parax >0, Vv

Pj(7—>(),x,1/):9(a:)z{ 0 paraz <0, Vv

(23.14)

83 A solugdo da equagiode BSM equ.(16.13)
c(t,S)=FN(dy) — KN(d_), F =¢€""85,

tambem possui este formato. Veja tambem a equ.(10.15) e os comentarios apos a
equ.(10.20) para uma motivagao .
84Devemos verificar, que a eventual solucio satisfaca estas propriedades.
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Para resolver a equacao diferencial usaremos a transformada de Fourier em x

o0
Pi(t,k,v) = / dre "™ Pj(1,z,v) (23.15)
—0o0
e as condicoes de contorno devem garantir a existencia das integrais ocorrendo
nas transformadas de Fourier, e,g. da inversa

< dk ~
Pj(T,l‘, V) :/ %emxpj(T’u; V)~ (2316)

Para calcular a transformada de Fourier de P;(0, z,v), note primeiro que

] kx
O(x) = lim dk_c

—_— 23.1
o J_o 2ma(k —1e€)’ (23.17)

mas omitiremos a instrucaodo limite daqui para frente para simplificar a
notagao . Invertendo esta transformada de Fourier resulta

o 1
ke = —\ 23.1
/_oodxe () =0 (23.18)
Para qualquer fungao ((u) ”suficientemente bem comportada” temos a iden-
tidade® “ du (k) k)1
U
/_Ooﬁu—ze —][27” k +§C(O)
du (k) 1/°°
=4 —>—4- d(k)C(k 23.19
Faa s [ s (23.19)

com a integral valor principal(pv) definida como

/_oo+/oo} (23.20)

Ja que a fungdo ((u) é arbitraria, podemos reescrever esta equagao como

1
k — 1€

_ pv(%) o (k), (23.21)

850 termo ~ §(0) resulta da integral num semicirculo no plano complexo u evitando o
poloem k= 0,e = 0.
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supondo sempre que ela sera usada como integrando de integrais conver-
gentes.
Com isto a condicao inicial fica

Pj(0,k,v) = /_OO e *G(z)dr = ﬁ = pv(%) + %5(/{) (23.22)

A transformada de Fourier das equs.(23.13) é

or; 1 . - OP;
_8_7] - (5 — Jj)vikP; + (a — ’/bj)a—yj
1, 5= oP; ., 0°P
—§(yk P + 2mupkza—yf +n*v 5V2]) =0. (23.23)
Com a notacao
k? ik
= L 4y 23.24
a 7 "5 + 15k (23.24)
B = A—pnj—pnk (23.25)
2
N = % (23.26)
resulta
OP; . OP; 0P dP;
20 P — 2 J TA—L = 0. 23.2
aT+u{o” 5ay+vayg}+u 5, =0 (23.27)

J& que as equagoessao lineares em v, 7, parametrizemos a solu¢ao como
Pj(u,v,7) = exp (vC(k,7) + vD(k, 7)) P;(k, v,0)

e?C(k,T)—&—VD(k,T)

= . 23.28
i(k — 1€) ( )
Derivando a parametrizagao acima temos
OP, _9C(k,7)  OD(k,T), -
=7 P
or (V or v or ) !
OP; ~
=J — DP,
v !
OP: .
a—yg = D*P;. (23.29)
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Comparando os termos em v, 7 ¢ lembrando que a = A7 resulta da equ.(23.27)

oC(u,7)
5 = AD(k.7) (23.30)
O = a DD =A(D (D) (283
com
SR gi —day (23.32)

A equagao para D é

dD 1

1
S Ly

dr = D—r_)

ou seja

- dD dD
2 _ —
P = daydr = (35 D)

Integrando com as condigoesiniciais C'(0,k) = 0, D(0,k) = 0 resulta com

g=r_/ry D
—r,
24 =1 23.33
V8 —danT = log{lg——} (23.33)
ou seja com d = /3% — dary

1_€—d7'
D(r, k) = r_—l—ge*df
2 1 —ge ¥
Clr,u) = A{, 2 —} 93.34
(1, u) r_T = og ( - ) ( )

Invertendo a transformada de Fourier equ.(23.28) obtemos

1

vC (1, k D.(7. k
I%(T,x,u)=1+_][dke’kxe)(p [7C;(7, k) + vDy (7, )]
T

1k

5 (23.35)

Como o integrando para u negativo é o complexo conjugado, temos final-
mente

Pj(T’x’V):ﬁ_‘_%/o dije{eXp[V ](T ) Zk’/ ](T ) Z.CE]

} (23.36)

204



O indice j em C; e D; é para lembrar, que 71 dependem de j via a e 3!

Tanto o logaritmo com a raiz quadrada podem assumir valores complexes,
pois dependendo dos parametros, os argumentos destas fun¢oes podem tornar-
se negativos. Precisamos portanto proceder com cuidado. Nao sera necessario
usar as infinitas folhas de Riemann do logaritmo®, mas s6 precisamos o ”valor
principal” definido como

log z = log(|z]e**) = log |z| + 10, —7 < ¢ < T. (23.37)
Igualmente o valor principal para a raiz é definido como

Vz =/)z]e??, 0 < ¢/2 < m. (23.38)

Por causa destas propriedades do logaritmo e da raiz quadrada, a equ.(23.36)
s6 foi destilada apos muita confusao. Pode-se verificar, que a integral é finita
e o resultado correto é obtido usando o valor principal tanto para o logaritmo,
quanto para a raiz quadradal[53].
O modelo de Heston ¢é incompleto, pois a medida risco-neutra depende do
parametro £. Precisamos portanto de uma adequada estrategia de hedging.
0°0.0.00:0.0.00.0.0.0'0.0.60.0.0.0.0.6.60.0.0.0'¢

23.2.1 Condicoes de contorno de Feller

Condicoes de contorno Feller ....

24 Volatilidade Local Aleatoria (VLA)

Na secao 23 apresentamos modelos com valores particulares para as funcoes «
e B na equ.(22.1). Nestes ajustamos os parametros do modelo para obter o
sorriso correto de opgoes vanilla e com isto precificar opgoes exoticas. Mas
tivemo-nos restringir a valores especificos de K e T'. Outro problema é que
os modelos VL e VA precificam as opgoes exoticas de maneira diferente. Re-
solveremos estas deficiencias agora incluido no modelo de Volatilidade Local
Aleatoria (VLA) uma componente (VL) e outra (VA).

86log 1 — log(ze?™™) = log x + 2u7n para n inteiro!
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De uma das muitas escolhas para modelo de volatilildade estocastica,
escolhamos um modelo tipo Heston com ”correcao”

dS = pSdt+ A(S,t)SodW?®
do = —XNo —0o)dt +vedW? (24.1)
AW dW° = pdt.

com os parametros \,v,a, p determinados calibrando o modelo a superficie
de volatilidade para alguns valores de K e T'. A funcao adimensional A(S,t),
que ¢é a novidade aqui, a determinar.

Vamos repetir os passos, que levaram a equagao de Dupire, onde supuse-
mos que dS; = (r —d)Sdt + o (S, t)S:dWg. Trocando nesta equagao o termo
0(S;,1)SidWq por A(S,t)SodW*, resulta no lado esquerdo da equagaode
Dupire a grandeza

(A(S, t)*0|Sr = S) = (oiee(t, 5|5t = )

Mas precisamos da fungo A(S,¢) e ndo somente a sua esperanga. Entra aqui
em cena um teorema assaz inesperado - pelo menos para alguns.
O teorema de Gyongy|[50, 54]:

Seja & um processo estocastico regido por
dft = 6tdt + ’Ytth, (242)

onde f; e d; saoprocessos estocasticos adaptados e limitados.
Entao existe um processo z; regido por

dxt = B(t, xt)dt -+ :)/(t, xt)th, (243)

com B(t,:ct) e 4(t,x;) deterministicos, cuja solugaoz; possui a
mesma distribuicao de probabildade que & para qualquer ¢t. Os
coeficientes sao dados por

plt,x) = (Bl = x) (24.4)
I(t2)? = (& =x) (24.5)

Podemos agora usar o teorema de Gyongy para obter

A(S,1)? = —"lzgat;%t), (24.6)
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faltando calcular (¢2|S), que seria um problema nao-linear, pois o processo
Sy depende por sua vez da fungao A(S,t).
Podemos circundar este problema usando a equacaode Fokker-Planck
equ.(14.29)
Op(z, t|zo, to) + Ox [alz, t)p(, t|zo, to)]
1

— 535 [b(a, t)p(x, t)z0, to)] (24.7)

Aumentando para duas variaveis x — S, 0 como na sec¢ao 14.3, resulta para
a probabilidade p(S, o,t) de observar os valores S, o no instante ¢

auSp) 0 1
atp = - (gs ) - %[(—/\Qj’ — U)p] + 5@ [SQA(S, t)20'2p]
2 2
2 1 2 2
+p8580 [VSA(S,t)o’p] + 5 502 (v°o°p) (24.8)

Teremos que resolver esta equacao numericamente, discretizando as variaveis
log S e o "espaciais” numa rede bidimensional e o tempo t. Usamos log S
para um melhor resultado.

A condicao inicial é

p(S,0,0) = (0 — d9)d(S — Sp),
cuja versao discretizada é

1/(ASA0), para S = Sy, 0 = 0g

p(8,0,0) = { 0, alhures (24.9)

onde AS e Ao saoos espacamentos de S e ¢ na rede, alem de

oc S? 0
A(S,0) = M_

0o
Com esta condi¢ao inicial descontinua usaremos o metodo Crank-Nicholson[55)]
da equ.(E.13). Suponha que chegamos em t = t,,. Aproximemos A(S,t) no
intervalo [t,,t,41) por A(S,t,) obtendo p(S,0o,t,41). Para calcular (c2|S)

Usemos 9
<0_2|S> — fU p(S, g, tn+1)da
! p(S7 tn+1)

com p(S,tn+1) = [ p(S,0,tp41)do. Na verdade podemos tambem obter
p(S, t,y1) diretamente derivando a superficie de volatilidade implicita, que
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usamos para calibrar o modelo, ou seja p(.S, t,11) = BTT% da equ.(16.33).
Para testar este metodo de induc¢ao para frente devemos precificar opcoes va-
nilla e verificar, se os pregos coincidem com o sorriso de volatilidade usado
para calibrar o modelo.

A maioria dos bancos de investimentos usa VLA acoplado ao metodo
acima em seus sistemas de precificacao .

25 Delta-Hedging no discreto

Se fizermos um A-hedge continuamente a la BSM o portofolio replicante
IT; = f; sera imune a variacoes 0.5; do ativo subjacente até primeira ordem em
0S;. No entanto isto nao é mais verdade, se o hedge é executado em instantes
discretos t; com [¢p,1] mantidos constantes nos intervalos [tg,tr41),k =
0,1,.,kr com ty, =T e ot =t — tj_1.

Pois vejamos. BSM fornece o valor f(S,t) e o delta ¢(t) = g—g(S, t). De
um lado o portofolio replicante

T(t) = o(t)S(t) + () B(t), (t) = (1I(t) — ¢(t)S(t))/B(t)
evolui como
TI(t + 0t) = ¢(t + 6t)S(t + 6t) + (t + 5t) B(t + 6t). (25.1)
Por outro lado o portofolio deve ser auto-financiante
TI(t 4 6t) = TI(t) + ¢(H) AS(t) + ¥ (t) AB(t)
= G(t)S(t + 6t) + V(t)B(t) (25.2)

Supondo por exemplo que a replicacaoseja exata no instante ¢, i.e. II(t) =
f(t) e obtemos II(t + dt) usando a equ.(25.2). Mas naotemos certeza que
exista um ¢ que garanta II(t + dt) = f(t + dt) ou seja replicagao exata neste
instante. Pois comparando as equs.(25.1,25.2) obtemos a seguinte condi¢ao de
auto-financiamento®’

(p(t + 0t) — o(t)) St + 0t) + (¢(t + 0t) — ¥(¢))B(t+dt) =0.  (25.3)

Repetindo!

87No continuo a grandeza correspondente ¢ a equ.(16.28:4 = Sidg: + Bidi:), que se
anula usando df = ¢dS.
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Em t = t;,_1 o nosso portofolio vale Ily_1 = ¢_1Sk_1+Yr_1Br_1.
Ao chegar no instante t, = t;_1 + 0t registramos os novos valores
S; e By, mas ¢, ainda saoos do instante t;_;. O nosso portofo-
lio vale entaolly = ¢p_1Sk + Yp_1Bk. Re-hedging com 0s novos
valores de ¢, temos tambem

I, = ¢Sk + Y By
resultando portanto
I, = ¢p—1Sk + Vi—1Br = ¢Sk + Vi By, (25.4)

que implica

(¢ — r—1)Sk + (V& — Yi—1) B = 0 (25.5)

que é a equ.(25.3) reescrita em termos dos tempos discretos.

Com tempo continuo o portofolio auto-financiante replica exatamente a
opcao. Aqui teremos que escolher entre satisfazer a condicaode autofinan-
ciamento ou minimizer o erro de replicacao .

Vamos enumerar os erros a serem esperados.

1. Usamos a equacao BSM para calcular o valor da opcao f;, que é adequado
para dt infinitesimal, mas nao dt finito. Em particular (dWW)? # 6t.

2. Delta-hedge: impondo ¢(t;) = %, ou seja escolhendo o delta do
portofolio igual ao delta BSM, zeramos o erro de replicacao, mas so-
mente até primeira ordem em dt.

Entao para satisfazer a condigao de autofinanciamento equ.(25.5) escolhemos:

S,
Up = Vg1 — (o — ¢k71)B—k, (25.6)
k
kp—1 g
k
Ypp—1 = Yo — kZ:; (¢k - Cbk—l)B—k. (25.7)
e usamos BSM para calcular f; e
Oft
=5 25.
(bt aSt, ( 5 8)



usando e.g. a equ.(16.39) e pondo t = t;. Iteramos a estrategia para k =

0,1,.

..k —1 com a condicaoinicial é Iy = fy = ¢9So+ Yo By P9 =

0
3_{5(‘)7 @Do =

fo—00So

0
Vamos entao executar a seguinte estrategia de hedging auto-financiante
para vender um call.

1.

Em ¢ =0 (r =T,k = 0) vendemos um call por ¢y. Compramos ¢Sy
ativos e investimos simultaneamente o restante®® ¢y — ¢9Sy = Bytbg. O
nosso portofolio replicante valendo entao

o = ¢0So + YoBo = oS0 + (co — ¢0So) = co (25.9)
ativos titulos

Em ¢ = §t(k = 1) o ativo mudou para S; e a grana rendeu juros a taxa
r. Portanto o portofolio vale

I, = ¢oS) + 1o B1 = oSt + (co — o So)e™ . (25.10)
ativos titul

Somos instruidos a possuir ¢,.5; ativos. Temos pois comprar (ou vender,
dependendo do sinal) o adicional

$151 — PoS1

de ativos, que investimos para render juros. Temos portanto

I, = ¢0S1 + (co — ¢0S0)e™ + (¢1 — B0) St — (1 — ¢0)S1)  (25.11)
—— -~ —

J/ . ,

ativos titulos ativos titulos

O valor do portofolio II; nao mudou ao fazermos o rehedging, pois so-
mente mudamos a proporgao entre o ativo subjacente e o titulo. Sim-
plificando resulta para II; o valor

Iy = ¢151+ (co — ¢050)6T5t — (1 — ¢0)S1 (25.12)
v ~~ J/ [\ ~ )
ativos titulos titulos
= $1S1 + U By

com
S S
Y1 = (co — $0So) — (¢1 — ¢o)§11 =y — (1 — ¢O)§11, (25.13)

que é a equ.(25.6) para ;.

88Para enfatizar a inicializacdo usamos By, mas quando convier usaremos By = 1!
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3. Em t = 2§t(k = 2) o ativo mudou para S e a grana rendeu juros a
taxa r. Portanto o portofolio vale

Iy = $1.52 + Y1 By

= (Z5152 + (CO — ¢050)€2T6t — (¢1 — ¢0)51€T5t . (2514)
ativos titulos itulos

Somos instruidos a possuir ¢,.S3 ativos. Temos pois comprar (ou vender,
dependendo do sinal) o adicional

$252 — 1.5

de ativos, que investimos para render juros. Temos portanto

Iy = $1.59 + (co — (boSo)@QTét — (1 — ¢0)516r5t
—— -~ N y

(&

A TV
ativos titulos titulos

+£¢2 - ¢1)S%—\(¢2 — ¢1)S%

v ~~
ativos titulos

e simplificando resulta

Iy = 295 + (co — P0S0) €™ — (¢1 — o) S1e™" — (¢ — $1) o
N _ $ NI

J/

ativos titulos titulos titulos
= 0252 + 2By (25.15)
com S S
g = (co — PoSo) — (¢1 — Cbo)gll — (g2 — ¢1)§22
So
=11 — (2 — ¢1)§ (25.16)
2

que é a equ.(25.6) para 1s.

4. Em todos instantes t; usamos os valores de ¢, e acertamos o novo hedge
para possuir ¢Sy em ativos e (I — ¢Sk) em titulos.

5. Chegando em ¢t = T'(k = kr) estamos ainda com [¢p,—1, Vg1, mas
com novos valores [Sk, By| o portofolio valendo

Iy, = Grp—1Sky + Vip—1Bry
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kr—1

= Qrr—15kr + ((Co — ¢0S50) — (on — Cbk—l)g—IZ) By.,  (25.17)

ativos k=1

TV
titulos

onde usamos a equ.(25.7) para ¥, 1.

Note que fazemos nenhum hedge neste instante, pois tanto o ativo como
o titulo atingiram os seus valores finais St e By e vamos imediatamente
vender todo o portofolio para satisfazer nossas eventuais obrigagoes .
Portanto podemos até fazer um rebalanceamento, mas seria inocuo.

IIg,. deveria igualar o retorno (Sr—K),. Portanto o erro de replicagao pa-
ra uma opc¢ao call em nossa estrategia auto-financiante é

By = (Sp — K)y — IO, (25.18)

Alem disso perdemos a estrutura do continuo: a formula de Feynman-Kac e
a precificacao via martingales. Somos portanto sujeito a arbitragens mesmo
nos instantes t;! Nada garante que II = ¢,k = 1,2, ... e teremos um erro
de replicacao e, = I, — ¢, com possibilidade de arbitragem.

No limite 0t — 0 obtemos da equ.(25.17) com ¢, ¢; nao necessariamente
BSM

T
cr = 7St + (co — doSo)e’" — / e" T[S dps]1, (25.19)
0

onde [Sgdps]; indica a integral com o integrando na posigao final, ao invez
estar no posicao inicial como exige a integral de Ito.
Para converter S; para a posi¢ao inicial vamos usar a equ.(13.27) de inte-
gragao por partes:
e "’ [Ssd¢s]1 - Qbsd[eimss]

=d(e " S50s) — e o [dSs — rSSds]. (25.20)

Mudando a notacao ¢; — A, a integral para ¢y é

co=cpre T —eT"TApSE + NSy

T
0

Cancelando o termo —e " ApSr + AgSy obtemos

T
co = cpe "t — / e "PA(S, 8)[dSs — rSsds]. (25.22)
0
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A(Sy, t) codifica a nossa estrategia de hedging. Até aqui nao fizemos nenhuma
hipotese sobre a evolugao do ativo e portanto naosabemos os valores de S;.
Agora, se ele evoluir como dS = rSdt + 0SdW entao temos

T
co=cre " — / e’”A(Ss,t)aStth. (25.23)
0

A presencade A(Ss,s) mostra explicitamente a dependencia no caminho
aleatorio do ativo S, a naoser que A = Apg. Isto mostra que descon-
tando o portofolio pelo fator e="7 é necessario, mas nao suficiente para evitar
arbitragem. Somente no mundo BSM a expressdoequ.(25.23) é um hedge
perfeito, i.e. quando A; = APSM = N(d,) esta formula produz um resul-
tado unico independente do caminho e sem risco.

A equagao acima é a equ.(16.20), que obtivemos integrando a condigao de
auto-financiamento de; = ¢dS; + ¢¥ydB;. Como dS; = S(t + dt) — S(t) as
variaveis ¢y, ), aparecem na posicaoinicial resultando portanto na integral
de Tto. Isto se inverte ao integrarmos sobre d¢!

Tomado esperancas obtemos com (dW;)g = 0

oy S _or
<§o>9_ B, <BT>9 (25.24)
ou com By =1 o
co = <B—T>Q‘ (25.25)

Contanto que o ativo siga um processo de Wiener geometrico com arrasto r,

este resultado - a formula BSM para um call - vale qualquer que seja A(Sy, t),

inclusive A(S;,t) = 0, ou seja é independente da estrategia de hedging![9].
Aqui supusemos conhecer os valores de A;. No entanto no mundo real

isto raramente é verdade e devemos recorrer a algo mais elaborado incluindo

e.g. o controle da volatilidade[9] do cap.21, mas agora para tempos discretos!
Veja o Apendice F.2 como operar no modelo BSM usando Scilab.

25.1 O erro de replicacao

Vamos supor que em ¢t = 0 o portofolio replique a op¢aoem ¢t = 0: I1(0) =
f(0). Mas naotemos garantia, que esta igualdade seja mantida para ¢t > 0
pois IT e f(t) podem evoluir diferentemente. Para esmuigar o erro Af(t) —
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ATI(t) de replicacao, vamos supor dt “suficientemente” pequeno para poder
expandir f(¢ + Jt) somente ate primeira ordem em dt

AF(S,t) = f(t+5t) — f(t) = 02&”& + agg)AS + %%};(AS)?. (25.26)

Usando esta equagao com t = t e a eq.(25.2: Ally = ¢pASk + ¥ ABy) com
Afe = for1 — fr, ASp = Skp1 — Sk e ABy = By — By, = r Bt obtemos

O fr

Ofr 10°f

— _ - _— 2
Af — ATl 5 ot + 88A5k+2852<ASk)
— ¢ ASy — Y ABy
_ (Ofx O fr 192 fy, 9
= (95 —ox) a8t (G —vrB)ot+ 35 a8)"
Com a equ.(25.8: ¢ = 0fx/0S) sobra para o erro replicante
o afk 1 82fk 2
(AF =AM, = (5 — v Be)ot + 5555 (AS)
of of 10%f
s sy

Anular este erro requereria satisfazer uma equacao BSM no discreto enfren-
tando a aleatoriedade de (AS)*:

Of Ofe  10%fx (ASy)?
¢ "5 T3as 6

—rf =0, (25.28)

o que ¢é algo dificil®® de encarar! Naopodendo eliminar o erro instanta-
neamente, podemos impor um criterio menos exigente: anular o erro na
media[37].

Exercicio 25.1 (Hedging discreto) . .

Use Scilab para estimar a media e variangado erro de replicagao Ej,..
Exercicio 25.2 (Hedging um call curto) . .

Use Scilab para calcular a sequencia das operagoes ilustradas acima. Precifica
por BSM e calcule os erros.

89No continuo com A — d e (dS)? = 025%dt f(t) satisfaz a equagao BSM.
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26 Mais que um ativo subjacente e ativos
nao -negociaveis

Muitas opgoes populares envolvem mais que um ativo subjacente, que podem
ser correlacionados. Vejamos alguns exemplos.

26.1 Dois ativos dependendo do mesmo processo de
Wiener

Suponha que tenhamos dois ativos subjacentes S?,7 = 1,2, seguindo o mesmo
processo de Wiener

dSi = Si(pdt + o;dW,), i=1,2. (26.1)

Conforme a equ.(15.4) introduzimos uma nova medida Q sob a qual os
pregos descontados sejam uma martingale. Segue-se, que o processo

Wy =W+ (E=ye (26.2)

oF]

deve ser Wiener sob medida Q para i = 1 e i = 2. Mas para isto é necessario,
que as duas razoes de Sharpee sejam iguais

- T - T
)\:,Ul :M2
g1 g2

, (26.3)

tal como na equ.(17.10). Ou seja, para ser negociavel em nosso mercado
ideal definido por um ativo .S; e um numerario B;, um outro ativo St deve
compartilhar com S; de uma medida martingale risco-neutra. Se tivermos
mais que um ativo (ng > 2) , todos as ativos, que sdo negociados no mercado,
devem ter as mesmas razoes de Sharpe.

Se as razoes de Sharpe nao forem iguais, teriamos possibilidade de arbi-
tragem! Pois temos somente um processo de Wiener (ny = 1), cuja medida
podemos mudar via teorema de Girsanov. Mas temos dois ou mais ativos
aleatorios, que deveriam ser martingales sob esta medida. Generalisando: se
tivermos ng > ny temos possibilidade de arbitragem.

Podemos aumentar o numero ny de processos de Wiener para evitar
arbitragem. Mas se ny > ng, teriamos mais de uma medida risco-neutra.
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Isto exclui a possiblidade de arbitragem, mas o mercado seria incompleto.
Resumindo temos

ng > nw — arbitragem

ng < ny — mercado incompleto

Temos pois o teorema de Harrison /Pliska sobre ausencia de arbitragem
e completeza:

1. Um mercado ¢ livre de arbitragem, sse existir pelo menos
uma medida risco-neutra e
2. neste caso o mercado é completo, sse existir somente uma

medida risco-neutra

Se ng = ny o mercado é completo sem possibilidade de arbitragem - a nao ser
s w
que recorremos a outras restrigoes como na equ.(26.3).

Exercicio 26.1.

Verifique, que nao podemos formar um portofolio replicante auto-financiante
com dois ativos evoluindo independentemente e um s6 titulo. Para isto
replique as contas da segao 16.2 para este caso.

26.2 n ativos seguindo n processos de Wiener

Acabamos de tratar com ativos independentes, ms isto em geral naoé o caso.
Considermos portanto um modelo, que contem um titulo B;, n processos
de Wiener indendentes e n diferentes ativos S{,i = 1,2,..n correlacionados,
obdecendo as equagoes

dBt = TtBtdt,
dsi = SZ(Zaij(t)dW/f—l—uidt>, i=1,2..m (26.4)
j=1

Os ativos sao correlacionados pela matriz de correlagao X, = oy;(¢)*. In-
cluimos uma dependencia temporal no arrasto e na volatilidade.

99Como veremos, deve ser inversivel.
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Integrando obtemos

B, = ef(fT‘st’
Si= gexp(i/taij(s)deJr/ Za,] ) (26.5)
j=1"0

Vamos adicionar um arrasto \; = [A}, .., A}'| aos processos de Wiener:
t
Wi =W, + / M. ds, (26.6)
0

para que sejam Q-Wiener. Com isto os ativos descontados S! = B;1Si
obdecem,

S = S’(Z o (AW} + (1t — v, — Z o ()M dt) (26.7)
Para anular os arrastos impomos
pi—re— Y og(t)X = 0,Vt. (26.8)
j=1

Em forma matricial temos
YA = Ky — Ty,

onde A, i1y saovetores coluna e r; é o vetor [ry, 1y, ...,7]. Impondo que 3,
seja inversivel para qualquer ¢ temos

A=, —1y). (26.9)

Ou seja p, — 7, pertence a imagem de X, : p, — 1, € Im[%].

Podemos entao formar um portofolio I, = Y7 ¢S] + 1+ B; consistindo
de Si,i = 1,2,..n e um titulo B;. O pregode uma opgao f; com retorno Z
seria

fe=—5-(Z|F) o (26.10)

O teorema de representacao de martingales garante, que existe um vetor ¢, =
(b1, ¢2, ..., #7] tal que analogamente a equ.(16.20)

fi=fo +/0 b, - dS, (26.11)
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com S; = [S}, 5% ...,5". A estrategia de hedging consiste portanto em
manter um portofolio replicante e auto-financiante

dfy = ¢ - dS; + d By

_ Oft

J
com ¢y = o5]"

27 Mudando de Numerario com Multiplos ati-
vos independentes

Suponha que temos n ativos subjacentes S{,7 = 1,..,n e mais dois ativos By
e C} e queremos escolher um dos dois como numerario. Por examplo um em
reais e outro em dollar ou qualquer instrumento negociavel. Escolhendo B;
como numerario, devemos achar uma medida em que

SZ/Bt,Z:Ln e Ct/Bt

sejam QP-martingales. O valor do derivativo com retorno Z no instante t
com maturagao T’ sera

fi = = (Z|Fi)on. (27.1)

No entanto se escolhermos C; como numerario, temos que encontrar uma
outra medida Q¢ sob a qual

S!/Cyi=1,.m e B;/C,

sejam QY martingales e o valor da opcao seria
ft - —<Z|ft>QC. (272)

Surge a questao: serd que os valores obtidos usando numerarios diferentes
saorealmente o iguais? E melhor que sejam!
Verifiquemos que de fato sao. Das equagoes para f; vemos que deve valer

B, C,
2 ZIF o =
BT< Foer = 5

T

(Z|F) e (27.3)
para que o valor de f; seja independente do numerario usado.
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e Para verificar esta relagaousamos a equ.(15.22) valida para qualquer

processo X,
D3<Xt‘fs>Qc = <,DtXt|~FS>QBa s < t. (274)

Se X, for uma Q% -martingale, a equacio se torna,
DsXs - <DtXt|-Fs>QB7

mostrando que D, X, ¢ uma QP-martingale. Logo a razaoentre esta
martingale e a Q-martingale X, é D,.

As QB-martingales sao .
1,Cy/ By, S;/ By

e as Q%-martingales sdo
Bt/Ct> 17 SZ/Cta

onde incluimos a martingale constante(= 1). A razaocomum entre eles
5 Ct
¢ 5 e temos portanto

Cy
D, = —. 27.
1=, (27.5)
Usando a equ.(27.4) com s — t,t — T, X7 = Z resulta
C, Cr
é(ZIHQc = B—T<Z|]:t>QBa

que ¢ a equ.(27.3).

Em particular o investidor em reais e o outro em dollar da secao 28 con-
cordarao sobre o precodos derivativos.

28 Quantos

Quanto ¢ uma opcao, que paga na moeda errada ou seja: numa moeda
diferente daquela usada para negociar o ativo. Ela dependerd portanto da
taxa de cambio, que em geral ¢é aleatoria. E crucial identificar corretamente
as quantidades negociaveis em nosso mercado brasileiro, quando sao cotadas
e.g. na bolsa de Nova York em dollar. Considere por exemplo uma opcao call
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com ativo subjacente S, e.g. acoesda Rockwell, com precode exercicio co-
tado em dollar?, pagando no tempo de exercicio o valor (S — K),. Ela
¢é negociavel em dollar, mas naoem real. Para torna-la negociavel em reais
multiplicamo-la pela taxa de cambio C}.

Seja entao C; o valor de um dollar em reais no instante ¢, que tem sido
Cy > 1. E seja B; o titulo em reais crescendo a taxa de rg, D; o titulo
analogo no mercado americano crescendo a taxa r4 e ativo S; cotado em
dollar. Introduzindo dois processos de Wiener Wt(l) e Wt@) independentes, o
nosso modelo é descrito pelas equagoes

Bt = BoeTBt
Dt = DoerAt
Sy = Soe“lHUth(l)
1) 4 (2
C, = Cyer2tto(bWe +oW,™) (28.1)

com p = /1 — p? # 0. Supusemos aqui uma correlagao p entre o ativo Sy e
a taxa de cambio C}.

Temos tres items negociaveis em reais: a agaoda Rockwell em reais
C}Sy, o titulo americano convertido para reais CyD; e o titulo em reais B;.
Descontando-os pelo numerario em reais temos dois processos

XV =B'CiD, XY = BGyS,

e devemos achar processos de Wiener sob os quais estes processos sejam
martingales.
Derivando as equ.(28.1) obtemos

1
dXt(l) = Xt(l) <U2(Pth(1) + ﬁth(Q) + (p2 + 503 +7ra— TB)dt>
ax® — x® <(01 + poa)dW Y + pondW ) +
1 1
(2 + 1 + 50’% + plii o + 50’3 - TB)dt> (28.2)

Podemos condensé-las em forma vetorial pondo

x"\ (B¢,
Xt(Z) By 'CyS,

9Tgnoramos questoes de fuso horario.
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Introduzindo a abreviagoes

m = g+ 305 +7Ta —TB,

vo = fig+jn+ 507 +pape + 505 — 7B
011 = pog, O12 = P03

O91 = 01+ poy, T2 = O3

Vemos que Xt(i) satisfaz
dx" = x;" <Z i dW + uidt> : (28.3)
j=1

Teremos que efetuar uma mudancade medida para que os dois proces-
SOS Xt(l),i = 1,2 naotenham arrasto. Como temos duas fontes de risco

Wt(i),i = 1,2 teremos duas razoes de Sharpee \;,i = 1,2. Como na equ.(15.4)
adicionemos um arrasto A; a W;(t), de maneira que

seja Wiener sob a nova medida Q. A equagao para X;(t) em termos de Wt(i)

é
2 2
dx® = xO (Z o AW + (v; — Zo’ij/\j)dt> : (28.5)
j=1 J=1

Para zerar o arrasto devemos impor

2
v, — ZUij)\j =0+ v=XA (286)
j=1
ou seja A = X~ 'w. Explicitando as componentes temos pois
. -1 1 9
Ay L pos O3 po + 505 +71a—TB
A2 o1+ poy poy pi2 + p1 + 507 + ppajia + 305 —rp )

Com

pory oy \ T _ 1 por  —po (28.7)
o1+ poy pos poioy \ —(01+ po2)  pos '
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resulta

M1+ %01 + po102 — T4

A\ = 28.8
1 p (28.8)
- fia + 502 — po10y + 74 — T (28.9)
po2
Sob medida Q os processos X;(t),i = 1,2 sdomartingales e sob esta
medida S; e C; obdecem
S, = Soe(TA*PUIU2*%U¥)t+01V~V1(t)
C, = CpelrB—ra—303)t+az(Wi()+Wa(1) (28.10)

que dependem inter-alia das taxas de desconto rg,r4.

Exercicio 28.1.
A distribui¢ao Gaussiana de duas variaveis normais x, T2, que nao sao inde-
pendentes é

2 2
—Q11T7{—Qa12T1T2—Aa22T
p(x1,22) ~ e ! 2,

com a;; uma matriz positiva. Calcule a;; de modo que (z;) = 1, (z1,x2) = p.
Exercicio 28.2.

Mostre, que Ws(t) = pWi(t) + pWa(t) tambem é um processo de Wiener e a
correlagao entre Wy (t) e Wi(t) é igual a (W (t)Ws5(t)) = pt.

Exercicio 28.3.

Introduzindo o vetor

‘/; = [IOgSt,IOgCt], (2811)

mostre, que a media de V; é (V;) = [log Sy + put,log Co + pat] e sua matriz
de covarianca é

Cov(V):< o o )t. (28.12)

2
pPO102 0y

28.1 Precificando

Tendo a disposi¢ao a medida livre de risco Q, podemos precificar nossa opcao Quanto.

e Precifiquemos primeiro um contrato a termo. Vamos reescrer a equ.(28.10)
isolando um preco a termo

Sy = e 71027 o1V Tw=30%T (28.13)
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com F = Sye™7T e w um processo normalmente distribuido com A/ (0, 1)
sob medida Q. Usando a equ.(10.6:(e¥) = &) +2V#r (")) gbtemos o valor
do contrato-a-termo em ¢t = 0 em reais como

Vo =e "8T(Sp — K)g = e "1 (Fy — K), (28.14)
com g = SperaT=ro192  Para zerar o valor do contrato-a-termo deve-
mos ter

K =Fy=erTE (28.15)
e O prego de uma opgao call com K medido em reais é e "7 ((Sr—K) | 7) 0,
ou seja
co=e"T (FQN(m . KN(L)) (28.16)
com

L, = log % + %a%T
Ul\/T

com o; a volatilidade do ativo S;. Esta formula é igual a formula
original de Black, mas como novo preco-a-termo Fy,.

A estrategia ¢, é

(28.17)

o = oy (REE T
01 T—1t
log & — Lo?(T — ¢
b = —Ke N ( Sl i ) (28.18)
01 T—1t

com F, = erB=ra)(T=1)

Serd que os investidores em reais e os em dollares, que usam medidas QF e Q¢
diferentes, concordam sobre o preco dos derivativos. Para a demostragao veja
a secao 27.

Note que K = Fj e naosimplesmente F'! Ja que o1 e oy sao positivos,
temos que I’ > [y, se p > 0 ou seja correlacao positiva entre o ativo e a taxa
de cambio e o contrario, se p < 0.

Exemplo 28.1.
Vamos precificar um contrato-a-termo. Suponha que o valor de um ativo da
firma Dreadco é negociada por $100 na bolsa de Nova York, que a taxa de
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desconto do dolar seja 2% por ano e que a taxa de desconto do real seja 5%.
Suponha ainda a volatilidade o9 = 0preadeco = 20% e a volatilidade da taxa de
cambio seja o = 12% e a correlacao entre os dois seja 20% e o preco K = $50.
Supondo seis meses de maturagao temos

So =100, K = 50,u = 0.02,7 = 0.05,01 = 0.12,09 = 0.20,p = 0.3,7 = 0.5
seguindo-se, usando a equ.(28.14), que
F =100e"%2%%% = 101.004
O valor do contrato em reais é

% — 6_0.05X0‘5 (6—043><0.12><0.20><0‘5F _ 50) — 47025

Exercicio 28.4
Suponha que C; seja a taxa de cambio dando o valor de um real em dolar
ou seja a taxa ao contrario de Cy. Repita os calculos usando C; ! ao invez
de C;. Mostre que a unica mudancaé que p — —p com o novo valor a-termo
FQ — Soe+p0102.

29 Precificando opgoes com barreiras

Uma opgaode barreira knock-out é uma opcao vanilla, mas que expira sem
valor se o ativo atinge um certo valor L - a barreira - durante a vigencia do
contrato. O caso contrario é a barreira knock-in, que possui valor somente,
se 0 ativo atinge a barreira. Uma vez que a barreira é atingida, a opcoes vive
normalmente até a expiracao .

Opgoes de barreira sao muito populares. As condigoes adicionais, que as
barreiras impoem, reduzem o precoda opgao. Se um agente acredita, que
seja pouco provavel que a barreira serd atingida, entao poderia comprar uma
opcao knock-out. Ela é mais barata e a barreira terd pouca chance de afetar a
opcao . Analogamente se alguem quiser proteger a sua posicao , mas somente
se o ativo atingir um certo valor, poderia comprar uma opgao knock-in.

Um portofolio contendo uma opcao knock-in ki e uma knock-out ko é equi-
valente a possuir uma opcao vanilla sem barreira kg, ou seja

ki + ko = k. (29.1)
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Pois a condigao vanilla ky para uma opcao call é Sy > K para ser exercida.
Com M, o minimo em [0, 7] da trajetoria do ativo podemos decompor

St

= {S7 > K}{St atinge a barreira}
={Sr > K}{M; <L}

= ki

K

{Sr > K}{Sr naoatinge a barreira}
(8> KMy > 1)

ko (20.2)

+ + + IV

Para precificar estas op¢oes vamos usar o principio de reflexao .

29.1 O principio de reflexao

Consideremos primeiro um processo de Wiener com barreira. A figura 29.1
mostra um processo de Wiener que toca a barreira em [ = —1 pela primeira
vez, continua na trajetoria pontilhada e termina no instante ¢ = 1" no valor
Wr > x > 1. A probabilidade deste processo seria a probabilidade conjunta

PWr>xzmgp <), 1 <0,z >1 (29.3)

onde m;. é o valor minimo de Wr no intervalo [0,7]%. Note que o minimo
é necessariamente menor que zero, pois W; se inicia em zero. Sé consideramos
0 caso x > [, pois se x < [ a barreira é atingida de qualquer maneira. Aqui
a complicacao é que temos duas condigoes a serem satisfeitas, ou seja temos
que calcular uma probabilidade conjunta

Se a barreira for positiva a condi¢ao de atingir a barreira seria

PWy>xz,mj>1), 1>0,z<I (29.4)

onde m;. é o valor maximo de Wr no intervalo [0, T7.

Consideremos a trajetoria negrito-pontilhada da Fig.29.1, que atravessa
a barreira e termina num ponto acima dela, satisfazendo portanto o criterio
equ.(29.3). Para reduzir as duas condigbes a uma sé procedemos da seguinte
maneira. Geramos um novo trecho em negrito a partir do ponto em que
a trajetoria toca a barreira, refletindo a trajetoria negrito-pontilhada pela
barreira em [ = —1. Este novo trecho termina num ponto abaixo da barreira
Ja que o processo de Wiener é simetrico as duas trajetorias mostradas na

92A condigao P(my < 1) éigual a P(my < l), pois no continuo a probabilidade da
trajetoria atingir um ponto W; = z é igual a zero: o ponto z tem extensao nula.
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figura possuem a mesma densidade de probabilidade. Como o processo de
Wiener é continuo, o processo refletido passa necessariamente pela barreira,
ja que 21 — x < . Podemos entao esquecer o condicao mp < [ e manter uma
s6 condigao- uma simplificagdo enorme! Segue-se, que a distribui¢ao deste
Wy é normalmente distribuida conforme a equ.(9.12)

9] —
PWr >x,mz <1)=N( v

), 1<0,2>1. (29.5)

3

Reflection Principle

1-
05 P
/J\A /M\/\ o o , o
0 T T T ‘.-I- W "‘ R ..l,b,‘.- T T 1
05 0.1 0.2 05 06707 08 09 1
o A t (years)
I [ S e
Barrier, |
-1.5 1
_2 B
-25 ¢
-3 -
Figure 29.1: A trajetoria negrito-pontilhada toca a barreira em [ = —1 e continua

na pontilhada. A trajetoria negrito-pontilhada e a pontilhada possuem a mesma
densidade de probabilidade.

Para precificar opcoes devemos encarar a possibilidade de um processo de
Wiener com arrasto. Queremos um resultado analgo a equ.(29.5) para um
processo obdecendo

dZ, = vdt + odW,. (29.6)

29.1.1 Condicoes envolvendo o minimo de W,

Designando m. o minimo entre [0, 7' do processo Z;, vamos provar o seguinte
resultado

o P(Zr>azmyp<l)=e" "P(Zp <20 —x+2T)
g2 g 2=+ 0T

=N
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Para limpar o notagao vamos por o = 1 e reinserir a volatilidade no fim. Basta
lembrar, que nas exponenciais s6 devem aparecer grandezas sem dimensao,
ou seja: vt,0°t, %, oWy, Z,.

Lembremos agora o teoremo de Girsanov da equ.(15.5)%. Fazemos uma
mudanca de medida de P para uma nova medida Q afim de remover o arrasto
vt de Z;. Ela é dada aplicando

ﬁ — DQ — e*VWtfézﬁt
DP ’
onde usamos uma notacgao sugestiva de mudanca de variaveis

DQ
-DQ = | -—=DP.
/ @ DP
Para mudar de volta para a medida original P mudamos v — —v e W, — Z;:
E: % _ eth—%V%'
DQ

(29.8)

(29.9)

E que se W; for Wiener na medida original P, ele tem um arrasto
na nova Q. Na nova o processo de Wiener é Z;, = W, + vt, que
nao tem arrasto”:

<WT>p = 0, <ZT>p =t
<WT>Q = —ut, <ZT>Q = 0.

A mudanga de medida para a volta satisfaz entao

DP
E: DQ — eth—%rﬂt _ eth+V2t—%u2t — eVWt-‘r%VQt
1 1 D@, -1
- == = (Z57 29.10
eiVWt*%VZt D (DP) ( )

como era de se esperar.

Podemos expressar a probabilidade de ocorrencia de um evento
A por uma esperanca. Pois seja 14 uma variavel aleatoria, que
é igual a 1, se o evento ocorrer e zero alhures. Entao temos

P(A) = (1a)p (29.11)

9314 tinhamos um processo W; com arrasto u, que queriamos mudar para r. Introduzi-

mos um processo Wy = At 4 W; com A = == Para o presente caso fazemos y — v, — 0.

940u seja na equ.(15.4) fazemos a substituicio u — 0,7 — v
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Por exemplo, numa distribui¢ao Gaussiana G, seja A o evento
de um andarilho estar numa posicaoxr com z; < = < 9.
Entao temos

dzf(xe — z)0(x — xl)e_IQ/Q = (la)g

1 [o.¢]
=l
A probabilidade de um evento A nas duas medidas é

P(A) = (1)p = (14 D)o. (29.12)

Ou usando a nossa notagao sugestiva

DP
I4DP = | 14—D
/ A D0 Q
Vamos entao calcular o lado esquerdo da equ.(29.7: A = (Zy > x, M, <))

(;
na nova medida Q, mas aplicando o fator D para obter o resultado na medida
velha ou seja a probabilidade

+—

P(ZT > Jf,m; S l) = <1{ZT>x,m;§l} D>Q

(N zrsamp<i) "2 g (29.13)

Como Z; nao tem arrasto em (-)o, podemos usar o principio da reflexao
equ.(29.5). Olhando para o processo continuo de Fig.(29.1), ou seja substi-
tuindo Z7 — 2l — Zp, podemos escrever

P(Zr>axz,m; <I) = <1{ZT<2171}€V(21—Zt)_%V2t>Q

— (1 gp cor_mpe V537" . (29.14)

Agora é s6 calcular integrais Gaussianas ou entao perceber, que o fator expo-
nencial é uma transformacao de Girsanov mudando o arrasto de Z; para —v.
A probabilidade de Z; com arrasto —v ser menor que 2/ — x é igual a prob-
abilidade P’ de Z7 com arrasto +v, ser menor que 2/ — x + 2vT. Acertando
as dimensoes vl — vlo~2 obtemos

P(Zy > z,my <1) = e "P'(Zy <2l —x + 0T)
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20— x +vT
ovT

que é a equ.(29.7)%. Note que o arrasto T’ comeu o fator dois em 2v7.
Vamos usar esta formula do minimo para obter mais dois resultados, que
serao usados para a precificagao de opgoes :

= 2N ( ), <0,z >1,

P(mz <1) e P(my >1).
Para usar o resultado da equ.(29.7) vamos separar os casos Zp > 0 e Zr < 0:
P(my <1)=P(Zr > 1l,mp <)+ P(Zp <l,my <1).

Mas a condigaom, < [ é redundante, se o valor de Z7 for menor que [ e
temos
P(my <1)=P(Zy>1l,m; <)+ P(Zr <1). (29.15)

Usando a equ.(29.7) com x = [, temos para o primeiro termo

I +vT

oVT

Logo obtemos dois resultados para o minimo m...
A probabilidade do minimo do processo Z; ser menor que [ é

P(Zr > I,m; 31):62”’0*2/\/( ) [ <0,2>1.

P(mTSZ)=N<l_VT> [+vT

oVT oVT

J&d que P(myz >1)=1—P(my; <l)el—N(z) = N(—z) temos tambem

+ TN . (29.16)
(o)

vl —1 - [+vT
P(my > 1) = N( > L 2/\/( ) (29.17)
oT oT
9 Lembre, que dZ; = vdt+odW, ou seja Zy é um processo com media vT e varianca o:

P(Zr <) = i [l e @207 gy — N(1 - 0T
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29.1.2 Condicoes envolvendo o maximo de W,

Para precificar opgoes com a barreira cruzada de baixo para cima precisamos
afirmacoes similares para o maximo de Wy, Seja entao m;” o maximo no

intervalo [0, ¢]. Podemos relacionar o maximo ao minimo de —W;, pois temos
m; = max(vt + oW,;) = —min(—vt — cW,). (29.18)

Vamos designar com Z, o processo com arrasto —v e volatilidade o. Ja
que —W,; tambem é um processo de Wiener, temos da equ.(29.17) para a
probabilidade do processo Z;

e  P(mj<vy)=Py(m;y>—y)

o _VT+y o 2uyo 2 _VT_y
_N<—0\/T ) - e e ). (29.19)
e com P(mj >y) =1— P(mf <vy)
+ o VT—y 2uyo—2 _VT_y
P(mTZy)—N( o/ T >+€ ’ N( o T ) (29.20)

Analogamente temos da equ.(29.7: z,y,v — —x, —y, —V)

— 9y — T
i ) (20.21)

oVT /7

° P(Zr <z,mi >vy) = 62'/1"072/\/’(
Dai resulta imediatamente

o P(Zr<zmi<y)

=N (xa_\/l%T) —e N (L _02%/% VT>. (20.22)

29.2 Precificando vanillas com barreira

Acabamos de tratar o processo de Wiener com barreira. Mas para precificar
opgoes temos que reformular estes resultados para o nosso ativo, que segue
um processo de Wiener geometrico. Lembrando que sob medida Q temos

dSt = T'Stdt + O'Stth.
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Usando a equ.(13.46)

2

dlog(S,/So) = (r — %)dt + odWW, (29.23)
resulta a solugao ,
Sy/Sy = et Wty =p — %. (29.24)

Para usar nosso resultado equ.(29.7) temos que identificar Z; com log(S;/Sp).
Zy é adimensional, pois dividimos por Sy. Logo as grandezas adimensionais
apropriadas corresponendo a L e K sao

[ =log(L/Sy) <0, x=1log(K/Sy), =>IL. (29.25)
Temos que distinguir 4 casos para uma opcao call :
SosL,Ls K
Em particular

1. So > L, é chamado de down, pois a barreira é cruzado de cima para
baixo. Temos down-and-in cg; € down-and-out Cq4p.

2. So < L, é chamado de up, pois a barreira é cruzado de baixo para
cima. Temos up-and-in cy; € up-and-out Cyo.

Vamos primeiro precificar opgoes com barreiras L menores que o preco alvo
K: LK.

1. Opgao call down-and-in c4; com L < K
Consideremos uma opcao call knock-in com Sy > L ou seja do tipo
down, indicando que a barreira deve ser cruzada na descida. O retorno
desta opgao é condicionada a M, < L, onde M, = min{S,; : t € [0,T]}.
As duas condigoes a serem satisfeitas sao

(St = K)s Ly < (29.26)
O valor da opcaoé

e (St — K)+ Ly cp)- (29.27)
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Para o termo ~ K podemos usar diretamente a equ.(29.7) com Z; =
log(St/So). Obtemos

o2yo—2 2l —x+ VT
—rT _ —rT 2l(r—%)o

e K1 - =Ke e 2 N(———m—

< {STZK,MT SL}> ( /_O_T )

S£)_1+2m—2N(10g(sﬁ—i<) +\/(;— %UQ)T>
0 g

Para calcular o termo e"’T(ST Lis;>Kmp<r}), Dote que fizemos um
procedimento analogo para obter a formula de Black equ.(10.19). Ve-
mos que os termos ~ Sy e ~ K diferem por (r + 10°T) — (r — 30°T),
alem de K — S; e o fator e™"7 desaparece.

=Ke " ( (29.28)

Fazendo esta substituigdona equ.(29.28) obtemos para o pregode um
cally; So 2 Ly K > L o valor

cai = So(£)" T Niey) — Ke T (&) TN ()
— (i)IHPFQ{SON(@) B %Lz‘ge_rTN(a)} (29'29>

com . L
e — log (S()_K) —+ (7" + 50' )T
VoT
Introduzindo a notagao cps(Sy, T, K) para a opcao call Black-Scholes,
dada pela equ.(10.19), podemos escrever

(29.30)

L ro—2
cai(So, T, K, L) = (S—)”Q cps(So, T, K
0

2
%

5)- (29.31)

Note que a barreira deve ser redundante, se partirmos dela e a opgao deve
valer igual a opgaosem barreira. De fato

Cdi(SO = L7Ta K7 L) = CBS(SOvTv K)

. Opcao call down-and-out c4, com Sog > L, K > L
Usando a equ.(29.2) obtemos para o pregode um call-do

Cdo(Sm T, K, L) = CBS(SOa T, K)
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L 14-2ro—2 S,

()" e (0T K 3D).
0

Note que a opcaodeve valer nada so de inicio ja partimos da barreira.

De fato cq4,(So = L, T, K, L) = 0.

(29.32)

3. Os valores de opgoes up-and-out e up-and-in com L < K sao
Cuo = O, Cui — CBS- (2933)

Para valer algo a opc¢ao up-and-out naodeve atingir a barreira. Logo
tambem ficara abaixo de K, satisfazendo automaticamente a condicao

(St > K).
Para valer algo a opgao up-and-in deve atingir K. Logo ficarda tambem

acima de L, satisfazendo automaticamente a condigao (M, > L).

4. Podemos obter o valor de uma opcao put usando a paridade put -call
da equ.(6.18: p —c= Ke ™" — Sp) ou a equ.(10.26).

Vamos agora precificar opcoes com barreiras L maiores que o precoalvo K:
L> K.

1. Opgao call down-and-out c4, com Sy > L > K.
Uma opcao down-and-out terd retorno positivo, se a barreira nao for
atingida: M, > L. Neste caso a condi¢aode exercicio Sy > K na
opcao call é redundante. Pois se o minimo for maior que L, entao St
serd forgosamente tambem sera.

O retorno da opcao call -down-and-out
(St = K) Lpzspy, So> L2 K

e podemos usar a equ.(29.17). Resulta entdao para o termo ~ e "7 K

—log(L — i
KB_TT< 1(M;2L)> :Ke_?“T{_/\/'< Og(50)+(r 29 ) )

VT

~1+2r072 /o (%) (r—30°)T
(5) A )y
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Adicionando o termo ~ Sp com as mudancas devidas temos para
So>L>K

Cda(Sm T,K, L)
_ SON<log(f)+(r+%52)T> N KGTTN(log(SL“)Jr(r;g?)T)

oVT
~So(&)" N (h) + Ke T (£) TN () (20.34)

co1m

log (SLO) + (r+ic?)T

hy = 29.35
Novamente temos ¢q,(So = L, T, K, L) = 0.
. Opcgao call down-and-in c4; com Sqg > L > K.
Usando a equ.(29.2) resulta
cii(So, Ty K, L) = cps(ST,K) — ¢4o(So, T, K, L) (29.36)

. Opcgao up-and-in com Sqg > L > K.

Para up-and-in valer algo, é necessario que a barreira seja atingida
e portanto St estard acima de K. A condicaoSr > K é portanto
redundante e devemos usar max(Sr) > L equ.(29.20).

Para o termo ~ K podemos usar diretamente a equ.(29.20), obtendo

—log(g) + (r — %02)T>
oVT
—1+42rc—2 —lo (SLO) _ (7“ _ %UQ)T
W) N )

Adicionando o termo ~ Sp com as devidas mudangasobtemos para
So>L>K

cui(SO’ T, K7 L) = SON(ng) - KG_TTN(Q,)
—So(L)"TIN ) + Kem T (&) TN () (29.38)

e K Ligsry) = Ke’rT{N(

(29.37)

com
log (52) + (r£ 50T
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4. Opcgao up-and-out com Sog > L > K.
Para valer algo a op¢ao up-and-out nao deve atingir L. Para ficar acima
de K deve ainda satisfazer a condigao (S — K) > 0, alem de M, < L.
Usando a equ.(29.2) temos

Cuo = Bs(S, T, K) — cyi(So, T, K, L). (29.39)

Vemos que a barreira diminui o pregoda opcoescomparado com os de
vanilla. Para mais detalhes veja [39].

Exercicio 29.1. Repita os argumentos para obter a precificacaode puts.

Temos por exemplo para
So <L, KL

pui(Sﬂﬁ T? K? L)
= —So(£) N(—e) + K (&) N(—el)  (29.40)

29.3 Hedging opgoes com barreira

Negociar com opgoes de barreira sem saber como hedge é um empredimento
temerario. O fato é que hedge com barreiras é bastante mais complicado que
hedge com opgoes vanilla. Em particular variagoes bruscas nas gregas po-
dem ocorrer perto da barreira. A. nem sempre é positivo, nem A, é sempre
negativo como ocorre nas o opgoes vanilla.
Considere por exemplo a opgao down-and-out cq, da equ.(29.32) com
So>L,K > L:
2
cio(So0, Ty K, L) = cps(So, T, K) — (S£0)1+2m QCBS(SOa T, K%)-
Observando que a opgao cps(S, T, K) é da forma K f(S/K), podemos escreve-
la no instante 7 como

L —142r0—2
Cdo(S9 7, K, L) = CBS(‘Sv T, K) - (g)

Portanto uma estrategia é fazer um hedge para uma opcao call vendida e
(L)flJrQTU*

cps(L?/S,7,K)  (29.41)

3 " de uma call comprada sob L?/S de ativo. Se a barreiranao é atin-
gida, temos um hedge a-la BSM normal. Se ela é atingida c4,(S = L, 7, K, L) =
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0 e ela expira sem valor, mas temos que rebalancear neste instante. A relagao

L2 K L2
cs(—» K) = —ps(S, g)

29.42
3 S (29.42)

¢é util para usar put ao invez de call para hedge .

Podems expressar algums das opgoes de barreira em termos de opgoes call
ou put , indicando uma possivel estrategia a ser seguida. Para mais detalhes
veja e.g. [10], cap.9 e [9] cap. 12.

Exercicio 29.2. Verifique a relacao equ.(29.42), mostrando que o retorno
¢é igual e portanto pela lei de um prego vale sempre.

30 Processos com saltos

O que é um salto? O processo de Wiener nao comporta ”saltos” do ativo. No
entanto ¢ dificil identificar qual variagao de um ativo aleatorio merece o nome
de salto. Na pratica devemos incluir saltos, se isto melhora a descri¢ao dos
dados, que queremos modelar. Veja [57] para uma discussao .

Vamos considerar somente saltos, que obdecem uma estatistica de Pois-
son.

30.1 Processo de Poisson

O processo de Poisson descreve uma colecao de pontos distribuidos aleatoria-
mente numa reta 0 < ¢.

e Postulamos ainda que as probabilidades de k, pontos no intervalo I,
e k;, pontos no intervalo I, saoindependentes, se os intervalos I, e I,
forem disjuntos.

e O processo depende de um parametro A:
A probabilidade de encontrar um ponto no intervalo dt é igual a Adt
e a de encontrar nenhum ponto em dt é 1 — A\dt. Estamos supondo dt
suficientemente pequeno para conter no maximo um ponto.

Para ¢ > 0 vamos calcular as probabilidades p,(t) de encontrar n pontos no
intervalo [0,¢]. A probabilidade de encontrar nenhum ponto em [0, ¢+ dt] é o
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produto de encontrar nenhum ponto entre [0,¢] e nenhum ponto entre [¢, dt]:

po(t + dt) — po(t) _ dpo(t)
dt dt

Integrando temos
po(t) = e M. (30.2)

Para obter a probabilidade de encontrar um e somente um ponto entre
[0,¢ + dt] note o seguinte. H& duas maneiras exclusivas de encontrar um
ponto em [0, ¢ + dt]: nenhum ponto em [0,¢] e um ponto em [t, ¢ + dt]; ou um
ponto em [0, ¢] e nenhum ponto em [t,¢ + dt]. Temos portanto

pr(t +dt) = po(t)Adt + py(t)(1 — Adt) (30.3)
dpy (t At
p;; ) = )\(e_kt — pl(t)) —p(t) = Fe_)‘t (30.4)
A probabilidade de observar n pontos entre [0, ] deve ser
)"
palt) = & n.) e, (30.5)

. . A" . _
pois assim os termos ~ (n,) somam para et matando a exponential e

dando a correta normalizagao de p,(t)

> pa(t) =1. (30.6)

O numero medio de pontos em [0, ¢] é

At

£ —At

- ann(t) — Zn%

tnl—)\t tn—/\t

—/\tz An_l —)\tz (A = \t. (30.7)

Segue-se que podemos usar esta relagao para extrair o parametro A de dados
empiricos supostamente Poissonianos consistindo de uma sequencia depontos
numa reta.

9Veja tambem equ.(A.16).

237



e Suponha que a observacao de um processo forneceu o numero de pontos
em N intervalos I = [0,7], cada um grande suficiente para conter um
numero “razoavel” de pontos. Contamos o numero de pontos nestes
N intervalos e tomamos a media aritmetica: isto da \T. Sabendo T
obtemos .

e Ou podemos dividir o intervalo [0,7] em sub-intervalos pequenos de
tamanho d7" contento no maximo um ponto. Temos portanto 7'/dT
sub-intervalos, que contem no maximo um ponto. Calculamos

i n
A= lzmT_m?T, (30.8)

onde nr é o numero subintervalos contendo um ponto.

Na proxima sec¢ao usaremos N (), o numero de saltos até o tempo t. N (t)

é constante, exceto quando ocorre um salto incrementantado N (t) — N(t) +
1. Temos

Prob[N(t) = n] = pn(t). (30.9)

A media de N(t) é
(N(t)) = (ng) = At. (30.10)

Exercicio 30.1.

Calcule (N(t)?) = >°°  n*py(t). Mostre que a variancade N(t) satisfaz
Var(N(t)) = (N(t)) ou seja: a media é igual a varianca. Dica: ™ = T
Exercicio 30.2.

Facaum grafico de p,(t) paran =0,1,2,3.

Exercicio 30.3.

Facaum grafico de p,(T") vs. n com AT fixo.

30.2 Ativos lognormais com saltos

Suponhamos que o nosso ativo obdecaum processo de Wiener geometrico
com saltos Poissonanos de tamanho J, onde J pode ser aleatorio:

d
% — udt + cdW, + (J — DAN(?). (30.11)
t

Ao ocorrer um salto S; muda para J.S;. Reescrevamos a equagao acima como

S(t+dt) = S(t) + S(t)(pudt + odWy + (J — 1)dN(t)).
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Vamos tomar esperangas, notando que incrementos de W, e saltos sao inde-
pendentes e que (dW;) = 0. Da equ.(30.7) temos (dN(t)) = Adt. Note que
isto é igual a taxa de ocorrerem saltos entre t e t + dt ou seja \dt. Segue-se
que

(S(t+dt)y = (S(t)) + (S(t)) (udt + odWy + (J — 1)Adt). (30.12)

Como de costume teremos que encontrar uma medida sob a qual o ativo
descontado seja uma martingale como na equ.(10.9), que implica com r con-
stante

(S(t+dt)) = e ™S(t) = (1 +rdt)S(t) = S(t) + rdtS(t)
ou tomando esperangas
(S(t+4dt)) = e ™(S(t)) = (14 rdt)(S(t)) = (S(t)) + rdt(S(t)).
Comparando com a equ.(30.12), requer que 7 = p + A{J — 1) ou
p=r—AJ—1). (30.13)

O pregode uma op¢ao Europeia com retorno Zr(S) serd entao

e (Z,(9)) (30.14)
com S evoluindo como
dS; = (r—X(J = 1)) S, + A\(J — 1) S,dt (30.15)
A evolugaode log S; é
1
dlog S, = (ju — 502)dt + odW; + log J dN;. (30.16)

Pois os processos W, e N; saoindependentes. Se um salto ocorre, S; muda
para J.S;, o que é equivalente em adicionar log J a log S;. Integrando obtemos
para log St

N(T)
1
log St = log Sp + (p — 502)T +oVTN(0,1) + Z log J;, (30.17)

=1

onde J; é o i-esimo salto.
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Para simplificar suponhamos que s6 haja um salto de tamanho J, o que
da

log St = log Sy + (1 — %az)T +oVTN(0,1) + N(T)log J (30.18)

ou
log Sy =log So+ (n—7)T+N(T)log J + (r— %OQ)T—FJ\/TN(O, 1). (30.19)
Para N(T) fixo isto é o pregode uma opgao BS com pregodo ativo igual a

Syeli=nT JN(T).

Resulta para uma opgao com saltos Poissonianos o preco:

e )\ne—)\t

> s (S I 10, KT, (30.20)
n.

n=1

onde fpg (S, o, K, T) é o preco Black-Scholes com ativo valendo hoje S.
Podemos facilmente generalizar para um distrbuigao log-normal de am-
plitude de saltos J — p(J). Pois suponhamos que os saltos obdecam

J = Joez" tvN (30.21)

com N normalmente distribuido.
XXXXXXXXXXXX € inutil a nao ser que soubermos como fazer hedges.

31 Taxas de juro

Uma das dores de cabega de uma empresa ¢ a taxa de juros, que ela tem que
pagar para levantar emprestimos. Pois suponha que voce queira criar uma
empresa para fabricar drones, mas nao tem grana suficiente. Investird o que
tem e levantara o resto no mercado financeiro. Por quanto voce vai ”alavan-
car” sua empresa? Mas talvez precisara deste adicional somente daqui a um
ano. Qual serd entao o juro com que tera que arcar? No outro lado os bancos
dispendem muito esforgo para calcular juros ”adequados”, que irao cobrar dos
clientes. Taxas de juro para emprestar e pedir imprestado flutuam depen-
dendo essencialmente da quantidade de grana disponivel no mercado. Se ha
muita circulando, o juro sera mais baixo do que no caso de grana escassa.
Ao invez de pedir emprestado num banco, voce pode tambem emitir tit-
ulos como cupon-zero, que ja vimos na secao3.l. Vendera os cupons no
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mercado financeira com a obrigagao de compra-los de volta na maturacao .

Ou lancara debentures com a possibilidade de serem convertidas em agoes da

empresa — 0 que pode ser uma estratégia interessante de longo prazo.
Quanto ao cupon-zero temos seguinte definicao:

e um coupon zero com maturagaol é um contrato que garante ao dono
do cupon o direito de receber $1 real®” no instante 7. Indicamos o
prego deste coupon hoje em t = 0 por P(0,T).

Mas podemos encarar esta promessa de receber um real no tempo 7' como um
bem, que podemos negociar antes da maturacao. Se a empresa for muito bem
financeiramente, pode querer liquidar esta divida num instante 0 < ¢t < T
Indicamos este prego por P(t,T). Ou seja

e P(t,T) é ovalor no instante ¢ para receber um real na maturagaot = 7.

E claro, que P(T,T) =1e P(t,T) < 1: quanto mais tempo demorar para
voce receber seu $1, mais barato é o cupon. Tambem deve valer P(t,t) =
1,Vt para evitar arbitragem.

Podemos expressar qualquer fluxo de caixa deterministico por uma com-
binagao linear destes cupons. Dai a grande utilidade deles.

Exemplo 31.1.

XXXXKXKXXXXXXXKXXXXXXX

Vejamos como é a dependencia de P(t,T) em t e T.

a. Para um particular instante ¢t = £ o cupon-zero P(t,T) é uma funcao de
T fornecendo o valor do cupon para todas as maturacoes . E chamada
”curva de precodo cupon no tempo ¢’ ou ”a estrutura de termos no
tempo ¢”. O valor de P(f, T') decresce com T' de maneira mais ou menos
lisa. No caso de uma taxa de juros constante, teriamos®® P(t,T) =
e "(T=t .1 - com o fator 1 indicando o valor a receber na maturacao .
Pois crescendo exponencialmente durante o intervalo T'—t , o valor do
titulo P(¢,T) chega a P(T,T)=1emt=T.

9E §1 para simplificar as contas. Se o seu principal M for diferente de $1, é s6 multi-
plicar tudo por M.

98Muitas instituicdes ndousam juros exponencialmente compostos, mas e"? ~ 1 + 7.
Cuidado quando negociares cupons!
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b. A dependencia de P(t,T) em t para T fixo no entanto usualmente
é bastante variavel, mesmo para titulos com o mesmo 7. O valor de-

pende das condi¢oes do mercado, pois r é uma fungao do tempo: r(t).
Veja a Fig.(31.1).

A taxa de juros flutuante é o principal fator de risco de cupons, inclusive
do cupon-zero. Para uma taxa variavel é conveniente definir o rendimento
R(t,T) como

R(t,T) = —log P(t,T)/(T — 1), (31.1)
chamada yield em ingles. Para um t fixo a funcaoT — R(t,T) chama-se
”curva de rendimento do cupon-zero”. Invertendo temos

P(t,T) = e T-ORED)

Para T' — t o rendimento R(¢,7T) tende a taxa instantanea ou taza curta
r(t):
r(t) = Al:}"lgo R(t,t + AT) = R(t,t) = — Alilpril)o (log P(t,t + AT)/AT)

ou seja

r(t) = —{%T(t’ﬂ}m- (31.2)

Figure 31.1: Cupon-zero P(0,T") e P(t,10)
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O mercado de cupons-zero é parecido com o mercado de acoes. A diferen-
cacrucial é que temos infinitos cupons, um para cada tempo de maturacao 7.
Ainda mais, todos eles satisfazem P(t,t) = 1 estando portanto bastante
correlacionados, o que nao é verdade para agoes. Os nossos modelos terao que
levar isto em contal

Tal como negociar agoes a termo, tambem podemos faze-lo com a taxa
de juros. A taxa instantanea é a taxa r(t), que lhe custa para pedir um
emprestimo no instante ¢t. Mas voce poderia precisar de um emprestimo no
futuro no instante 7' > 0 e gostaria de contratar uma taxa hoje no instante
t <T. Ela é chamada taxa-a-termo f(¢,T).

Uma vez definido o cupon-zero é conveniente expressar os outros proces-
sos em termo de P(¢,T). Como entaorelacionar a taxa-a-termo f ao valor
do cupon-zero P(t,T) ?

Para isto vamos langar mao de um "FRA” (Forward- Rate- Agreement). Ele
tem a vantagem de ser um instrumento negociavel, que a taxa-a-termo nao é.

e FRA é um contrato, em que concordamos no presente instante ¢, de
pagar uma taxa fixa entre dois instantes 77 e Ty com t < T7 < Ty sob
uma quantidade fixa de grana igual a $1 investida em T7. E portanto
um contrato assinado no instante ¢, assegurando ao dono do FRA uma
taxa de juro predeterminada durante o intervalo [T7,75] ao fazer um
investimento de $1 no instante 77 > ¢. Se voce comprou um FRA, estd
trocando uma taxa aleatoria por uma fixa, enquanto que o vendedor
deve pagar a taxa vigente do dia. O valor inicial do FRA no instante
t é nulo e nao ha fluxo de caixa como num contrato a-termo.

A compra de um FRA protege o dono de uma possivel subida do juros
do mercado.

Se voce compra uma FRA no instante ¢, o fluxo de caixa é $(—1) no instante
Ty e $e2=Th2() no instante T, onde fi5(t) é a taxa-a-termo fixa de T}
para Ty acordada em t. Para obter este fluxo em valores de hoje (ou seja no
instante ¢t e ndoem T e Ty) usemos cupons-zero para fazer este servigo. O
fluxo hoje é —P(t, T}) + e~ /12() P(¢ Ty). Este valor deve ser nulo ou seja

P(t,T)) — P20 p(¢ 7)) = 0 (31.3)
ou

_log P(t,Tg) - log P(t,Tl)

fi2(t) = T, T ; (31.4)

243



o que pode tambem servir como definicdode fi2(t) em termos de cupons-
zero: ¢é a tara-a-termo para [Ty, Ts] contratada no instante t. Para replicar
este contrato fariamos o seguinte.

1. No instante ¢ vendemos um cupon-zero maturando em 77 (um 7}
cupon), recebendo o valor P(t,T7}).

P(L,T,
2. Usamos esta grana para comprar o numero k = Pgt—’TS de cupons mat-

urando em T5. Nosso fluxo de grana portanto é zero.

3. No instante 77 matura o Tj-cupon e devemos pagar $1.

P(t,Tl)
P(t,Tg) .

4. No instante T, maturam os k Th-cupons e recebemos $

P(t,T1)
P(t,Tg)

5. O resultado é que um contrato assinado no instante ¢, rendeu $
em T, a partir de um investimento de $1 em 73.

Efetivamente fizemos um contrato garantindo uma taxa fixa -a taxa-a-termo-

durante o intervalo [T}, T3]. Note que devemos esperar até Ty para receber a

grana’.

Exemplo 31.2

Suponha que queiramos saber hoje em ¢t = 0 a taxa-a-termo para deposi-
tar grana durante seis meses daqui um ano. Temos T} = 1,75, = 1.5.
Pesquisamos precose encontramos para cupons-zero os valores P(0,7}) =

0.967 e P(0,73) = 0.93. Da equ.(31.4) obtemos a taxa

 log(0.93/0.967)
0.5

f12(0) = = 0.0780.

Poderiamos daqui um ano depositar $1000 e sacar daqui um ano e meio o
valor de $1000 - ¢:0780-05 — §1039.7

Exemplo 31.3

Considere um FRA em que

99Cupons, que niosejam “zero” pagam dividendos prefixados durante o intervalo
[Ty, T5).
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Escolhendo T) =T e 15 = T + AT e tomando o limite AT — 0 obtemos
para a taxa-a-termo instantanea

_Olog P(t,T)

T (31.5)

f@t,T) =

Esta é a taxa risco-neutra, contratado em t, para fazer emprestimos instanta-
neos, ou se quiser no intervalo [T, T + AT]. Invertendo esta relagao obtemos

P(t,T) = e i f(t)ds, (31.6)
Para t < T} < T segue-se, que
P(t,T) = P(t,Ty)e n /9%, (31.7)

O problema deste mercado de cupons é descrever o comportamento de
um mercado com um numero infinito de T-cupons para:

1. Atribuir precos a estes cupons de maneira a evitar arbitragem.
2. Determinar estes pregosa partir de um modelo para a taxa-curta r(t).

3. Determinar o prego a opgoes vanila com cupons como subjacentes.

Exercicio 31.1
Verifique que P(t,t) = 1 é necessario para evitar arbitragem.

31.1 Modelando a partir da taxa instantanea r(t)

Os cupons e a taxa-a-termo dependem da taxa instantanea r(t) = r,. Mas
esta obviamente nao é suficiente para determinar P(¢,T) ou f(t,T), pois r(t)
ignora o conceito de maturagao. Mas, seguindo a tradicao modelaremos esta
taxa, mas teremos que fazer hipoteses adicionais no caminho! Seja entaoa
evolucao da taxa instantanea dada por

dry = p(t,r)dt + o(t,re)dW,. (31.8)
Vamos adicionalmente supor que o cupon-zero tenha a estrutura

P(t,T) = Fr(t,r) (31.9)
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Colocamos a maturacao 1" como indice para diferencia-la das outras variaveis.
Temos obviamente a relacao

Fr(T,#) = 1,7, (31.10)

onde 7 é uma variavel real e o chapeu serve para distingui-la do processo
estocastico 1! Diferenciando F' e suprimindo as variaveis (¢, ;) resulta

dFp = (0,Fr + pd, Fr + 50202 Fr)dt 400, FrdW

- Fr | arp dt +or dW ]
1, O, 1

0y — AP0 e 450" — UF L. (3L11)
T

Para obter a dinamica de Fj(t, r) consideremos um portofolio auto-financiante
H[P(t,T), P(t, S)] composto por dois cupons maturando em 1" e S respec-
tivamente:

II=o¢rP(t,T)+ ¢sP(t,S) (31.12)
A evolugao auto-financiante é

dIl = ¢7dP(t,T) + ¢5dP(t,S). (31.13)

E conveniente expressar o portofolio em termos de coeficientes normal-
izados ¢1 2 = ¢TS

2
& =ab Z@. = or + g = 1. (31.14)

A condicao auto-financiante (31.13) fica

qu,dP . dP,
quZdP HZ :H;@Pi

ou seja
dF dF
dIT = H<¢T—T ¢S—S> (31.15)
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Com a equ.(31.11) a dinamica do portofolio resulta como
Il = I{prar + dsas}dt + M{bror + dsostdW (31.16)
Para que o portofolio seja sem risco devemos ainda anular o termo ~ dW':
ordr + 05ds = 0. (31.17)

Com a equ.(31.14: ¢ + dg = 1) resulta

A o
br = __Y5
or —0g
by = —F . (31.18)
or —0g

Com isto o portofolio evolui sem risco como

asor — aror

Il = T{¢rar + dsag}dt = T1{ Lt (31.19)

or —0s
Par evitar arbitragem devemos impor dIl = IIr,dt, resultando em

dsor — 4ror _ (31.20)
or —0g

ou seja
ap(t) —r(t)  as(t) —r(t)
or(t)  os(t)
A fungao A(t) é "universal” no sentido que nao depende nem de 7" nem de .S ou

seja ela é independente da maturagao dos cupons num mercado sem arbitragem.
Inserindo

= A\(%). (31.21)

O Fr
Fr

ar =1+ Xop=r-+ Ao
na equ.(31.11) resulta
1
CLTFT = ’I"FT + )\O'arFT = @FT + u@TFT + EUQaEFT.

Obtemos portanto para um mercado sem arbitragem a seguinte equacao dife-
rencial

1
atFT—f-(/L—)\O')aTFT—f-50’2872,FT—TFT = 0
Fr(T,r) = 1 (31.22)
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E imperativo esclarecer a presengada variavel A. Lembremos primeiro,
que no caso BSM a medida () é unica. Pois temos um ativo aleatorio ne-
gociavel e um e o modelo portanto é completo. A equacao BSM vincula as
flutuacoes da opgao as do ativo subjacente negociavel. Aqui no entanto a taxa
r(t) ndo é um item negociavel e o numero de processos aleatorios é maior que
os items negociaveis e a presenca da variavel A reflete a falta de unicidade: O
preco dos titulos nao é univocamente determinado pelo dinamica de
taxa instantanea r(t). No cenario BSM a precificacao da opgao é relativa
ao item negociavel subjacente. Aqui este nao existe!

0.0.0.0.0:0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0.0:0.0.¢

Seguindo os passos da segao 14 usando o "potencial” V(x,t) = r(t) obte-
mos a correspondente formula de Feynman-Kac:

e O pregodo cupon-zero P(t,T) = Fr(t,ry) é
P(t,T) = (e~ "&4s| F) (31.23)
com a evolucao da taxa instantanea obdecendo

dr(s) = (pu— \o)ds+ odW9(s)
r(t) = . (31.24)

XXXXXXXXXXXKKKXKKKXXKKKXX
Lembrando a equ.(15.4) e o teorema de Girsanov, vemos que P(t,T) =
Fr(t,r;) obdece

dFr(t,r) = (r(t)dt + op(t)dW®(t)) Fr(t). (31.25)
Logo o processo descontado
P(t,T) = B*(t)P(t,T) (31.26)

t ~ . 7 :
com B(t) = elo )% naopossui arrasto e é uma Q-martingale.
XXXXXXXXXXXXXXXKXXXX
Podemos obter a taxa-a-termo de

_Olog P(t,T)  OP(,T)/0T
oT B P(t,T)

f@t,T) =
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Derivando a equ.(31.23) resulta

(F(T)em I )| B g
(e I F) g

f.T) = : (31.27)

onde supusemos que ¢ licito passar a derivada para dentro da esperanca.
Confirmanos, que a taxa instantanea resulta corretamente como

f(t,t) = (r(t)|F)g = r(t), (31.28)

pois F; garante que temos a disposicaotoda a informacao até o instante t.
Podemos generalizar este resultado, quando o retorno nao for Frp(T,r) = 1
ou seja Z = ®(z) = 1 na equ.(14.9), mas Z = ®(r(T)). A equ.(31.22) agora
é
L g0
atFT -+ (/L — )\O’)&TFT -+ 50’ 8TFT — T'FT =0
Er(T,r) = @(r(T))  (31.29)
com a solucao
T
P(t,T) = (e K 7040 (n(T))| F)g (31.30)

com a taxa instantanea evoluindo segundo a equ.(31.24).

31.2 Um modelo simples para a taxa-a-termo

Em oposicao ao modelo BS para agoes em que aparecem somente dois ativos
negociaveis - S(t) e B(t), aqui temos um numero infinito de cupons-zero
P(t,T), um para cada T. Vamos escolher um deles para numerario e ver
se os resultados saoindependentes desta escolha. Considere pois a seguinte
evolugao para taxa-a-termo para modelar a dinamica na variavel ¢

d,f(t,T) = a(t,T)dt + o(t,T)dW, (31.31)

com « e o funcoes deterministicas e limitadas para poder trocar derivadas e
integrais etc. Integrando temos

f(,T) :f(O,T)+/O a(s,T)ds—l—/O o(s, T)dWs,
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onde nesta equacaol’ é um parametro! A taxa instantanea ou taza-curta
¢é dada pela taxa-a-termo com maturagao instantanea

r(t) = f(t,t) = f(0,t) + /Ota(s,t)ds + /Ota(s,t)dWS (31.32)

e nosso titulo satisfazendo B, = elo rWdu g

B(t) — efot du(f(O,u)-l—fOu a(su)ds+ [if U(S’u)dWS) . (3133)

B(t) seria o retorno de um deposito bancario. O cupon-zero para uma par-
ticular maturacao T é dada pela equ.(31.6:P(t,T) = e~ I Fltu)du

P.T) = e I du (F(0.0)+ [} alsu)dst [} ols.u)dW,) (31.34)

KEXXKXXXXXXXXXXXXXX

32 Tecnicas de Teoria de Campos em Matem-
atica Financeira

Se voce estiver interessado estritamente em matematica financeira, pode ig-
norar esta secaosem o menor prejuizo. Incluimo-la no entanto porque na
aparecem na literatura artigos/livros sobre ”Financeira Quantica” como por
exemplo [58] e é preciso desmistificar este assunto mostrando que nao tem
absolutamente nada de quantico. A unica diferencaé a singela letra ¢ - a
unidade imaginaria.

O caso mais simples de uma teoria de campos ¢(z,t) é uma teoria livre
sem interacao. Consiste basicamente de um numero infinito de osciladores
harmonicos, um oscilador para cada ponto no espago-tempo continuo x,t

qﬁ(;p, t) ~ Z (ak’wezkz—wt + a;fcywezlm:—wt)7
k,w

onde k,w sao coordenadas do espacadual de (z,t) e (a', a) sao operadores de
criacaoe destruicao. A dinamica se realiza numa arena fixa, que é o sub-
strato espago-temporal. A aleatoriedade entra nas regras de comutacao dos
operadores de criagao e destruicao dos osciladores.
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Na area financeira acontece o oposto. Pois o analogo da posicaox é o
ativo subjacente S e é este que segue uma trajetoria aleatoria. O anal-
ogo do campo ¢(x,t) é o valor da opcao f(S,t). A relacaoentre S e f(S,t)
¢é completamente deterministica dado pelo retorno em ¢ = T como ja en-
fatizamos no fim da se¢do ??. No caso de um sé ativo subjacente f(.5,t)
obdece a equacao BSM, que pode ser vista como a versao euclideana, ou seja
1hdy — 0/0,, da equagao de Schrodinger. E uma equagao de um s6 corpo. O
analogo de uma teoria de campos aparece, quando consideramos um numero
infinito de ativos subjacentes.

A equ.(177)

F(5:) = (6(Xr) 1) xms

Inserting this into Equ.(??) (now with # inserted),

(gr,trlar,tr) = K(qr, qr;tr — t1) =

N/2 o0 t .
i () [ aae s gy

With the notation

o0 (tr)
. m  \N/2:N-1 !
1 [ - ] _ Dlg)] = [ Dq, 2.2
Nl—rgo (QWZhAt) k=1 /_ dar /q(tz) la(t)] / 1 (32:2)

—00

we have:
q(tr) . )
(ar.trlar, tr) —/ Dlg(t)]e/M ] dtHad) — /quy,sm’ (32.3)
Jaq(tr) .

with the action .

F
S = / L(q, q)dt. (32.4)

tr

This equation is the one-dimensional version of Equ.(??) with J = 0.

1
Zp(J) = E/EDgpe_fd%ﬁE(WHfd%JW (32.5)
Usando as variaveis -veja equ.(C.3) -

S = Ke", ¢(S,t) = Kv(z, 7).
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a equacao BSM é

1 ov 0% Ov
Door oz T e Vg, —rev (326

Exercicio 32.1.
Verifique que a a densidade Lagrangiana correspondente a equacaode BSM
é

L =—0,v 2D, (v*@t’u — v@tv*)
—%(ra — 1)(1)*@@“ — v@xv*) + revv* (32.7)
Os momenta sao 1 )
p= _EU*’ = 2ng. (32.8)
A densidade Hamiltoniana é
H = 0,0 0, v+ %(ra — 1)(1}*8331) — v@xv*) +4D2r,pp* (32.9)

Como a equacao de difusaoé de primeira ordem no tempo, tivemos que
introduzir um campo auxiliar v*[36]. Devido a esta complicagdo usamos o
operador Hpg copiando o formalismo da mecanica quantica.

Veja no entanto 77. XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

Apéndice A: O limite da distribuicao binomial

De um total de N passos, a probabilidade de ocorrerem n passos a direita é

N!
W(n) = —————p"p" " Al
1) = e (A1)
W (n) ¢é obviamente normalizado Zivzo W(n) = 1, que ¢é explicitado pela
identidade
1=(p+p)V ZW parap=1—p. (A.2)
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A media de n, o nimero de passos para a direita, é 1%

N

(1) = S0 () = 3 (04 5 seics
=pN(p+p)" p=1p = Np (A.3)

A varianca é
Mas 5
(n*) = (b5, Ve + )Y Hlp=1p =

pINP+ )" '+ pN(N = 1)(p+ D)V ?[p=1-p = (Np)* + Npp  (A5)

ou seja

(n®) = (Np)* + Npp = (n*) + Npp. (A.6)
A varianca 031 é portanto
an = Npp (A7)
com
O p 1

(n) —\pvN
No limite N — oo a distribuigao binomial se torna uma Gaussiana com media
Np e varianca N pq

N N—n N _ (n=Np)? 1
W(n)—(n)p”pN = (2rNpp)~"/?e™ 2w +O<\/_N>‘ (A.8)

Para demostrar este resultado expandiremos W (n) em torno do maximo
(n) = Np até segunda ordem em z = n — (n)

1 dln W
No maximo B; =0 e By < 0. Temos entao
W (n) ~ W ({(n))e2!Baltn=(m)* (A.10)

10Faca p =1 — p apos ter efetuado a derivada.
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que é uma distribui¢do de Gauss. Precisamos verificar que n = (n) é um
maximo e calcular By. De fato temos

N
InW(n) =In [(n>p"]5N_"} ~InN!=Inn!—In(N—n)!4+nlnp+(N—n)Ing.

Para n grande podemos usar

dlnn!  In(n+1)! —Inn!
~ = lnn,

dn 1

e integrando
Inn! ~nlogn —n (A.11)

de modo que

dInW(n)

o ~—Inn+In(N—-n)+Inp—Ing.

Zerando esta expressao localiza o maximo em n =n
(N—n)p=np—n=Np=(n) (A.12)
Usaremos a aproximagao de Stirling equ.(A.11)"!. Obtemos
nl ~n"e ", (A.13)

Para expandir em torno do maximo, introduzamos o parametro de expansao z << 1
comon =pN + 2z, N —m = qN — z. Segue-se, que

In N ~N({InN -1
(V) ~ v -

—(pN +2)[InN +1In(p+ z/N)| +m
—(gN = 2)[In N + In(p — z/N)] + (N — m)
= —(pN +z)In(p+ 2/N) — (¢N — z)In(p — z/N)

1010Qutra heuristica é a seguinte.
n
1

Inn! = Zlogni N/ log zdx = [xlogx — z]|} ~ nlogn —n
i=1
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= ~(pN + 2) nlp(1+ )] = (BN = 2) Wfp(1 = =)
~ (N +2) (Inpt = 5T0) — (N = ) (np - ot o)

1 1
=—N(php+pp)+z[—-lnp—1+Inp+ 1]+ 22[—2p—N — Qq_N]’
onde em ~ usamos In(1+z) = z — 322+ O(2*) com z = n —pN. Ou seja: a
igualdade vale para n ~ Np = (n).

Usando ainda

In[p"p" "] ~ (Np+2)Inp+(N — tildep—z)Ing = N(pln p+plnp)+z(Inp—Inp)

Resulta para In W (n)

onde o termo ~ z cancelou corretamente, pois estamos expandino em torno
do maximo'®?.

Em nossa aproximacao de Stirling perdemos a normalizagao de W (n), pois
desprezamos termos ~ In N/N. Normalizando corretamente temos final-
mente

*n.—Np)2

Wi(n) = (N) Pt T = (zerpﬁ)—l/Ze*(QW + O(—=). (A.14)

1
n VN
No expoente temos
1 .
n—Np=glm-N(p-p)]
onde usamos n = (m + N)/2. Resulta, que a probabilidade do andarilho

estar entre ml e (m + Am)l é

m—N(p—p)]?

Plml < & < (m + Am)l] = (87 Npp) 2~ ""svi | (A.15)

Note que em relacgao a equ.(A.14) ganhamos uma 2 devido a Am = 2An. As
figura abaixo comparam a distribui¢ao binomial e a Gaussiana.

102Mais precisamente: no limite a razao do lado esquerdo pelo lado direito tende a 1.
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(b) Binomial(N = 50,p = 0.4) e Gaussiana
(a) Binomial para N = 20,p = 1/6. com mesma varianca centradas na media.

Figure A.1: Comparando Binomial e Gaussiana.

A distribuicao de Poisson é o limite da distribuicao binomial

N' n~N-—n
W(n) = PR

quando
N = o00,p—0 com Np=X\= fivo.

Reescrevendo com

P —p)N = <%)n(1 = %)N—" = —AZ](VI:AN)Z
temos
N(N —1)..(N —n+ 1) A"(1 = X\/N)N
_ N(N-=1)..(N—n+1) A" N
— N (L= A/N)
~1- %5% (A.16)
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Apéndice B: Verificacao explicita da solucao da

equacao BSM
Vamos verificar'® que
c(S,t) =+SN(dy) — Ke TN (d)
p(S,t) = —SN(—d,) + Ke T ON(~d_).
o In(S/K) + (r  02/2)(T — 1)
dy = Py (B.1)
e

N(z) = %27 / eV 12dy. (B.2)

satisfazem a equacaode BSM!%*. A verificacao envolve um célculo meio labo-
rioso, porém sem maiores dificuldades. Temos as seguintes derivadas

(?di 1 dljg r g
ot \/T—t(Q\/T_t _(Ei§>>'
od, od_- 1
S — 9S  oSYT —1
ON(d-) ., e d_ r o
o =N = Nor [\/T—t<2\/T—t _(E_§)>]
= N'(d})exp{log(S/K) + (r + o /2)(T —t) — c*(T —t)/2}
= N’(dg%e”(T_t) (B.3)
ou seja
SN'(dy) = Ke " TON"(d_). (B.4)

103Esta secdio é um exercicio em derivadas e voce pode pula-lo, se nio estiver afim, sem
perder algo essencial.

104Como j4 foi mencionado na equ.(10.23), podemos obter a solucio acima a partir da
formula de Black (10.19) fazendo a substitui¢ao

T — T-—t
So-)S

nesta equacaocom 7 =T — t o tempo até a maturacao.
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Segue-se que
0
ot

ad.,
ot
od, 9d_

= SN/(d_J,_)(E — W) - TKGiT(T?t)N(d_>

= —SN'(dy) 3+ r(e = SN(d,).

2\/T -
Para as derivadas em relagdoa S temos usando a equ.(B.4)
Jc d/\/(dJr)%_Ke Tth( ) 9d_
s dd, 0S dd_ 89S
od,
oS

= N(dy) +

= N(dy) + {SN'(dy) — Ke " T=ON"(d_)
= N(d,).

0% ON(dy)  N'(dy)

952 0s oSVT —t
Finalmente juntando os cacos
80 dc  0%8? 9%c

rS—-+ ——— —1rc

8t oS 2 057

oSN (d+)
2VT —

oS N(d)

+r(c—SN(dy)) +rSN(dy) + > T

= SN(d) L K TIN(dL) — Ke " TN (d_) Som

od_
ot

—rc=0 (B.8)

verficando a equa@éo BSM para uma opgao call. Para uma opc¢ao put o calculo

¢é analogo.

Apéndice C: Transformando na equacao de di-

fusao

Black e Scholes originalmente resolveram a equ.(17.7), transformando-a na

equagao de difusao (9.27). A equagao BSM para uma opc¢ao call, ou
é
D%g—f + 7,59 + 52353 =ree, 0<t<T
c(S,T)=(5S—-K,0)+ (condigao final).
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onde introduzimos a constante de difusao D, = 0?/2 e r, = r/D, = 2r/c?.
Para o dominio semi-infinito 0 < S < 00, a unica condicaode contorno
é a integrabilidade equ.(14.10) ou seja ¢(.5,t) ndo deve crescer mais que uma
Gaussiana.

Para mudar a condicao final para uma condi¢ao inicial invertemos a vari-
avel temporal, mudando ¢t — 7

t=T-—71 (C.2)
e tambem re-escalamos ¢(s,t) e S:
S =Ke", ¢(S,t) = Kv(z,7) com —oo <z < 0. (C.3)

Como veremos a transformacaox ~ log S linearisa a equagao !
As derivadas sao

Oc ov dS .
E——KE, %—Ke —S
dc _ gOvde _ s0v _ [5@}
oS " 0xdS  Orx LSox
Fo_dso o
9S82  dSdx 0S
e 2 ov 0% K, ov 0%
- mtwm) = mtm e
Inserindo as expressoes entre [...] na equ.(17.7) obtemos a equagao linear

=e (-t —+e "

1 ov 0%

[
D_E - @ + (TU — 1)% — TsV. (04)

Podemos eliminar o termo v e % introduzindo

v(x, ) = 2P Py (z, 7) (C.5)
com «, 3 a determinar. A equagao para u(z, ) é

1 ou ou  0%u ou
/BU—FD—UE—OéU+2@%+@+(TU_1)(O[U+%)_TO'U" (C6>
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Zerando os coeficientes de u e g—z requer

o+ (ro —a—r,—p= 0,
2+r1r, — 1= 0,

cuja solucao é

1 1
a=—2(r,—1), f=—(ry + 1) (C.7)
2 4
resultando para v(x, T)
v(z,T) = e_%(r”_l)m_%(r”+l)2TU($a 7). (C.8)
A equacao para u(x, ) fical®
ou o0%*u
D, -0 (C.9)
or ox?

com D, =c%/2er, =1/D,.
Esta é a bem conhecida equacao de conducao de calor. Sua solucao fundamental
é - veja equ.(9.40) -

1 s
G(.T,T) = We /4Ds s (ClO)

cujo limite para 7 — 0 é a delta de Dirac como vimos na se¢ao 9.2.

lim G(z,7) = §(x). (C.11)

T—0

A solugao para a condigao inicial u(z,0) = ug(x) é

u(z, ) = /dyG(x — 1y, T)uo(y),
ou seja

1 > —(z—1y)? T
u(z,T) = \/ﬁ/ dye (2=y)*/4Do uo(y), (C.12)

105GSe voce estiver incomodado com os truques tirados da manga aqui, fique sossegado.
Existe o "metodo das caracteristicas”, que transforma qualquer equacao parabolica na
equagao de difusdo. Veja e.g. [19], cap. 2.
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onde supusemos um crescimento limitado de wug(z) para que a integral con-
virjal®. Para ug(z) limitado e continuo, a solugao equ.(C.12) ¢ unica.

Para determinar ug(x) (ou seja em t = T') usemos a segunda equ.(C.1) e
com a equ.(C.8) obtemos

v(z,0) = (S/K —1,0); = mazx[e® — 1,0],

que fornece
up(z) = e%(’”"_l)x(ex — 1)y = mazx <e%(”+1)x — ealre=)z, O). (C.13)

Falta calcular a integral da equ.(C.12). Mudando de variavel s = (y —

x)/v/2D,T temos

u(z, ) = dse™ Pug(z + \/2D,7s)

7).

dse™* /2 %(rg+1)(m+\/2DgTS) . e%(rofl)(aer\/ZDgTs))

“ 7 L.

+

56782/2 [e%(ra+1)(x+\/ms) _ e%(rofl)(l"*ms)] (C.14>

= — d
V2m /—wm

Completando o quadrado como fizemos na equ.(10.4) temos para o primeiro
termo
h=—7= / dse= /24D Do)
2 —z/V2DoT

e%('r’g—&—l)m (3]

- \2rD,T —a/VAD,T

e3(rot D)o+ (rs+1)* Dot /oo

dse™ 2/2 (T‘o-+l)'\/2DgT8

dse~ 36~ 5(re+1)VDo7)?

V 2 —z/\2DsT

dse=%/2.

eé(rg—l—l)r—l—i(r,g—i-l)QDar /oo

V2r

2/V2Dg7—%(ro+1)v/2Ds 7
Finalmente
I = e%(rg+1)w+i(Ts+1)2DaTN<d+) (C.15)

106Note que na deducio de formula de Feynman-Kac impusemos esta mesma condicdo :
equ.(14.10).
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com

i, = — 2 4 o c1)yyDor (C.16)

Analogamente temos

. e~ 2300 V@V — [ ([ 1] = [ro—1]) (C.17)

1 /OO J
= — s
V2T —z/\2DoT

Juntando resulta
w(z,7) = e2re Tt Dom (g ) — pa(re =Dt (rs—1)2Dom AF(g ) (C.18)

com

T 1
- “(ry + 1)\/D,T. C.19
di \/T;T—i_ 2(T ) T ( )

Falta reintroduzir as variaveis originais usando as equs.(C.3,C.8):

c(S,t) = Ke 3re=1)a=5g (re+1)%7

<e%(r0+1)m+%(rs+1)27./\/(d+) - e%(rrf—l)ﬂ%(”‘l)%/\f(d_))

= K(e"N(dy) — e P "N (d ),

resultando em
(S, t) = SN (dy) — Ke " TN (d_) (C.20)
com
. In(S/K) + (r £ 30*)(T — t)
= oVT —1t ’
que coincide com a solugao equ.(16.13).
O resultado para uma opcao put Europeia é analogo e estd de acordo com

p=—c(—dy).
No limite S — oo temos d+ ~ In(S/K) — oo e

(C.21)

N(di) — 1, N(—di) — 0, (022)
¢t — 1, Btwt — —Ker(Tit)
c— S—Ke T, (C.23)
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Apéndice D: Solucao da equacao Black-Scholes
para parametros dependentes do
tempo

Considere a equagaode BS com parametros dependentes do tempo[29, 18]
pagando d(t) dividendos

af(S,1)
ot
1 2 282f(svt) af(Sat)
== LY - —_— ) 1
505 2D L) —aes 2D rmps . o)
Introduzindo x = In(S/Sy) a equagao simplifica para
Of(z,1)
ot
1, PP f(x,t) 1 5 0f(z,1)
=50 (t)W + [r(t) —d(t) — 50(15) ]T —r(t)f(z,t). (D.2)
Esta é uma equacao linear com coeficientes dependentes do tempo, cuja solucao é
f(z,t) = 6%(15)6(:1@)%6@(15);’722 (D.3)
com
arlt) = flr) = d) — 3o (t))dr (D4)
co(t) =1 [Mo(t)dt (D.5)
cs(t) = — [ r(t")dt’ (D.6)
Fazendo uso das identidades
e'%: f(z) = flz+0) (D.7)
% 0o _—y?
o f@) = [ Fige W) (D.8)
podemos expressar f(x,t) como
flx,t) = / dr'G(x,t;2',0) f(2',0) (D.9)

263



com o propagador
[z—a’+e (1))
G(z,t;2',0)dr = d—xefﬁﬂzs(t).
Amey(t)

Reintroduzindo In(S/Sy) = z e transladando [0,¢] — [t,T] com 7 =T — ¢
obtemos

(D.10)

2
St t ’ ’ 1 12
G(ST7 S7 t)ds g dS 67 2f(§ O'(t)2dt’ 7‘[0 T(t )dt
T 2
S/ 27 ft o (t)2dt!
2
dS - <1°g STT7f(§[r(tl)*d(tl)*%U(t')z]dtl)
: i e ' (D.11)

- S\/2m j;T o(t)2dt’

Para coeficientes constantes e d(t) = 0 isto reproduz a probabilidade risco-
neutra equ.(16.30).

Exercicio D.1. Seja ¢(S,t, K,r,0) o valor de uma opgao Europeia no in-
stante ¢t no modelo BSM. Suponha que um ativo evolua como

dSt = T(t)Stdt + O'(t)th,

com W; Wiener sob a medida risco-neutra. Mostre que ¢(S,t, K,7,7) com

1 [ 1 [
= —/ r(s)ds, o = —/ o?(s)ds
tJo tJo

satisfaz a equ.(D.1).

Para aplicag¢oes com dados reais veja [18].

Apéndice E: Métodos Numeéricos

A equacao BSM para uma opcao call é

1 Oc Jc 2 9% __
D_(,E_’_TUS%—'—S =r,c, 0<t<T

852
c(0,t) =0, ¢(L,t) = S, (conds. de contorno)  (E.1)
c(S,T)=(5S—-K,0)+ (condigao final).
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com 0 < S <L,D,=0%2er, =r/D, =2r/c* O parametro L > K
delimita o dominio de S e idealmente deve — 0.

E.1 Monte Carlo etc

Na secao 14 obtivemos a formula de Feynman
fla,t) = e " T(6(Xr) | Fe) x=e- (E-2)

para uma opgao com retorno ¢(Xr) na maturagao apara um ativo subjacente
evoluindo como

€ como

dS; = rdt + odW; (E.4)
sob a medida risco-neutra Q. A esperanca acima é uma representacao conveniente
para calcula-la por metodos Monte Carlo. Impondo S(t) = s
S(t + kit) = seXimalbmgo?)ottow/ot o1 o 7f (E.5)

Cada w; é retirado da distribuigao normal N(0,1).
XXX

E.2 Resolvendo PDE

Suponha que queiramos resolver a equ.(22.6), mas somente com o termo da
volatilidade local dependendo tambem do ativo. Neste caso o ativo evolui
como

dS(t) = uS(t)dt + o(t,S)S(t)dW;, p=1r—d (E.6)

e a opgao satisfard a equ.(22.6) simplificada

of Of  0%(S,1)S2 0 f
ot "' oS 2 952

=rf (E.7)

ou seja uma equacao BSM com volatilidade variavel. Mudando como de
costume t — 7 =T —t e x =log(S/K) a equacdo acima fica

) 1 of 1 0?
(9_£ = (,u — 50(7', LL‘)Q)a_i + 5‘7(77 17)28_;; —rf. (E.8)
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Esta equacao é da forma

of
S=Lf (E.9)

com o operador £ envolvendo somente derivadas em relacaoa .
Vamos discretizar o eixo 7 em intervalos A7 = T'/N, de modo que

f(r,x) = f"(z) = f(Tn,x), T, = NAT. (E.10)

Podemos agora discretizar a derivada % de duas maneiras, resultando para
a equacao diferencial

fn+1,fn _ n ..
fn—+1A_Tfn L £+1 faxplzlcz.to (E.11)
~— =Lf implicito
ou uma combinagao das duas
fn+1 _ fn _ ~
A—:@ﬁf”Jrecf”“, 0<0<1,0=1-90. (E.12)
-
Obtemos para f"*!
= (1 - AT0L) L+ ATOL] (E.13)

Se § = 0 nao precisamos inverter um operador e por isto este equema chama-
se "explicito”. O caso especial § = 1/2 chama-se Crank-Nicholson. O caso
implicito é muito mais estavel por causa do (...)”!, que suprime modos po-
tencialmente explosivos[55]107.

Escrevendo a equagao acima como

= Af" A= (1— Ar0L) 1 4 AT0L), (E.14)

podemos itera-la, obtendo

fr=A"f" (E.15)

e obviamente necessitamos de uma condicao inicial para f°.
Se A for diagonalizavel, podemos usar uma base em que A seja diagonal
com autovetores e; e autovalores a;:Ae; = aje;. Expandindo f"(x) em

autovetores temos
i)=Y fre(x) (E.16)
J

107No continuo condi¢des de contorno selecionam a solucio correta.
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Condigoes de contorno selecionarao os autovetores apropriados.
Discretizando tambem o eixo x como Az = (zp; — o) /M, o operador A
se torna uma matriz A de tamanho M x M e as variaveis sao 7, T, €

f(rx) = fr = f (7o, 2m) (E17)

Da equ.(E.15) resulta
fi = (a)"f;. (E.18)

Apéndice F: Codigos SciLab

Veja https://www.scilab.org/

F.1 Processo de Wiener

%//////////////////////////////////////////////////////////////////////

// Check properties of the Wiener process
//
Iy,
N = 100; // No of time steps
Nw = 1000; // No of repetitions
dW = grand (N,Nw, "nor”, 0, 1); // Gaussian increments
mean (dW, "¢ ) | // Should be a column of zeros

size (mean(dW, ¢ ")) ;
stdev ((dW, "¢ )

) // Should be a column of 1s
mean (dW. 2, "¢ ")

) // Should be a column of 1s

W=[zeros (1 ,Nw);cumsum (dW, 'r ’) | ;

mean (W, 'c’) , // Should be zero

mean (W) , // Should be zero
[mean(W(2:101,:),’c’), mean(dW,’c’)] // Compare quality of ’zeros’
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t0 = N;
mm = zeros (t0,1);
for ti=1:10
mm( ti) = mean(W(ti ,:)." 2),
end
// Plot result
cf =1; tt="<WV"2(t)>";
nplot (c_f ,[mm, [0:t0—1]"],[  Wiener vs t’], tt);

LTI LTI LT
N s

// Compute two point function
$< W(t_1)W(t_2)>=min(t_1,t.2)$

//
// Wiener process is not stationary:
// beware of Fourier Transform!

N Ny,

M12 = zeros (40,30)
for t11=1:40
for Del_t=1:30
t12=t11+Del t;
W1 =W(t11 ,:);
W2 = W(t12 ,:);
MI12(t11+1,Del_t+1) = mean(W1.*W2);
// Should be t11-—1, independent of Delt
M12(t11+1,Del_t+1)(t11 1),
end
end

me_1 = mean(M12(1:31,:),7¢c’);
me_2 = mean(M12,’r )’
// [mean(MI12(1:31,:),’¢’) ,mean(M12,’r") '],

//
c_.f = 2;
tt ="Wiener 2—point function ’;

figure (c_f);
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clf (c_f);

// Start indices from 0

plot2d ([1:41] " ,MI2—ones(size (M12,1),size (M12,2)))
xlabel ("$t_1$ )

ylabel ("$W(t-1,t-2) \sim t_-1$7);

legend (*Wiener 2—point function ’,2)

.

Wiener mean with # samples=1000

100 -

Wieners quared [:
t

50

(W)

1
30 &0 70 20 20 100

Figure F.1: Verificagdode (W?2(t)) = t.
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Figure F.2: Verificacaode (W (t; W (t2)) = min(t1,t2).

F.2 Precificacao Black-Scholes
.

// Dynamic hedging with Black—Scholes

[IITTTTIT T nirrlrnlrrlrll

// Get Normal Distribution

function [cdf]=normecdf(x)
cdfN=length (x);
cdf=cdfnor ("PQ” ,x, zeros (1,cdfN) ,ones(1,cdfN));
// Mean zero , sigma=1
endfunction
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//

?;///////////////////////////////////////////////////////

// Compute BSM vanilla options for all times [0:T]

//

function [v,nl,n2] = Vanilla(SS,K,r,sigma, Tau,pc,eps.ATM);
// tau = T—t Time zero is t=0, tau=T

// pc=1 for call and —1 for put

// eps:ATM sets the limit for S ~ K of ATM-options

d1 (log (SS/K)+(r+0.5*sigma "2)«Tau)./(sigmaxsqrt (Tau));
d2 (log (SS/K)+(r—0.5%sigma "2)«Tau)./(sigmaxsqrt (Tau));
// d2=dl—sigmaxsqrt (Tau)
nl = zeros(length(SS),1); n2 = nl;
for i=1:length(SS); mnl(i)=normecdf(dl(i)); n2(i)=normecdf(d2(i))
v = SS.«nlKx(%e (—r+Tau).*n2);
if abs(SS(length (SS))—K)<eps. ATM
// For ATM options with precision eps.ATM at maturity
v(length (SS))=0;
end
//  Get put from call/put parity
if pc==1 then
v = v—(SSKx(%e (—r«Tau))) ,
// $\Delta_p=\Delta_c—1$
nl = nl—1; n2 = n2—1;
end
endfunction

//
[T r i ir i irnilriirllryl

// Initialize parameters

E = %e;

T = 1; // one year

SO0 = 1; // initial share value

r = 0.3; // risk free rate 5% =0.05

sig = 0.05; // annual volatility 10%
eps.,ATM = 0.01%S0; // Limitation for ATM option
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N = 600; // trading ’days’
dt = T/N; // Time step
S = zeros (N+1,1); hedge = S; borrow = S; value = S; KK=S;

//

// Get times and interest—rating bonds
TT = [0:T/N:T] ’; // Time from 0 to T
Ttau = TT($:—1:1) ; // Time to maturity = tau
B =E"[r«TT]; // Bond value starting at 1
R =E"[(r—sig 2/2)«TT]; Rl = E"[r«T]; [RI-R];

?/////////////////////////////////////////////////////

Generate Wiener path for our asset

Is = 334;//135443; // Any value here—
grand (" setsd” ,Is);
// Get Wiener acrescimos
dW = grand (N,1, ”"nor”, 0, 1);
// Enforce mean==0, after all we have only one item
dW = dW-mean (dW); //
W = [0;cumsum (dW) |;
stdev (W), // Should = 1

// Get GBM stock price

S0 = 1; // Stock at t=0
S = SO0«R.*xE"((sig«W)); // Geometric Wiener process
11 = length(S);

T E DT
// Check GBM, whose integration uses dW 2=dt

Diff = (r*xdt+sig«dW).xS(2:11) — diff(S);

// Might use precS as a reference error

precS = mabs( (rxdt+sig«dW).xS(2:11)—diff(S)),

ILTTTTLEITTLELD DL

// Check integration — diferention

// After all we don’t expect dW=dt to be true for one single s:
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// Compare differentials

fig (1);

plot2d ( Diff);

xlabel ("t ’); ylabel (’$dS—\Delta S$’);

legend ([ ’dS=rxdt+sig*dW, diff (S)=S(i+1)-S(i)’]);
DT E T T T

// Choose strike K to get either ITM, OIM or ATM,
// depending on the value of

ST = S(length(S));

K= 0.8«xS. T, // K=1.2%S

//
??/////////////////////////////////////////////////////

// Get vanilla option values f_t

//

cp =1, // ¢cp = —1; // Choose call or put

Ny,

[f_t ,N1,N2] = Vanilla(S,K,r,sig ,Ttau,cp,epscATM);

// Check whether = psi updates like $B(i+1)—B(i)=B(i)r*dt$
Pi_til = (f.t N1.%#S);
dPi_til = diff (Pi_til);
dpsiB = (dPi_til — Pi_til (1:11 —1)xr=*dt)
prec = mabs(dpsiB), // should be zero
fig (88); plot2d(2d(dpsiB);
// Show
disp ('S, f_t ,N1_t ,N2_t,Ttau,TT’), // Nl_t=Delta
(S, f_t ,N1,N2, Ttau,TT]

fig (2); plot2d ([S,f_t],leg="SQ@f t’);
fig (3); plot2d ([N1,N2],leg="N1_t@QN2_t");

NNy
;;/////////////////////////////////////////////////////
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// Alocate variables

Portof= zeros (1l ,1); Hedge=Portof; Psi=Portof; Phi=Psi; Psi2=Portof

D _repl= Portof;

Yy,
PPortofl = Portof; // Haugh

Portof_ex = Portof;

Portof2 = Portof; // Enforce == f_t, MThesis

dd = Portof; hedge = Portof; dpsiB = Portof; E_self = Portof;
DD = Portof;

// Initialize at t=0

//

// compute Delta for option at t=0
// Select call or put

phi = N1(1);

if cp==—1 then phi=1-N1(1);

end
//
Hedge (1) = phixS(1); // initial hedge: amount of sto
psi = (f_t (1) — Hedge(1))/B(1); // borrow money for he
psi2 = psi;

Portof (1) = phixS(1
Portof_ex (1) = f_t (
E _self (1) = 0;

// Store phi’s
Phi(1) = phi;
Psi(1) = psi; // Store psi’ \neq N2(1)
Psi2 (1) = psi;

) + B(1)*psi; // Self—financing portofolio
1);

Go thru the hedging process
for i=2:11-1
s = S(1);
// Stock and bond values changed, but phi and psi don’t
// Portof is self-—financing , but not necessarily replicating, b
Portof(i) = phixs + psi *B(i);
// Portof is not necessarily equal to r_t(2) for finite Delta
D_repl(i) = Portof(i)—f_t(i);
Ny

// Get new phi from BSM to hedge to first order in $\Delta t$
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phi = NI(i); if cp==-1 then phi=1-NI1(i); end

//

// Compute the amount of bonds needed to keep Portof self—finan

psi = (Portof(i) — phixs)/B(i); // Because that’s what we have

//

// Compute the amount of bonds needed to replicate exactly

psi_ex = (f_t (i) — phixs)/B(i);

N NNy

// Portofl replicates exactly , but is not necessarily self—fj

Portof_ex (i) = phixs + psi_ex*B(i);
/////;?/é/////{{/é///////////////{//////////////////////////////////

et self —financing error from psi

;)/Self(i): (psi—psi-ex)*B(i); // (Portof(i)—Portof_ex(i))*B(i);

// Compute additional stock to buy for new portofolio

Hedge(i) = N1(i)xs — NI(i—1)%S(i—1);

// Update $\phi,\ psi$

Phi(i) = phi; // = Nl

Psi(i) = psi;

Psil (i) = psi_ex;
end
IITTTTETTT DT

//

// At t =T we compute
Portof(11) = phixS(11) + psi*B(11),
Portof_ex(11) = phixS(11) + psi_ex«xB(11),

NNy
N NNy

//

// Replication error

(S.TX) — Portof(1l)

mabs(f_t —Portof),

fig (11); plot2d ([f_t ,Portof],leg="f_t@QPortof ’);

xtitle ("Replication error of selffinancing portofolio ’);

?;??////////////////////é{g{////////////////////////////////////////////
igations
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[T T
// For a CALL

// Below should be equal for ITM(S>K), 0 and negative for OIM, [0
// For a PUT
// Below should be equal for OIM(S<K), 0 and negative for ITM, [0

[f_t(11),(S.T-K)xcp],

// Check obligations for portofolios
[f_t(11), (S(11)—K)*cp,Portof(11)],
//Ip-t(11),K-S,Portof(1l),Portofl(11),Portof2(11)],
// Check obligations for calls
f_t(11)—(SK)*cp,
if cp*x(S-TXK)>0
// in the money ITM
pay2buyer = (S_T-K)=xcp,
disp ("Pay 2 buyer: ’'+string (pay2buyer)),
disp (’Is there enough money? ’+string (Portof(11))),
disp ("MymoneyLeft = '+ string (Portof(11)—pay2buyer)),

else
//  OUT of money OIM
// In case "out of money”, we need Portof(11)=0
pay2buyer = 0,
// Do we have enough money?
disp (’No need to pay.Therefore MyMoneyLeft = '+ string (Portof
end

[Ty

[lumina muito pouco calcular a precificacaoe o seu erro para uma par-
ticular trajetoria especificada pela semente [s = xxz. Temos que portanto
computar medias sobre muitas trajetorias para ter alguma ideia da robustez
do procedimento.

F.3 Gerar funcoes de dois pontos do processo de Ornstein-
Uhlenbeck

ISTISTISTISITTTSTISISTISISSISTISISTTSIISISTIS IS
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// Abril 11 2024
// Calcular funcao de 2 pontos para processo de Ornstein—Uhlenbeck

//
N NNy

Tau = [10,20,30,5]; //0,100,200]; // Tempo de decaimento exponencia

Isl = 66;
n_str = 1000; // numero de segmentos com sementes diferentes

grand (’setsd 7, Is1);

c_f = 1;

Write="";

for i = 1:length(Tau);
c_f =c_f+1;

figure (c_f);
[OU_out] = OU_stim_2(Tau(i),n_str,Isl,c_f 6 Write);
end
// Calcular funcao de 2 pontos para processo de Ornstein—Uhlenbeck

//
N N Ny

Tau = [10,20,30,5]; //0,100,200]; // Tempo de decaimento
exponencial
Isl1 = 66;
n_str = 1000; // numero de segmentos com sementes diferentes

grand (’setsd 7, Is1);

c_.f =1;

Write="";

for i = 1:length(Tau);
c_f =c_f+41;

figure(c_f);

// [OU_out] = OU_stim_2(tau_B,n_str ,Isl,c_f, Write)

[OU_out| = OU_stim_2(Tau(i),n_str ,Isl c_f 6 Write);
end

ISIISTISTISITTTSTISISTISISTISTISISTTSIISISTISISTSo
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function [OU_out] = OU_stim_2(tau_B ,n_str ,Isl,c_f K Write)

/) RK 11/04/2024

// Adaptado de OU_stim para curso Fin_Math de OU_stim_1
//

// See Papoulis, pg. 410 for AR process

//

N Yy,

XXXXXKXXXXXXXXXXXKXXXKX
nplot unknown
XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

[lThs , rhs]=argn (0);
//
name = 'OU_";
//
tc = 4xtau_B; // Length of 2—point function
grand ('setsd ', Is1);
gama = 1/tau_B;
clear r;
r(l:tc) = exp(—gamax[0:tc—1]");
[ar ,sigma2 ,rc]=lev(r);

sigma = sqrt (sigma2);
WN = grand (tc,n_str , ’nor’ ,0,sigma );
OU_out = zeros(tc,n_str);
10=2;
for i=i0:tc
// For exponential decay need only ar(1) !!
OUoout(i,:) =— ar(1)«xOU_out(i—1,:) + WN(i,:);
end ;
svel = size (OU_out);
// vel = vel
// O argumento de f_vel2pos eh um vetor: convertemos de //
vel para pos com o MESMO fator
// Se vel for uma matriz, o fator muda para cada segmento.
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//

// Test result
if ¢_f7=0 then

Ir = length(r);

[P]=real (corr2(OU_out,0,2x1r ,0,1));
c.vel 2 =P(:,1) —P(:,4)."2;
c.vel 2 = c_vel_2/max(c_vel_2);

//

tt= ['OU 2—point function for tau_.B = ’'+sci2exp(tau_B)];
nplot(c_f,[c-vel_2(1:1r),ones(lr,1)/%e],’ Corrf_ OU@1/e’ ,tt);

end
//
if Write=='vel’ then
vel = OU_out;
velfile = [dirstim4nametsciZ2exp (tau_-B)+'_"+...
sci2exp (Isl)+".vel 7];
sv = size(vel);
fmt = "("+sci2exp(sv(2))+'f20.10)"
fid_out = file ('open’, velfile ,’unknown’);
fmt = "("+sci2exp(sv(2))+7f20.10"+7) ’;
write (fid_out ,vel (:));
// write (fid_out ,vel ,fmt)
file ("close 7, fid _out );

end
endfunction
NNy,
function P = corr2(x,y,nfft ,n_overlap ,win)
n = length(x); // Number of data points

k = fix ((n—n_overlap)/(nfft—n_overlap)); // Number of windows
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//

//

fix (n/nfft) for n_overlap=0)

if y==0 then y = zeros(length(x),1); end
y =v(:);

if win==1 then

else

end

w = ones(nfft ,1); // square window
Norml = kxnfft;
Norm2 = kxnfft;

w = .5x(1 — cos(2x%pi*(1l:nfft)’/(nfft+1)));

w = hanning (nfft );

Norm2 = kxnorm(w) " 2; // Normalizing scale factor
Norml = kxnorm(w);

Pxx = zeros(nfft ,1);
Pyy = Pxx; Pxy = Pxx; Px = Pxx; Py = Pxx;
fxx=Pxx; fxy=fxx; fyy=fxx; fx=Px; fy=~fx;

If n_overlap==0 then we can use matrix algebra to avoid loop.
if n_overlap™=0 then

index = 1:nfft;

i=1:k

xi = x(index);

yi = y(index);

XW = W.x Xi;

YW = W.*xyl1;

index = index 4+ (nfft — n_overlap);

Xx = fft (xw,—1);

Xy = Xx .*x conj(Yy);

fx = fx + Xx;
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fy =1y + Yy;
fxx = fxx + abs(Xx)." 2;
fyy = fyy + abs(Yy).  2;
fxy = fxy + Xy;

end
else

nw = floor (length(x)/nfft);
x = x(1:nfftsnw);

y = y(1:nfft«nw)

x = matrix (x, nfft ,nw);

y = matrix(y, nfft ,nw);

fx = fft(x,—1);

fxx = fx.xconj(fx);

fy = fft <y771);

fyy = fy.xconj

(fy);
fxy = fx.xconj(f

Y );

// X = real (fft (sum(fxx,’c’),1))/(nwxnfft);

end
Px = real (fft (sum(fx,’c’),1));
Py = real (fft (sum(fy,’c’),1)); /)it (fy ,1);
Pxx = real (fft (sum(fxx,’¢c’),1)); // fft(fxx,1);
Pyy = real (fft (sum(fyy,’c’),1)); // fft(fyy,1);
Pxy = real (fft (sum(fxy,’c’),1)); // fft(fxy,1);
P = [ [Pxx Pyy Pxy |./Norm2, Px./Norml, Py./Norml,
fxx  fyy  Ixy  fx fy |
endfunction
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