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1. Campo de uma esfera com buraco (H11)

Na superficie de uma esfera oca de raio R, da qual foi cortado no polo norte uma tampa
definida pelo angulo de abertura € = «, fica uma densidade de carga superficial homogene-

amente distribuida Q /47 R%.
a. Mostre que o potencial no interior do volume da esfera pode ser escrito na forma,

Q= 1 rt
O(r,0,9) = 5 Z w1 [Pry1(cosa) — Pp_q(cos )] T Py(cos )
=0

onde devemos para ¢ = 0 colocar P,_i(cosa) = —1. Qual é a forma do potencial no exterior
da esfera oca?

b. Determine o valor absoluto e a direcao do campo elétrico na origem.

c¢. Qual potencial obtemos para o — 07

Ajuda: Use a seguinte relagao para a densidade de carga de superficie:

T [8(I>> 8(I><]
r=R 7

or or

€0
onde os indices < resp. > mostram para as regioes no interior resp. no exterior da esfera.
Para a integracao a seguinte relagao de recursao é 1til,

1 (dPgH(a:) - dPgl(x))

P p—
() 20+ 1 dx dzx

que vale para ¢ > 0.

Solucao

a. As solugoes no interior e exterior da esfera oca devem se juntar de maneira continua
em r = R. Portanto, os seguintes ansatze sao validos,

o (r) =3 4, <§)£+1Pg(0089) L e =3 A (}%)EPZ(COSQ).

Seja dada a densidade superficial de carga,

quando cosf < cos«

0 senao

_Q
o(cos ) = { 4k



Agora temos a lei de Gauf},

o [8(I>< 8(I>>]
r=R

€0

1 oo
== 20+ 1)A,P, 0) .
te 0] S A
Usando a ortogonalidade dos polinémios de Legendre, (2¢ 4 1) fjl dzPy(x) Py (z) = 2004, €

. ~ . ~ 1 . 21y
a abreviacao x = cosf aplicamos a operacao ff1 dxPy(x)... para os dois lados da ultima
equacao,

2

diL’Pgl( = Z 2£—|—1 Ag/dxpg( )Pg/( ): EA@/ .

. Q
- dxo(x)Pp(x) = yE"

+1 cos +1
-1 -1 -1

Portanto, vale para os coeficientes de expansao com a dada relacao,

COs &

Q Q 1 COs &
STeoR zPy(x) 87T€0R2€—|-1[ 1 (@) — Pry ()]
-1
_Q 1
© 8megR20+ 1 (Pryi(cosa) — Ppy(cosa))

pelo menos para ¢ # 0. Mas para ¢ = 0 a integral é trivial: Temos fcosa dxPy(z) = cosa+1 =
Pi(cosa) — P_y(cosa) com a definigdo do enunciado. Insergdo em nossos ansétze originais
da imediatamente o potencial no interior e no exterior da esfera oca.

b. Temos,
0o 100 0 sinf o0d
E=—Vd =85 — 82 +0=—8,- +8 .
“or T 0 oo T T Deost
Portanto, temos no interior,
Prii(cosa) — Ppq(cosa) rtt dP,(x)
P,
87reo E 1 s —&,0Py(cosl) + éysin ———= o

Para r — 0 todos os termos com a excecao do ¢ = 1 desaparecem. Temos, portanto,

E(r =0) = —(Py(cosa) — Py(cos a))(—&, cosf + &psind) .

6R?
Agora, &.cos — &ysinf) = &,, Py(cosa) = (3cos?a — 1)/2 e Py(cosa) = 1. Com isso,
obtemos para o campo elétrico na origem,

Q . 3 3

cos’a — =) = ——sin* e, .

o2 (5 2/ T AR?

c. Para a = 0 vale cosa = 1 e Py(cosa) = FPy(1) = 1. Com isso s6 sobrevivem, em nossas
formulas para o potencial, os termos ¢ = 0:

Q
47T€()R

E(r=0)=—

P (r) =



Isso é o resultado conhecido para uma camada esférica fechada.

2. Carga imagem

Um fio fino e longo fica suspenso ao longo da direcao y numa distancia z = d paralelo
a uma placa metélica aterrada. A placa seja infinitamente estendida no plano (z,y). A
superficie da placa orientada ao lado do fio seja em z = 0. Na superficie do fio tem a carga
@ /! por unidade de comprimento.

a. Faz um esquema do campo elétrico no semi-espaco z > 0. Ajuda: Use o principio da
carga imagem!

b. Calcule o perfil do campo elétrico em proximidade da superficie da placa.

c. Qual é a densidade superficial de cargas o(z,y) na superficie da placa.

d. Qual é a carga induzida na placa por unidade de comprimento na direcao y?
Comentario: Um problema similar acontece para condutores em circuitos imprimidos. A
placa metalica corresponde ao revestimento de cobre parte traseira do circuito.

Solugao

a. Analogamente a carga puntiforme em frente de uma placa metélica a gente espera agora
um fio espelho com a carga —() na distancia —d da superficie.
b. O valor absoluto do campo para o fio é na posicao z = +d,

Q1 Q 1
27reolp_ 27r60l,/;p2+(2_d)2

(em direcao se afastando radialmente do fio). Analogamente para o fio espelho z = —d

—0Q 1
2meol \/22 + (2 +d)?

Na superficie da placa o campo é paralelo a €,. As componentes z e z do campo E na
superficie da placa na posicao z = 0 sao,

Efio =

Eespelho =

Q 1 x o Q x

E - |Ef ac| 'Ilﬁb |E | ’ 2 7
fio,x io,x| S1 o,z] 2 2] 2 €T
, ) fio, d 60l \/$2+d2\/ 2_|_d 2 60[.1'24—(12

B d  -Q 1 d  -Q d
Torl /i@ @ 2mel il + a2+ 2 2megla +d?

para o fio espelho temos analogamente,

Efio,z == _|Efio,ac| COS(b = _|

Efiog = i x
’ 2megl 12 + d?
¢ d
Efio,z - _Q

2mepl 22 + d?



Isto significa, que a componente x desaparece e (para z > 0),

—Q_d

Ezzinoz: S 5
fio, meol 22 + d?

c. Usamos p(z,y,2) = o(z,y)d(z). Além disso div E = 86E;, pois todas as outras compo-

nentes desparecem na superficie. Agora colocamos uma pequena caixa (drea dA paralelo a
superficie) tal, que o pedago da superficie fica dentro. Agora,

1 1
—/Q(%%Z)dvz —/U(x,y)dA.
€o €0

Além disso,

1
= [ odv = 7{ E-dA = E,.odA .
Jcaira

€ Jv
Disso segue,

Qd 1
wl 22 4+ d?

d. Integrando sobre o comprimento [ na dire¢ao y e sobre todos os valores de = da,

l 00 oo 00
—Qd 1 —Qdi / 1 —Qdi 1 .
— [ ay | 4 _ d _ Zarctanl| = —Q.
Cptaca /0 Y /Oo v ( wl 2?2+ d? ) o T T od oy @

—00

U(I7y) = EOEz,z>0 = -

3. Carga imagem

Dentro de uma esfera oca metalica aterrada com o raio interior a seja uma carga +@) na
posigao r; = (0,0, 21). Determine a carga ()’ e a posigdo rp de uma carga imagem com a
qual é possivel descrever o potencial ®(r) da distribui¢ao de carga original somente usando
o sistema consistindo da carga e da carga imagem. Determine ®(r).

Ajuda: A posicao ry e a carga )’ nao sao inequivocamente determinados. Escolhe r; =
(0,0,21) € z2/a = a/z.

Spiegel.pdf

Solucao

A condi¢ao de contorno é ®(|r| = a) = 0. Colocamos agora uma carga (', por razoes
de simetria, no ponto zs:

Q Q'

4 6} =
meo®(r) It — 218, || — 208,




com r = ré, segue a partir da condi¢ao

Q/a @l _,

4 @ = & = fr—
meo®(r = aé) &, — 218, /a] | & — 208, /4]

Isto é satisfeito, quando

Qa2 + 23— azt, 6. = ~Q'\Ja? + 22 —aze, @, .
O quadrado da,
Qa4 25 — a8, &) = Q%(¢’ + 21 — 428, - €)Q'Q < 0.
Como isto deve ser satisfeito para todos os angulos 6 = arccos(€é, - €,),
Q*(—az8, - &,) = Q"(—azé,-&,) e Q*d®+22)=Q"(a*+27?),

resp.
Q? s a’ + 22

O m Pt
A segunda equacao da,
za? + zlzg —a%zy — Z%ZQ =0,

o que d& z; = a?/z,. Com isso substituimos z; na primeira equagao,
)
Q' =+Q—= e QQ<O0.
a

Uma solugao trivial obtemos para zo = z; e Q = —Q)'.

4. Carga imagem

Uma superficie condutor no plano (z,y) tem uma protuberancia em forma de uma semi-
esfera com raio R. O centro da esfera fica no plano e na origem das coordenadas. Sobre o
eixo de simetria €, numa distancia d > R a partir do plano tem uma carga puntiforme gq.
Determine com o método da carga imagem o potencial ¢(r) e a for¢a F sobre a carga q.

a. Para fazer com que a superficie da semiesfera fica uma superficie equipotencial (¢ = 0)
precisamos de uma carga espelho ¢; sobre o eixo z numa distancia z; a partir da origem.
Determine ¢; e z;.

b. Para o plano (x,y) virar uma superficie equipotencial também, precisamos de mais duas
cargas imagem ¢s e ¢q3. Determine o valor e a posicao destas cargas.

c. Com os valores e as posigoes das cargas determine: O potencial eletrostatico ¢(r) para um
ponto arbitrario r acima da superficie condutora, a forca F sobre a carga ¢ e a sua direcao
(repulsiva ou atrativa).

Solucao

a. O potencial deve satisfazer a condi¢ao de contorno,

1 q q1
¢(r)|r€superfzczedaesfera 471'60 |I' . ZOéz| + |I' . zléz| resuperf.esfor




d’ ' *q
¥ 3R Jj;
Isto pode ser satisfeito de maneira nao trivial por z; = R?/zy e ¢ = —qR/ 2, pois
q —qR/z _ q qR/ 20
— 2@ _ R4 o 2 2 _
|I' ZOeZ| ‘I‘ 20 ez‘ resuper f.esfer. \/X +Y + ZO \/XQ +Y2 4+ _ R > ?
_ q
VR — 27z + 2 JRX:+2Y2+ ng2 —220ZR? + R*
=0.
b. As duas cargas adicionais devem refletir as cargas ¢ e ¢; no plano (z,y): 2o = —zp e

g2 = —q € z3=—21€(¢3= —(q1.
c. Com isso temos uma expressao completa para o potencial,

3
dreg = |r — 28,  dmeo \|r — 208:|  |r+ 208  [zr + R?&[  |zor — R?&.| '

A forca agindo sobre a carga segue do gradiente do campo das trés cargas imagem no lugar
da ¢,

3
1 —q 1 R R
F = _vr:z é N - - ~ ~ N ~ 1 ~ N
0% 4meg Z r — 2,6, 4dme 208, + 2@, + 22e, + R2%e, 22é, — R2%e,

k=1 0 0

(U R R N_ g (1 2\
 Admeg 2% R+ R 22— RY)  4meg \ 2z 2z — R4 '

Portanto, a forca é atrativa.

5. Multipolos

Uma carga puntiforme de tamanho 42 fica no lugar (0,0, a), uma outra de tamanho +1¢)
no lugar (0,0, —a). Calcule a. a contribui¢do monopolar, b. dipolar e c¢. quadrupolar da
expansao multipolar.

Solucao

a. A distribuicao de cargas é parametrizacao por p(r) = 2Q0(z)d(y)d(z—a)+Qd(x)d(y)d(z+
a). Entao, o momento monopolar é,

Q= [ s =30.



b. O momento dipolar é,

d= /rp(r)d3r = 2Q/r6(w)5(y)(5(z —a)d’r + Q/r&(x)é(y)é(z + a)d’r
=2Qaé, + Q(—a)é, = Qaé, .
¢. O momento quadrupolar é ¢;; = [ (3z;z; — r?0;;) p(r)d°r. Em particular,

i1 = Qoo = 2@/ (3$2 — 7"2) §(2)6(y)6(z — a)dPr + Q/ (3332 — T2) §(2)6(y)d(z + a)d’r = —3Qa* ,

(33 = 2@/ (32% = 1?) 6(x)0(y)d(z — a)d’r + Q/ (32" = %) 6(2)6(y)d(z + a)d’r = 6Qa” |

qi2 =0 .

6. Momento di- e quadrupolar de distribuigoes de cargas esféricas

Distribuicoes de cargas esfericamente simétricas tém momento dipolar ou quadrupolar? Jus-
tifique!

Solugao
Distribuicoes esfericamente simétricas parecem fora do volume, dentro do qual elas ficam

como cargas puntiformes e, portanto, pode ser completamente descritas pelo momento mo-
nopolar, isto é, elas tém nem momento dipolar nem quadrupolar.

7. Dipolo elétrico num campo

Qual é a forca agindo sobre um dipolo elétrico p = ed - €, no ponto r alinhado ao longo das
linhas de campo de um campo externo produzido por esfera com raio R homogeneamente
carregada com uma carga )7



Solugao

Seguindo a lei de GauB, [, E(r) - dA = - [}, o(r)d’r fora da esfera,

1

/ EdA = E4nr? = / EdA=—Q

v oV €o
e com isso,

E= @ &,
dreqr?
A forca agora é,
Qe 1 1
F=cE(r—d/2 E d/2) = . — ]
Blr —d/2)+eBlr +d/2) = 2o& | 0 =0mr ~ a2

para pequenos d < r podemos aproximar da maneira seguinte,

p_ Qe (r+d/2°—(r—d/2 Qe 2
T dme T (r—dj22(r £ 22 dmey it

Este resultado também segue para momentos dipolares pequenos aproximando a energia de
interacao por

R Q . Qed
=—d-E = —eds, - =—
W caer 47r50r2er Ameqr?
onde supomos, que E(r +d/2) ~ E(r —d/2). A forca finalmente é,
Qed
F=-VIW=- -
2megrs

8. Campo dipolar em duas dimensoes

Considere dois condutores paralelos infinitamente longos com distancia d tendo a densi-
dade linear de cargas +¢ resp. —q (carga £(@ por comprimento de condutor /). Usando o
teorema de Gauf} calcule primeiro o campo elétrico e o potencial elétrico de um condutor.
Entao calcule o potencial de ambos os condutores por superposicao dos potenciais individu-
ais como func¢do da distancia r e do angulo « (vide figura). Nota: Escolhe como volume
de integracao um cilindro com o comprimento [ e o raio r ao longo do eixo de simetria em
torno do fio. Determine o comportamento assintético para r > d/2 e para r < d/2. Para
fazer isso, faz uma expansao de Taylor da expressao usando: In % ~ —2¢ + O(e?). Escreve
o resultado como fungdo do momento dipolar p, onde p = |p| = ¢d é positivo e indica a
direcao do vetor do momento dipolar mostrando do condutor positivo até o negativo.

Solucao

Com o teorema integral de Gau$, favE -ndA = 4w fv pdV segue El27r = 47(@), com a



carga () num pedaco de fio de comprimento [. Com a definigao da densidade linear de carga
A= Q/l segue, E = % Para o potencial ® (E = —V®) a gente integra o campo e obtem:

$ = —2\In(r) .
2
Com dois condutores adicionamos os potenciais: ® = —2A(In(dy) — In(d-)) = —Aln Z—;‘.
Para d, e d_ a gente obtem:
dizr2+a2—2arsina, e di:r2+a2+2arsina,

onde colocamos a = d/2. Portanto, o potencial dos dois condutores é:

1+92 _92%ginq 1+2 —2sina
d=—-\In - =\l -
1+;‘f—2+2%sina 1+T—+2£sina

a2

Para curtas distancias r/a < 1 a gente pega a segunda expressao e, negligenciando os termos
com 72 /a?, obtem

r
® =4)\-sina .
a
Para longas distancias r/a > 1 a gente pega o primeiro termo e obtem analogamente,

) :4)\gsina )
r

Com sina = —% segue para curtas distancias ® = —2P3 e para longas distancias ® = —2P7.



